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从 20 世纪 50 年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大 
量采用了翻译过来的苏联数学教材。这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了 
青年学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才。到了 60年代，国内 
开始编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上 
保留着苏联教材的影响，同时 ，一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书 
或课外读物继续发挥着作用。客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数 
学教材在培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功 

不可没的。 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 

家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益。但在很长一段时间中，尽管苏联的 

数学教学也在进行积极的探索与改革，但引进基本中断，更没有及时地进行跟踪，能 

看懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是 
一 个很大的缺憾。 

事情终于出现了一个转折的契机。今年初，在由中国数学会、中国工业与应用 
数学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数 
学家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的 
一 些数学教材组织翻译出版。这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版 
社的高度重视。会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教 
材情况的专家座谈讨论，大家一致认 为：在 当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于 
扩大视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要。《俄罗 
斯数学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版 



序 


社组织出版的。 

经过认真选题弁精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材 
为主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材。有大学基础课程的教材，也有适合 
大学高年级学生及研究生使用的教学用书。有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订 
重版，面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教 
材方面所做的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴。这一教材系列的出版，将中 
俄数学教学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内 

容的改革，对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起 
着深远的影响，无疑值得庆贺，特为之序。 


李大潜 

2005年10月 
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读者现在手中拿着的第7版的本书，在近半个世纪的时间内，不仅为我国，也为 
其他许多国家的数学教育服务过。 

.这里还想再说一下本书的两位卓越的、富有创造性的合作者。提出把曾经在国 
立莫斯科罗蒙诺索夫大学数学力学系分散于许多课程的内容综合成一个课的一般 
设想的是安德烈 • 尼可拉也维奇 • 柯尔戈洛夫。他制订了新的课程大纲（称为“分 
析 ffl ”）， 其中包括集论初步、度量空间、赋范空间、测度论和勒贝格积分、巴拿赫空间 
与希尔伯特空间中的线性算子。 A . H . 柯尔莫戈洛夫曾按照这个大纲讲过几次，并 
且打算照他的想法编写教科书。本书的第一个版本分两册分别于1954年和1960 
年于莫斯科大学出版社出版，系由 A . H •柯尔莫戈洛夫与谢尔盖 • 瓦西里也维奇 

佛明卓越的密切合作而写成的，后者在那些年份里给物理系讲授泛函分析课。 

C . B •佛明视 A . H •柯尔莫戈洛夫为自己的老师 之一； 安德烈 • 尼可拉也维奇则 
对谢尔盖 • 瓦西里也维奇的学识、教学水平和人品给予高度评价。他们的合作是极 

为富有成果的。 

在1954年写成的第一册的序言中，作者写道 :“在 后续分册中应有测度论与勒 

贝格积分、希尔伯特空间、含对称核的积分方程理论与正交函数系（这部大纲已在第 
二册中实现）、非线性泛函分析初步及泛函分析方法在计算数学问题中的某些 

应用 




在第1版出版之后的十五年里， C . B •佛明在完善此书方面做了许多 工作; 极大 
地扩充了包含在第1版中的内容;在度量空间理论部分加入了一般拓扑学初步，在 

赋范空间理论部分加入了线性拓扑空间初步，在积分理论部分加入了微分论，在正 
交函数系理论部分加入了三角级数论和傅里叶变换。按照他的请求，我写了《附 录: 
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巴拿赫代数》。谢尔盖 • 瓦西里也维奇写了非线性分析一章，并在此之上继续工作， 
想把它大大扩充，但是他的辞世，却使这个打算没能进行到底。十分遗憾，把《泛函 
分析方法在计算数学问题中的某些应用》列入书中的想法未能实现。 

在这一版中纠正了某些印刷错误，并把索引注明的出处由页码改为章、节、段 
(这样就可以在以后的版本中避免许多不确切性）。 

今年是安德烈 • 尼可拉也维奇与谢 尔盖. 瓦西里也 维奇. 佛路合著的《函数论 
与泛函分析初步》第1版问世50周年。毋庸置疑，呈献给读者的未韦第 f 版是具有 
250年历史的莫斯科大学的教授们所著的优秀教材之一。 


M . 季霍米洛夫 
莫斯科,2004年 


_ 
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《函数论与泛函分析初步》的第1版分别在1954年和1960年以两卷本出版。 
这两卷本的出现是与20世纪40年代末在莫斯科大学数学力学系教学大纲内包含 
了 “分析 ffl ” 教程有关的，分析 BI 包含了测度论与函数论初步、积分方程、泛函分析的 
内容，稍晚些又包括了变分法。本教程起先由 A . H •柯尔莫戈洛夫，以后又有其他讲 
授者，其中包括 C.B. 佛明，在莫斯科大学讲授过。后来其他大学的教学计划中也 

采用了这本书。 

当时，在莫斯科大学用统一的教程“分析 DI ” 代替实变函数论、积分方程及变分 
法的各门课程引起了较大的争论。本教程面临培养学生具备双重视野的任务：一方 
面，注意集合论，度量空间与拓扑空间连续映射的一般理论，线性空间以及在其上的 
泛函与算子 ，一 般“测度空间”中的纯测度论与积分法等的发展的内部逻辑；另一方 
面，不忽略被这些更为抽象的数学领域所服务的古典分析学甚至应用分析学。 

在解决这个问题的时候，我们在本书的编写计划中偏重于教程结构的抽象方 
面。从集的一般理论（第一章）可以转到度量空间、拓扑空间以及它们的连续映射 
(第二章），或直接转到测度（没有拓扑）的空间及该空间的积分法（第五章）。在第 
三与第四章中研究线性空间以及其中的线性泛函与线性算子。从这两章可以直接 
转到第十章（非线性微分算子与非线性泛函）。在第七章中研究可和函数线性空间。 
就实质上说，我们仅在第六章与第八章中把注意力集中在实变函数上。尽管本书把 
函数论与泛函分析的一般概念的研究放在首位，但读者可以观察到在几乎所有各 
章，我们都注意将上述概念与古典问题联系起来。在本版中增加了第六章（微分 
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论），第八章（三角级数及傅里叶积分）与第九章（线性积分方程），使得现在这本书 
(除变分法以外）包括了莫斯科大学中所用的“分析皿”教程的整个教学大纲。本书 
没有加入变分法这一部分内容，仅限于在第十章中叙述了非线性泛函分析的最重要 


概念 


如同旧版一样，在新版中，测度的一般理论占有相当的地位。近来不利用测度 

论工具而根据丹尼尔 （ Daniell ) 概型出现了相当多积分理论的叙述。但是，我们■^为 

测度理论很重要，并且测度论本身不依赖于积分概念的引入，因而值得加到大荸教 
程中去。 


新增加的各章明显扩充了本书的内容。旧的各章也作了本质的修改并在其中 
加入新的节段（例如，序型与超限数，拓扑空间，广义函数等等）。 

然而，在修改本书并增加新的篇幅时，我们努力保持了第一版中看来是比较成 

熟的初等叙述风格。我们期望本书与其他教程，特别是与 r E . 希洛夫的书“数学分 

析专门教程”一样，在大学教学中得到其应有的地位。在希洛夫的教程中更强调问 

题的解析方面，而对度量空间与拓扑空间、测度等内容的兴趣不大，以较少的篇幅作 
为独立的内容来介绍。 


A . H •柯尔莫戈洛夫 

C . B . 佛明 
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在新版准备过程中，我们保留了本书总的计划并力求不增加内容。此外，本书 
全部内容都经过重新审阅与修订。在这个工作中 B . 希罗柯夫给予我们莫大的帮 

助。据我们的意见，在第一章与第四章中作出一些简单的变动和修改，从比较简单 

的概念过渡到比较复杂的概念（例如，从巴拿赫空间过渡到第四章中更一般的空 
间）。测度论（第五章）的叙述作了十分重要的修改。 

近年来，“分析 m ” 教程往往包含巴拿赫代数论与谱分析初步。因此，我们把 
M . 季霍米洛夫所写有关上述两个问题作为附录是适宜的。 


B 


A . H •柯尔莫戈洛夫 

C . B . 佛明 


第4版序 


这一版问世以后 C . B •佛明已不在人间。但是，他还是赶上改进本书的所有主 
要工作，主要修改了第十章。在这一章中补了关于隐函数定理的一节并且修改了 

“极值问题”的一节。这些就使得有必要修改第四章（哈恩-巴拿赫定理及关于逆 
算子的巴拿赫定理的推论）。 
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本书全文经由 B.M. 亚历克赛也夫与 B. M. 季霍米洛夫审阅，在此我向他们表 

示衷心的感谢。 


A. H. 柯尔莫戈洛夫 
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这一版是在安德烈 • 尼可拉也维奇 • 柯尔莫戈洛夫逝世后出版的。他是在大 
学教育课程框架内设置函数论与泛函分析课程（简称“分析皿”）的倡议者。安德烈 

• 尼可拉也维奇详细订出教学大纲，并在莫斯科大学数学力学系首先讲授这个课程 
(1946—1947 学年），而后再次讲授时 （1952 —1953学年），就想写成教科书。为此 

目的， A . H •柯尔莫戈洛夫邀请谢尔盖 • 瓦西里也维奇 • 佛明（后者在物理系讲授类 
似的课程） 一 道编写，他对后者的学识、教学水平和人品有很高的评价。这样，一个 
创作优秀教科书的作者集体便形成了，在近35年的期间内，在许多大学中讲授“分 
析 ffl ” 时，都采用了这本书。 

本书第1版是分册出版的——分别在1954年和1960年由莫斯科大学出版社 
出版。我认为应当在这里提一下 T.fl. 文策尔和 O. C. 库拉庚娜在本书出版过程中 
(1954 年）所起的重大作用。他们写出了安德烈•尼可拉也维奇讲授课程的详细纲 
要，此后作者委托他们（那时他们还是大学生）担任此书的编校工作，他们以高度的 

责任心完成了任务。 

A.H. 柯尔莫戈洛夫的多方面的一般教育思想已反映在“分析 nr 的设想中。首 
先是关于抽象数学与应用数学的统一性问题 ，（正 如在第2版序言中所说的）关于 

“培养学生具备双重 视野： 一方面，注意集合论、度量空间与拓扑空间连续映射的一 
般理论、线性空间以及在其上的泛函与算子、一般‘测度空间’中的纯测度论与积分 
法等的发展的内部 逻辑； 另一方面，不忽略被这些更为抽象的数学领域所服务的古 

典分析学甚至应用分析学”的必要性问题。 

其次， A . H •柯尔莫戈洛夫总是宣传“综合”课程的必要性，宣传这样一种 理念: 
教育就如同一种螺旋运动，学习者可以越来越高的层次来观察整个轨迹。在本书中 
对在教学的开始阶段学生在课程中已接触到的古典分析（“分析 I ”）与代数、几何 
与微分方程（“分析 n ”） 的概念实行综合。“分析 nr 课程本身把原先在数学力学系 
开的课程中的实变函数论、泛函分析、积分方程、变分法等等材料统一起来。安德 
烈 • 尼可拉也维奇 认为： 大学教科书应当简明、易懂，并加入大量例子，这些例子可 
作为发展抽象理论的论据。本书就是这样写成的。 

最初本书非常简明（它符合 A. H. 柯尔莫戈洛夫最初的设想），但嗣后作者们决 

定大大扩充本书的内容，以使不同类型大学的教师可以从中选择更适合他们的材 
料。这个扩充基本上是由 C.B. 佛明在第2、3、4版完成的。那时，应作者的请求，我 
写了有关巴拿赫代数的《附录》。在这里还想提一下在出版过程中，本书的各位编辑 
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的巨大 帮助: n. 热洛本科 （I960 年 ） ，<&• B. 希洛科娃 （1972 年，第3版）和 M. 阿 
列克谢也娃 （1976 年，第4版）。 C.B. 佛明的辞世中断了他对本书的许多设想的实 
现（主要是有关第十章的改写）。第5版没有实质性的修改，在这一版中对文献目录 
作了某些修改。 

A . H •柯尔莫戈洛夫和 C . B . 佛明的书于1968，1972，1976和1981年在科学出版 

社 （ Hayica ) 再版。此书被译成多种外国文字，出了英文和日文两种版本，在德意志 

民主共和国、捷克斯洛伐克社会主义共和国及匈牙利人民共和国出版，还被译成法 
文和西班牙文,1988年在 Mnp 出版社出版了达里语的版本。 

深信在更长的时间内， A . H . 柯尔莫戈洛夫和 C . B . 佛明的书对未来新的一代代 
的数学家们仍将是需要的。 


M . 季霍米洛夫 


_ 
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第一章集论初步 


1. 集的概念.集上的运算 


1. 基本定义 在数学中碰到各种各样的集（或集合）.我们可以谈论多面体的 
面的集，直线上的点集，自然数集等等.集的概念是如此一般，以致很难给它下一个 
不归结为其同义语的定义，这些同义语无非是元素的总体，元素的全体等. 

集的概念在近代数学中所起的作用，不仅取决于集论本身在目前已经成为一门 
非常广阔而内容丰富的学科，并且主要还取决于在十九世纪末出现的集论对整个数 
学已经产生而且还在产生全面的影响.本书不准备较为完全地阐述这个理论，这里 
只引进基本符号以及后面要用到的集论的基本概念. 

我们用大写字母4 B ， • ••表示集，而它们的元素用小写字母 a ， b ，“ •来表示.我们 
把论断“元素 a 属于用符号 a E 4(或4 3 a ) 记之;记号 a ^ 4( 或4多 a ) 表示元 

素 a 不属于克如果组成4的一切元素都属于 B (并且不排除4 = B 的情形），这时我 

们就称 4 为集 S 的子集，并记作 4 CB . 例如，整数在一切实数的集中构成一个子集. 

有时我们预先并不知道某集(例如，给定方程的根的集)是否至少含有一个元素. 
因此，引进空集，即一个元素也不包含的集的概念是合理的.我们用符号0表示这个 
集.任何集都包含0作为它的子集.既异于某集本身又异于0的子集称为真子集 • 

2. 集上的运算 设4与为两个任意集.由至少属于集4与 B 中之一的一切 

元素组成的集称为4与 B 的和或并（图1 )• 

类似地可定义任意(有限或无限)个集的和.如果< 是任意一组集，那么它们的 

和 U 人就是由至少属于集< 中之一的元素的全体组成 的集. 
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由既属于4又属于 B 的一切元素组成的集 C = AHB 叫做集4与 B 的交（图 

2). 例如 ，一 切偶数集与一切被 3 整除的整数集的交是由一切被 6 整除的整数组成 
的. 属于每一 4的元素的全体门火叫做任意(有限或无限)个集4的交 • 


C=AHB 


C=AUB 


图2 


图1 


集的加法与乘法运算，按照集本身的定义是可交换且可结合的，即 

A \J B = B \J A , (A \J B ) \J C = A \J (B \J C ) , 

a n b = b nA , (A n B ) n c = a n (B n c ), 

此外，它们相互间还是可分 配的： * 


(A u B ) n c = (4 n c ) u (b n c ) ， 

U n s ) u c = (4 u c ) n (b u c ) ， 

f 

事实上，我们来验证，例如，上述等式中的第一个屯设元素％属于等式 （ 1 ) 左端 
的集，即％ e (4 ufi ) nc ， 这意味着％ e c ， 此外，％还至少属于集4或 s 两者之一. 

这时％至少属于集 xnc 或 fine 中的 一个， 即％属于等式 （ 1 ) 右端的集.反之，设 

% e (4 nc ) u ( finc )， 这时％ 或 iGBnc . 因而义 e c ， 此外，％属于4或 

S ， 即％ G 4 UB ， 这样 a ^( AuB ) nc . 等式 （1) 证毕. 类似地可验证等式 (2). 

下面我们定义集的减法运算.我们把不属于 B 的4中元素的全体 C=A\B 叫做 
集4与 s 的差（图3 ) •同时，一般说来，并不假定4 3 B . 有时也把4 \ S 写作4 

有时(例如，在测度论中）需要研究所谓两个集4与 B 的对称差，它是由差4 VB 
与的和来定义的 （ 图 4). 我们将以符号4 AB 记集4与 S 的对称差 C . 于是，按 
定义， 


( 1 ) 


( 2 ) 


AAB = ( A \ B ) U ( B \ A ) 


习题证明 AAB = (AUB)\(AOB). 

我们常常需要研究这样或那样的一组集，这组集是某一基本集 S 的子集.例如， 
数轴上的各种点集.在这种情况下，差 SV 4 叫做集4的余集，并记作 CL 4 或 4'. 

在集合论及其应用中，基于以下两个关系的所谓对偶原理起着极重要的 作用： 


①两个集的等式4 可理解为恒等式，即它表示集4的每一元素属于 fi ; 反之，集 B 的每一个元素属于 

A . 换句话说，等式4 = 等价于这样的两个包含式及 5 C 4 同时 成立. 
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C=AAB 


C=A\B 


图4 


图3 


(1) 和集的余集等于余集的交集 


s \ u ^ = n ( s\aj 


(3) 


(2) 交集的余集等于余集的和集 


(4) 


s \ n 4 = u ( s\aj 

ot ot 

对偶原理是从与某一固定集 s 的子集族有关的任一等式出发，用代换的方法， 
把所考察的一切集换成它的余集，和集换成交集，交集换成和集，这样就能够完全自 
动地得到另一个对偶的等式.作为一个例子，从第二章§ 2定理3利用这个原理就可 
以推出定理 3'. 

下面我们给出关系式 (3) 的证明. 

设％ es \ U 心，这意味着％不属于并集 U 即不属于炎中的任何一个 


集.于是，％属于余集3\乂中的每一个集，所以％ e n (SMJ •反之，设％ e 

a 

n ( s\aj ，即％属于每一个 sw a ， 这时％不属于 4 中的任何一个集，即不属于它 

••• 

•K 

a 

们的和 U 乂. 于是％ ^ s \\ JA a . 等式 (3) 证毕.关系式 (4) 也可类似地证明（请读 


者自行证明）. 

对于运算叫做“对称差”是不很合适的.这种运算与取和集的运算有许多类似之 
处.事实上 3 U 5 意味着我们把以下两个论断“元素属于及“元素属于用非排斥的“或”联 
结 起来; 而意味着把同样的两个论断用排斥的“或”联结 起来: “元素^属于4 △圮当 且仅当 
x 或仅属于七或仅属于我们可以把集叫做集4与5“按模2的和”（亦即取这两个集的 
并，但同时把两个集相同的元素除掉). 


2. 映射.分类 


1、集的映射.函数的一般概念 在分析学中，函数的概念可以用以下的方式引 
进.设 I 是数轴上的某一个集.如果对于每一个数％ e 尤，有一个确定的数 y =/0) 
与之对应，则说在集 X 上定义了一个函数/这时， Z 叫做给定函数的定义域，而 F 是 
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该函数取得一切值的总体，叫做函数的值域. 

如果考虑以任何一个不管具有什么属性的集来代替数集，那么我们就得到最一 
般的函数概念.设 M 与# 是两个任意集.如果对于每一个元素％ e M ， 有 N 中一个 

且仅仅一个元素： K 与之对应，则说在 M 上定义了 #中取值的函数/对于具有任意 
属性的集合(其实，正如数集的情形一样），我们常常用术语“映射”来代替术语“函 
数”，并且说 ，一 个集到另一个集内的映射.对于具有特殊属性的集 M 与 N 就产生特 
殊类型的函数，这些函数都有特殊的名称，如“向量函数”，“测度”，“泛函” ，“ 算子” 
等等.下面我们将要见到这些函数. 

为了表示从 M 到#内的函数(映射），我们常常使用记号 

如果 a 是 M 中的元素，那么 W 中对应于它的元素 b = f ( a ) 叫做 ( 在映射/下 ）a 
的象.我们把 M 中其象为给定元 b B N 的一切元素 a 的总和叫做元素6的原象(或 
确切地说全原象），并记作/ _1 (6). 

设4是 M 中某一个集，形如 / O ) u e 4) 的一切元素 j / u) : a e A 叫做4的 
象，并记作 /(4). 同样地，对于#中每一个集 s 可定义它的（全）原象即 
/ m ( b ) 是 M 中其象属于 B 的一切元素的总和.可能出现下面的 情况: s 中任一元素 

b 都没有非空的原象，于是原象/ _1 ( B ) 也是空集. 

这里，我们仅研究映射最一般的性质. 

下面引进某些 术语. 如果 /( M ) =#，则说/是集 A / 到上”的映射，这种映射 
亦称为满射.在一般情况下，即当 /( M ) C 7 V 时，则说/是 M 到 7 V “ 内”的映射. 

如果对于 M 中任意两个互异的元素 h 与，它们的象 h =/ U ) 与 y 2 =/ () 

也各异，则/称为单射.既是满射又是单射的映射就叫做双射，或者称 M 与 

. ^ 

W 之间的 一一 对应. 

现在我们建立映射的基本性质. 

定理 1两个集的和的原象等于它们的原象 的和： 

r l ( AuB ) = f ~ 1 ( A ) 

证明 设元素％属于集/ _1 ( A \ JB ). 这意味着 / (%) E 即/ (%) E 4 或 

于是，％至少属于集厂或 / _1 ( B ) 之一，即 x 
之，如果％ E 厂那么％至少属于集厂或厂中的一个，即 

/ O ) 至少属于集4或 S 中之 一. 因而/(%) E AUB . 于是％ Bf -\ AUB ). 

定理 2两个集的交的原象等于它们的原象 的交： 

证明 如果％ E / ~ l ( AnB ) ，那么 /( x ) E 4门5，艮口/(%)巳 4 且 / ( x ) E B •因 

此，文 E / -1 ( A ) 且％ E / _1 ( B ) ，即 ％ E / _1 ( A ) Of 1 ( B ). 

反之，如果 X 即 A ； 且％ [/“（ b )， 那么 

/( A ；) eia /(%) EB . 换句话说， /(%) E 4 nR 于是％ Bf - l ( ADB ). 
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定理 3两个集的和的象等于它们的象 的和： 

f ( AUB ) =/( A ) U /( S ). 

证明 如果: k e f(AuB) ，那么这意味着 y =/ u ) ，而％至少属于集 4 或 B 中 
之一.于是 y =/0) U/(B). 反之，如果 y E/(A) Uf(B) ，那么 y =/(%) ，而％ 

至少属于集 4 或 S 中之一，即％ E AUB. 从而， y =/(%) E/(4UB). 

定理1、定理2与定理3对任意（有限或无限）个集的和与交仍然成立，对于下 

面的定理也是如此. 

注意，两个集的交的象一般说来并不与它们的象的交重合•例如，假定所考虑的 
映射为平面在％轴上的射影.这时线段 


0 ^ % ^ 1 , y = 0 


与线段 


0 ^ % ^ 1 , 


J - 


不相交，但同时它们的象却重合在一起. 

习题 证明： 余集的原象等于原象的余集.对于余集的象，类似的命题是否也成立？ 

2. 分类.等价关系 在各种不同的问题中会碰到某些集被分成两两不相交的 
子集.例如，平面(看作点集)可以被分成平行于％轴的直线，三维空间可以被表为具 
有不同半径(从半径/ *=0 开始）的同心球面之并，某城市的居民可以按他们出生的 

年份来分组， 等等 • 

每当我们以某种方法把某集 M 表为两两不相交子集之和时，则说对集似作了 


分类 


通常我们看到的分类都是与某一准则为依据而作出的，按照这个准则把集 M 
的元素归并到各个 类中. 例如，平面上一切三角形的集可以分成互相全等的三角形 
类或面积相等的三角形类 P 的一切函数可以这样分类 :把在 给定点处取得同一值 
的函数归入同一类，等等. 

对集的元素进行分类的准则可以是多种多样的，但这一切准则并不是可以完全 
任意的.例如，假定我们要对一切实数进行如下的分类•.当且仅当6 > a 时，我们便把 
数6与数 a 都列入同一类.显然，用这种方法不可能得到实数的任何 分类. 因为如果 
b > a ，即如果把6列入 a 所在的同一类中，那么 ， a <6,即数 a 不能属于6所在的同一^ 

类中.此外，因为 a 不比 a 本身大，那么 a 就不应当列入本身所在的同一类中！再看 
另一个例子，我们试一试对平面上的点如此分类，即当且仅当两点之间的距离小于1 
时就把这两点归为 一类. 显然，这种分类也 不行. 因为如果从 a 到 fc 的距离小于1且 
从6到 c 的距离小于1，那么这并不完全意味着从 a 到 c 的距离就小于 1. 由此可见， 
我们把 a 与6列为同一类，把6与 c 列为同 一类， 这样在同一类中可能出现这样的两 

点，它们之间的距离大于 1. 

上面援引的例子说明，仅当某一准则具备一定的条件下，它才可以确实对某集 
的元素进行分类. 
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设 M 是某一个集，假定该集元素的一些偶 ( a ， 6) 是有“标志的 ” 0 .如果 （ a ，6 ) 是 

“标志的”的偶，那么我们就说兀素 a 按关系 p 与元素&联系起来，并用符号 a 〜6记 

> 

这个 关系. 例如，如果所指的关系是对三角形按等面积进行分类，那么 a = 6 i 味着 

“三角形 a 与三角形6具有相等的面积”.如果给定关系^具有下列性质 f 

(1) 自反性 ：对任 何元素 a e ilf ， 均有 a 〜 a ， 

( 2 ) 对称性：如果 a 〜6，则6 ~ a , 

( 3 ) 传递性：如果 a 〜6且6 ~ c ，则 

那么关系 p 称为等价关系^ " 

上述性质是使得关系 W 准则！）可以对集 M 进行分类的充要条件.实际上，对 
给定集的任一分类，它就确定了该集元素之间的某一等价关系.事实上，如果 a 〜 b 


a ~ c y 


意味着 “ a 与6同属于一个类中”，那么不难验证关系 p 是自反、称以及传递的. 

反之，设 P 是集 M 元素之间的某一等价关系，心是由 M 中元素％组成的类，这 
个元素％等价于给定的元素 a ，即 a ; 


根据自反性性质，元素 a 本身属于下面 

我们来证明，类与尺 6 或者重合，或者不相交.设某一元素 c 同时属于 A ： a 与&，即 
c 〜 a 且 c 〜 6. 这时根据对称性 a 〜 c ， 再根据传递性 


- a. 


(i) 


现设％为中的任一元素，即％〜 a ，那么由 （ 1 ) 及传递性性质可得^ ~ 6，即 


x ^ K b 


同样可证，任一元素 y G &属于这样一来，至少有一公共元素的两 个类& 
与&互相 重合. 于是，我们得到集 M 按给定的等价关系的分类. 

集的分类概念与上段所说的映射概念有着密切联系. 

设/是集4到集 B 内的 映射. 我们把4中在 S 有相同象的所有这样的元素组成 
一类. 显然，我们得到集4的某一分类.反之，我们考察任一集4及其某一分类.设 B 
是 4 的某一分类的那些类组成的 集合. 我们使每一个元素 a E A 与它所属的那一类 
(即 S 的元素)相对应，这样我们便得到集4到集 B 上的映射. 

例 1研究外平面到％轴上的射影轴上点的原象是铅垂线.这时，把平面分 
成平行线就相当于平面到％轴上的映射. 

例 2考察三维空间所有点的分类.我们把与坐标原点等距的点组成一类，这乃 
是某一半径的 球面. 显见，所有这些类的总和可以跟位于射线[0, 00) 上的一切点的 
集对应 起来. 于是，把三维空间分成同心球面就相当于这个空间到半直线上的映射. 

例 3把具有相同小数部分的一切实数组成一类，这个分类就相当于直线到单 
位圆上的映射. 


①这里的元素 a 与6是按确定的次序来取的， g 卩 （ a ，6 ) 与 （ 6， a ) —般说来是不同的两个偶. 
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等价概念是二元关系这个更为一般的概念的特殊情形.设 M 表示任 一集， 我们 
以 MxM 或 M 2 表示一切有序偶 ( a ，6) 的集合，其中， a ，6 e 如果在#中可以选 

出任一子集义，则说在 M 中给出了一个二元关系 p 确切地说，元素 a 在关系#下 
可以找到元素 6( 记作 acpb) 的充要条件为偶 （ a ,6) 属于义.恒等关系 s 就可以作为 
二元关系的例子 ， SP ad 的充要条件为 a =b. 换句话说，这是在 MxM 中由对角线 A 
给出的关系，即由形如这样的偶 ( a ， a ) 给出的子集.显然，满足下述条件的某集 M 的 
任一等价关系 p 都是二元 关系： 

1) 对角线 A 属于心（自反性） 

2) 如果那么 （6， a)e \(对称 性）； 

3) 如果 e \与 （6， c ) e 义，那么 （ a ， c)e \(传递性). 

于是，等价关系就是满足自反、对称与传递条件的二元关系.在§4中我们还要 
研究二元关系的另一重要特殊情形——偏序性. 


， 


3. 集的对等性.集的势的概念 


1. 有限集与无限集 在考察各种集的时候，我们发现，有时可能在给定集中， 
如果不能确实说出其中元素的个数，那么至少可以约略地指出它们的个数.例如，某 
一多边形一切顶点的集，不超过指定数的一切素数的集，地球上一切水分子的集，等 
等.上述每一个集都包含有限个元素，虽然可能不知道其元素的数目.另一方面，存 
在由无限多个元素组成的集.例如 ，一 切自然数集，直线上的一切点的集，平面上一 
切圆的集，一切有理系数多项式的集，等等.这时，我们说一个集是无限的，指的是从 
这个集里可以取出一个元素，两个元素，等等，并且在这样的每一步之后，集里总还 

剩有兀素. 


对于两个有限集，我们可以根据它们元素个数是相同的，或是其中一个集比另 
个集的元素多来进行比较判断.试问，对于无限集是否也能用类似的方法进行比 
较呢？换句话说，下面所说的哪个集的元素多的问题是否有意义？例如，平面上的 
圆多还是直线上的有理点多，在区间 [ o ， i ] 上定义的函数多还是空间中的直线多， 


▲ 


等等 


现在看如何比较两个有 限集. 例如，我们可以数一数每一个集元素的个数.这 
样，我们就对这两个集进行了比较.但有时也可以这样比较，即在两集之间建立双 
射.也就是说，在两集元素之间建立——对应的关系.换句话说，这种对应使得一个 
集的任一元素有另一集的一个且仅有一个元素 对应; 反之亦然.显然，两有限集之间 
可以建立 一一 应的充要条件为这两集的元素的个数相等.例如，为了查对班上的 
大学生与教室里的椅子数两者是否一致，我们既可以不必去查点人数，也可以不必 
去数椅子数，只要让每一个学生坐在指定的椅子上就可以了.如果所有的学生都有 
座位而任何一个椅子也不空缺， g 卩如果这两集之间建立了双射，那么这就意味着两 
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集元素的个数是相等的. 

现在看到，第一种方法 ( 计算元素个数的方法）只适用于有限集的比较，那么第 
二种方法 ( 建立 一一 的方法)无限集也是适用的. 

2. 可数集 在无限集当中，最简单的是自然数集.如果任一集的元素可以与一 
切自然数建立双射，则这样的集叫做可数集.换句话说，可数集是这样的集，其元素 
可以编号而排成无限序列 

例1 整数集.一切整数与一切自然数之间可按下面排列建立 一一 X 寸应 


下面举一些可数集的例子 




• •鲁 

， • 




11-22 


0 


• • • 


2 3 4 5 •••• 

般说来，非负数〃 >0 与奇数2〃+ 1可建立 一一 对应; 而负数 n <0 与偶数2 | n | 可 

建立-对应，即 


1 


▲ 


2 n + I 当 n > 0时， 

2 | n I 当 n < 0 B 寸. 


例2 正偶数集 


显然是一一对 应的. 

例 3数2的幂集2,4,8,…，这里的 一一 X # 应也是很明显的，只要对每一 

数几与数 2 n 建立对 应. 

例4 考察一个较复杂的例子，即证明有理数集是可 数的. 每个有理数均可唯一 
地写成形如 a = p / q(q >0) 的既约分数，我们称和数| p | + g 为有理数 a 的高度•显 

然，给定高度为 n 的分数的个数是有限的.例如，高度为1的分数只有0/1，高度为2 
的分数是1/1及 - 1/1，高度为3的分数是2/1，1/2， - 2/1及 - 1/2， 等等. 我们将一 

切有理数按递增的高度进行编号，即首先写出高度为1的分数，然后写出高度为2 
的分数，等等.这时，对任一有理数都获得某一编号，即一切自然数与一切有理数之 
间建立了 一一 应关系 • 

我们把不是可数的无限集称为不可数集. 

下面证明可数集的某些一般性质. 

性质 1可数集的任一子集是有限的或可 数的. 

证明设4是可数集，而 B 是它的 子集. 现对集4的元素进行编号 : ^， a 2 ，…， 
a n ,-. 在这些元素中，假设 ％ \ ，…是 含于 B 的 元素. 如果在数〜 ，心 ，…中有最大 

的数，那么 B 是有限的.如果在数 化， n 2 , …中没有最大的数，那么 B 是可数的，因为 
它的元 素气， \，…可以用数1，2，"•进行 编号. 

性质2 任何有限个或可数个可数集的和仍是可数集. 

证明 设岑，…是可数集.我们可以认为，它们两两不 相交. 因为不然的话， 

我们考虑用皂，毛\义，心\(皂 LU 2 ) ，… （ 其中每一个集至多是可数的）来代替它们， 
而且这些集与集小，4,…具有相同的和.下面我们可以把集皂，4,…的一切元素写 
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成如下的无限表形式 


11 


12 


13 


14 


21 


22 


23 


31 


32 


33 


34 


41 


42 


43 


这里，集皂的元素位于第一行，集毛的元素位于第二行，等等.现在把所有这些元 
素“按对角线”编号，即取^为第一个元素，取《 12 为第二个元素，取 Sl 为第三个元 

素，等等，如下表箭号所指出那样的顺序 选取： 


12 


14 


11 


a 22 


21 


23 


24 


a 32 


34 


31 


33 


« 42 


41 


显然，这时每一集的每一元素都获得确定的编号，即一切自然数与一切集岑，义，… 

的一^切兀素之间建立了 一^ 一^对应 关系. 论断证毕. 

习题1证明有理系数的一切多项式的集是可数的. 

如果数^是某一有理系数多项式的根，则^叫做代数数. 证明: 一切代数数的集是可 


Wm 


习 


数的. 


习题3证 明:直 线上一切有理开区间（即有理端点的幵区间）的集是可数的 • 

证明: 平面上一切有理坐标的点的集是可数的. 

提示 利用性质 2. 

性质 3任一无限集都包含可数子集. 

证明设 M 是无限集.在 M 中任取一元素〜，由于 M 是无限的，所以可在 M 中 

找到异于七的元素七，然后又可在 M 中找到既异于七又异于 a 2 的元素 a , ， 等等. 
继续这一过程（因为财是无限的，这一过程不会由于元素的“不足”而中断），我们便 
得到集 M 的可数子集 


习 


，a n ，… 1 . 


命题证毕 


这个命题表明，在无限集当中，可数集是“最小的”.下面我们来讨论是否存在不 
可数的无限集. 

3. 集的对等性 从上面的讨论看到，将某些无限集与自然数列进行比较时，我 
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们就得到可数集的概念.显然，任一集不仅可以和自然数集作比较，而且任何两个集 

之间也可以通过建立—— XM ( 双射)进行比较.引入下列定义. 

定义如果集 M 与 N 的元素之间可以建立 一一 对应，则称 M 与 N 是对等的，记 


作 M -从 


对等的概念可以应用到不论是有限集或是无限集的任何集上.两个有限集相互 

对等的充要条件是它们的元素的个数相等.可数集的定义现在可以用下面的方式来 

叙述: 如果某集对等于自然数集，则这个集就称为可数的.显然，对等于第三个集的 

_ 

两个集是相互对 等的; 特别，任何两个可数集相互对等. 

例1任何两个闭区间 [ a ,6] 与 [ c ， d ] 上的点集相互对等.由图5显然可见，它 

们之间可以建立双射.也就是说，如果点/>与 g 是辅助线段 e / 上同一点 r 的射影，那 
么这两点就相互对应. 


例2扩充复平面上一切点的集对等于球面上的一切点的集.例如我们可以利 
用测地投影法建立双射 a ^-^ z ( 图 6). 

例3开区间(0，1)内一切数的集对等于直线上一切点的集.例如我们可以借 


助于函数 


arctg x + 


J = 


2 


建 立一一 对应. 

通过上面与第2段所举的例子使我们看到，有时无限集竟对等于它的真子集. 
例如，自然数竟像一切整数或甚至一切有理数那样“ 一样”多，开区间 （0 ，1 ) 上的点 
与全直线上的点“一样”多，等等.这是无限集的特征.事实上，在第2段中（性质3 ) 
我们已经证明，从任一无限集 M 都可选出可数子集，设4 ， a 2 ，…，，… } 就是 
这样的子集. 

下面我们把4分成两个可数子集 


( 与 ^2 = \ a 2 9 a 4 9 a 6 9 * mm \ 9 

并建立 4 与 4 之间的一^一^对应.然后可以将这个对应延拓到集4 U ( M \ A ) = Af 与 


^1 = 1 


a l ， a 3， tt 5 ， 


• ■辠 
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A , U ( M \ A ) = M \ A 2 之间的 一一 应，而这只要对中的每一个元素与该元素本 
身对应就可以: T 集似\毛与 M 不重合，即 M \ 毛是 M 的真子集.这样，我们得到下 
述命题： 


任一无限集对等于其某一真子集. 

这个性质可以作为无限集的定义. 

习题证明 ：如果 M 是任一无限集而4可数，那么 


M - M U A 


实数集的不可数性 在第2段中我们给出了可数集的例子，像这样的例子还 
可以继续举出.此外，在那里我们还证明了有限个或可数个可数集的和仍是可数集 • 

于是自然会提出这样的问题 •.是 否存在一般的不可数集？下面的定理对此作了 
肯定的 回答. 

定理 1含于0与1之间的实数集是不可数的. 

证明 假定给出位于闭区间[0，1]上实数 a 的(所有的或者只有一些）某一可 




数集 


= 0 


a 


a 


a in 


a 


l 


11 ^ 12^13 




= 0 


a 


a 


a 


a 


2 


21 认 22 认 23 


2/i 




= 0 


a 3l a 32 a 33 


W ， 


«3 






( 1 ) 


= 0 


a 


nl 


a 




这里化是数％第位小数的数字.下面我们按康托尔 （ Cantor ) 对角线程序构造 


小数 


)8 = 0 . 

也就是说，我们取与~不同的任意数字作为\，取与《 22 不同的任意数字作为 h ，等 
等，一般地，取与不同的任意数字作为这个十进位小数显然不可能与表 ( 1 ) 所 
包含的任一小数相等.事实上，小数 jS 至少与％的第一位的数字相异，也与 a 2 的第 
二位的数字不同，等等.一般说来，因为对所有的 n 都有6 〆 、，所以小数月异于包 
含在表 ( 1 ) 中的任一小数％.于是，位于闭区间 [ 0，1 ] 上的任一可数实数集都不能填 
满该区间. 

上面的证明包含不大的“错觉”.这就是说有某些数 （ 即形如 p /10 9 的数)可以用 
两种方式写成十进位小数的形式，亦即可以写成具有无限个0或无限个9的形式. 


例如， 


= 0. 500 0… = 0. 499 9 


2 10 

于是，两个十进位小数不一样还不能说这两个数相异 
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但是，如果构造小数 )8 注意使得它既不含0也不含9.例如，可以这样规 定：当 

4 

=1时，令\ = 2; 当、 #1时，令= 1. 那么定理的证明就完全可以避免上面所 
谈到的问题. 

习题证 明：具 有两种不同十进展开式的数构成可数集. 

于是,闭区间 [0,1] 给出了不可数集的例.下面我们再举出几个对等于闭区间 [0,1] 的集的 


nn 


例子 


例1任何闭区间 [ a ，6] 或开区间（〃，6)的一切点的集. 

例2直线上一切点的集. 

例3平面、空间、球面上一切点的集，位于球内的点的集，等等. 

例4平面上一切直线的集. 

例5 —切单变量或多变量连续函数的集. 

对于例1与例2,证明不难(参看第3段例1与例 3) ，其他各例直接证明就相当复杂. 

习题利用本段及第2段习题2的结果，证明超越数（即不是代数数的数）的存在. 

康托尔-伯恩斯坦 （ Cantor - Bernstein ) 定理 下述定理是集论中的一个基 




本定理 


定理 2( 康托尔-伯恩斯坦） 设 4 与 S 为两个任意集.如果存在集 4 到集 S 的 
子集 A 上——映射/及集 B 到集4的子集皂上的——映射&，那么4与 B 对等 • 

证明 不失一般性，可以认为4与 S 不相交.设％是 A 中的任一元素•令％ = %。， 

并用下面的方法定义元素序列设 元素& 已经确定.于是，当〃为偶数时，就取 
满足条件 g (\ + 1 ) 的 S 中元素作为％ „ + 1 (如果这样的元素存在的话）；而当 n 为 
奇数时，则取满足条件/(& +1 )=心的4中元素作为〜 + 1 (如果它存在的话).于是， 
有两种情况可能 出现： 

1° 对于某一个 〃， 满足上述条件的元素 \ +1 不存在.这样的数 /I 叫做元素^ 


的阶 


2°序列是无限的$.这时％称为无限阶的元素. 

现在把4分成三类集：由偶数阶元素组成的集由奇数阶元素组成的集屯 
及由一切无限阶元素组成的集皂.对于集 S 也用类似的方法分成三类集.我们看到， 

/映4到 圮 上以及映禹到上，而， 1 映 A 到 ^上. 于是与/在之上重合 
以及与 g -^ Ao 上重合的 一一 映射少 是全4到全 B 上的 一一 映射. 

集的势的概念 如果两有限集对等，那么它们元素的个数相同.如果任一集 
N 与集 M 相互对等，则说 M 与 N 具有同一的势.由此可见，势就是任何两个相互对 
等集共有的内在属性.对于有限集来说，势的概念与集的元素个数的习惯说法一致. 
自 然数集 （ 即任何可数集）的势用符号 X 。 （ 读作“阿列夫零”）来表示.如果某集对等 
于闭区间 [ 0 ， 1 ] 上所有实数集，则称该集具有连续统 的势. 这个势以符号 c ( 或符号 




这时不同 元素& 的个数也可能是有限的 :它们 可以“循环”形成仅包含有限个两两不同元素的无限序 


① 


列 
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N ) 记之 


在下面 §4 中，我们将要讨论关于在与 c 当中是否存在势这个极为深刻的 
问题.通常在分析学中讨论的无限集，或者是可数的，或者是具有连续统的势的集. 

对于有限集的势，即对于自然数除了有相等的概念外，还有“大于”和“小于”的 
概念.我们试图把后面两个概念推广到无限集中去. 

设4与 fi 是两个任意集，而 m (4) 与 m ( B ) 表示它们的势.于是，逻辑上可能有 

下述四种 情况： 

情况1 4对等于集 B 的某一子集，而 B 对等于集4的某一 子集； 

情况2 4包含与 B 对等的某一子集，而在 B 中没有与4对等的 子集； 

情况 3 B 包含与 4 等的某一子集，但在 4 中没有与 B 对等的 子集； 

情况 4 两集中的任一集都没有与另一集对等的子集. 

在第一种情形，根据康托尔-伯恩斯坦定理，集4与集 S 相互对等，即 m ( A ) = 
m ( B ). 在第二种情形自然认为 m (^4) > m ( B ) •而在第三种情形 m (4) < m ( B ) •最后 

第四种情形，我们应当认为集4与集 S 的势不能相互比较，但是这种情形事实上也 
是不可能的.这可从 §4 中所谈到的策梅洛 ( Zermelo ) 定理推出. 

于是，任何两个集4与 B 或者相互对等（这时 ， m 4 ) = m ( B )) ，或者满足两个 
关系中的一个: </ n ( B ) 或 m (^4) 

上面我们曾经指出，可数集是“最小的”无限集，而后又证明了存在具有更“高 
阶”无限性的无限集，也就是具有连续统的势的集.然而，是否存在超过连续统的势 
的无限势？更一般地说，是否存在某一“最大的”势？下述定理给出了正确的回答 • 

定理 3设 M 是某一集，而肌是以集 M 的一切可能的子集为元素组成 的集. 这 
时肌具有比原来集 M 更大的势. 

证明 不难看出，集肌的势 m 不可能小于原来集 M 的势 m . 事实上， M 中“一 
个元素”的子集构成肌中的子集，它与集 M 对等.剩下证明势 m 与 m 不 一致. 假设 
集 M 的元素…与集肌的任一元素…（即 M 中的任一子集)之间可以建立 

对应 关系： 




我们来证明，这个对应一定不能穷尽全肌 . 也就是说，我们作出集使得 
M 中任一元素不与 X 对应.设 X 是 M 中那些不属于与自己对应的子集的元素组成 
的集.详细地说，如果 a^AKa E 那么元素 a 不属于 X ，而如果 
心那么元素 a 属于 X . 显然 X 是 M 的子集，即它是肌的某一 元素. 现在我们证明 M 
中任一元素不能与其子集 Z 对应.假定这样的元素存在，我们看它是否属于 
X 7 设％ 但根据定义， Z 中任一元素都不属于它所对应的子集，因而元素％应当 

属于尤反之，假定％属于尤，我们却得到 X 不能属于 X ，因为 Z 只包含不属于与自己 
对应的子集的那些元素.于是，与子集 Z 对应的元素％应当同时既属于 X 又不属于 
X 由此可见，这样的元素一般不存在，即集 M 的元素与它的子集之间不能建立 一一 


A 且 a 隹 
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对应的关系.定理证毕. 

于是，对于任一势，我们确实可以造出一个较大的势的集，然后造出更大的势的 
集，等等.这样，所得到势的大小没有上界. 

注集肌的势记作 2' 其中 W 是集 M 的势（把 M 考虑作有限的情形，读者就 
不难理解这个记号的意义).这样，上面的定理就可以用不等式 m <2 m 来表示.特别 
当 w = X 。时，就有不等式 X 。 <2 Xo . 下面我们证明 2 X ° = N ，即证明自然数列的一切 
子集所成的集的势等于连续统的势. 

我们把自然数列的子集分成83与 ® 两类，其余集是无限的那些子集组成类93， 
其余集是有限的那些子集组成类 ®. 特别，自然数列本身属于类 ® ，因为它的余集是 
空集. 在类 © 中，子集的个数是可数的（请读者证明之).因此，它不影响集肌= 
83 U ® 的势. 

类83的子集与半闭区间[0，1)的实数 a 之间可建立^ 一一 对应.也就是说，子集 

A E 93可以和二进位展开式的 a ，0< a < l : 


及2 


2 2 

建立 一一 对应，这里^ = 1或0视 n 属于或不属于集4而定.详细证明请读者自行 

完成 • 


2 


习题 证明： 在某一集 M 上定义的一切数值函数（或在两个元素以上的集内取值的更一般 
函数）的总体具有比集 M 更大的势. 

提示 利用下述 事实: M 上的一切特征函数（只取0与1两个值的函数）的集对等于 M 的一 
切子集的集. 


4. 有序集•超限数 


本节我们讨论与有序集概念相关联的一系列概念.这里仅限于研究最基本的内 

容,更详细的讨论可在书末列出的文献里找到. 

1. 偏序集 设 M 是任一集而 p 是 M 中的某一个二元关系（由某集\ CM xM 

确定的).如果关系 p 满足下列 条件： 

1) 自反性 

2) 传递性：如果且，那么， 

3) 反对称性：如果呼6且，那么 a = b ， 

则称关系 P 是偏序的. 

我们通常用符号$表示偏序性.于是，记号 a < 6表示偶 U ，6 ) 属于对应的集 
这时，对于元素 a 我们说它不超过6或从属于在其中给出某一偏序的集叫做 

偏序集. 


acpa ， 


下面举一些偏序集的例子 



右皮隹 


例1如果当且仅当 a = b 时令那么任一集都可按通常的方式看作偏序 

的.换句话说，总可以把二元恒等关系 e 作为偏序性.当然，这个例子不会引起很大 
的兴趣. 


例 2设 M 是闭区间上一切连续函数的集.如果当且仅当对一切 
部， f ( t ) 时令显然，我们得到 M 的偏序性. 

例 3某一指定集的一 * 切子集的集合按下述包含关系是偏序的 : M 意味 

着财 1 〔你 2 . 

例 4如果 表示 “ b 被 a 整除”，那么一切自然数集是偏序的. 

设 M 是任意偏序集.当 a < 6且 a # 6时，我们利用符号 < 并记作 a < 6，且说 a 

小于6或 a 严格从属于 6. 和记号 a^b 一样，我们利用等价记号6多 a 同时并说6不 

小于 a (大于 a ， 如果或 b 在 a 的后面.如果由 a ^ b 推出6 = a ，则 a 称为极大 

元.如果由推出 

对于偏序集的任意两点 a , 6,可以找到它们后面的点 c ( a ^ c 9 b ^ c ) ，此集就称为有向的. 

2. 保序映射 设 M 与 M 是两偏序集，/是 M 到 W 内的映射.如果 E 
M ) 推出 /( a ) 分⑷（在中），则称映射/是保序的.如果映射/是双射，而关系 
/ U )</(&) 当且仅当时才成立，则/称为偏序集 M 与，的同构 映射. 这时，集 
M 与本身叫做相互同构的. 

例如，设 M 是按“整除” （ 参看第1段例4 ) 给出偏序的自然数集，而也是自然 
数集，但它按自然方式赋序，即当 b - a 是正数时，6这时，对于每一个数 n 与它 
本身对应的 M 到上的映射是保序的(但不是同构). 

偏序集之间的同构关系显然是等价关系（它满足对称性、传递性和自反性).因 
此，如果存在任意一组 ® 偏序集，那么所有这些集可以分成相互同构的类.显然，如果 
我们关心的不是集元素的本性而是集的偏序性，那么两个相互同构的偏序集可以简 
单地看作一^样的. 

3. 序型.有序集 对于相互同构的偏序集，则说它们具有同一的序型•于是，序 
型就是任何两个相互同构偏序集的公共内在属性，如同势是相互对等集的公共内在 
属性一样(所研究的对等集不依赖于它们的序关系）. 

设 a 与 b 是偏序集的元素，可能出现，关系 a < b 与 b $ a 中任何一个都不成立. 
在这种情况下，元素 a 与6叫做不可比较的.由此可见，序关系仅对一些元素偶有定 
义，因此才把它叫做偏序性.如果在偏序集 M 中没有不可比较的元素，那么集 M 叫 
做有序的 （ 线性有序的，全有序的).于是，如果 M 是偏序集，且对于任何两个不同的 
元素 a ，6 E M ， 一定有 a <6 或那么集 M 是有序的. 

显然，有序集的任一子集仍是有序集. 


，则 a 称为极小元 


C = 


①我们不用像“所有偏序集”那样的概念，因为这种概念与“所有集的集”的概念类似.实际上，这种内在 
矛盾的概念是不能属于精确数学概念之中的. 
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在第1段的例1至例4中所指的集仅是偏 序集. 自然数集，有理数集，闭区间 
[0，1]上的实数集等（在这些集中，它们都具有“大于”和“小于”的自然关系）都可 
以作为线性有序集最简单的例子. 

因为有序性是偏序性的特殊情形，所以可把保序的映射概念，特别是同构的概 
念，应用到有序集中去.因此可以谈论有序集的序型 • 集的元素之间具有自然序关系 
的自然数列1，2,3,…乃是无限有序集最简单 的例. 它的序型通常用符号 记之. 

如果两个偏序集相互同构，那么它们当然具有同一的势（同构必是双射），因此 
可以谈论与已知序型相当的势(例如序型 w 相当势〜）•但反之不真，因为已知势的 
集一般说来可以用各种不同的方式 赋序. 只有有限的线性有序集的序型才可以用它 
的元素的个数 n 来唯一确定，其中集的元素也用同一记号打 记之. 例如，对于可数的 
自然数集，除了它的“自然”序型 w 外，这样的序型： 

1，3,5,…，2,4,6，". 

是可能的，即任一偶数都在任何奇数之后，而奇数与偶数彼此之间都按递增顺序排 
列. 可以证明，与势相当的各种序型的个数是无限的甚至是不可数的 • 

4. 有序集的有序和 设 M 与 M 2 是序型为仏与0 2 的两个不相交的有序集.在 

集岣与鸲的并中可以引进序，其中认为牝的两个元素如同在軋中一 
样有序，鳩的元素如同在财 2 中一样有序，并且％的任一元素 前于焉 的任一元素 

(请验证，这的确是一线性有序集!） . 我们把这样的有序集称为集与焉的有序 
和，并记作軋 + m 2 . 特别注意，这里加项的次序是重要的，一般说来，和 M + M 2 与 
和鸩 + M X 不 同构. 我们把和％ + M 2 的序型称为序型仏与0 2 的有序和，并记作^ 


+ 0 2 


这个定义不难推广到任意有限个加项仏 U 

例 考察序型仞与队容易看出， 


事实上，如果在自然数列1，2，3，…， 

Av ••的左边添加上有限项，那么我们便得到同一 序型队 同时序型+打就是集1，2, 
3,…， A ：， …，，《 2 , …，〜 的序型，它显然不 等于从 

5. 良序集 

窄但更为重要的完全有序性概念. 

定义如果有序集的任一非空子集都含有最小的（即前于该子集所有元素的) 
元素，则称它为良序集. 

如果有序集是有限的，那么它显然就是良 序集. 闭区间[0，1]可以看作有序集， 
但不是良序集的例子.这个集本身包含有最小元素.，即数0，但它的由正数组成的子 

集不包含有最小元素. 

显然，良序集的任何(非空）子集仍是良序集. 

我们称良序集的序型为序数（当强调讨论的是无限集时，我们就称之为超限序 
数或简称超限数). 

自然数列 （ 具有自然序关系）不仅是有序集，而且也是良 序集. 这样，它的序型⑴ 




上面我们引进了偏序性与有序性概念，这里再引进较为狭 
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是序数(超限的！） .0>+ A : 即集型 


1，2,…，几， 




也是序数. 

相反，集 


( 1 ) 


…，一 n ， …，_3，一2，— 1 

是有序的，但它不是良序的.这里，每一个非空子集皆有最大的元素 （ 在所有元素最 
后的元素），但一般说来它没有最小元素（例如，在整个集 （1) 中就没有最小元素） • 
集 （ 1 ) 的序型 （ 不是序数!）通常用 o / 记之. 

我们来证明下面简单而重要的事实. 

引理1 有限个良序集的有序和仍是良序集. 

事实上，设 M 是良序集的有序和牝 + M 2 十… + 的任一子集，我们考察集 
中包含 M 的元素的第一个集. 交 MflM k 为良序集的子集，这表示交有首 元素. 这 
个元素也是整个 M 的首元素. 

推论 序数的有序和仍是序数. 

于是，我们可以根据某一组序数构造出新的序数.例如，根据自然数（即有限的 
序数)与序数0>，可得到序数 


等等.读者不难构造出相当于这些超限数的良序集. 

和序型的有序和一样，我们可以引进有序积.设軋与 M 2 是按型 A 与^赋序 的集. 我们按 
m 2 的每一元素来取集 Mi 的许多样品，并把这些样品代入集似 2 的元素中.这样得到的集称为軋 

V 

与 M 2 的有序积，并用符号恥 * M 2 记之 • M 2 形式上是由偶 （ a ,6) 构成的集，其中 a E 

b E M 2 , 同时当 ~ 时 ,& ) < (a 2 ,b 2 ) (对于任意的 ％ ， a 2 ) ，且当 〜< a 2 时 (％，6) <(a 2 ,b). 

M p . 有序集的％ • M 2 的序型 0 称为 


类似地可定义任意有限个因子的有序积 _ M 2 

♦ 

_ 

序型 的与馬 的积： 


0 = $i 


有序积也和有序和一样是不可交换的. 

引理 2两个良序集的有序积仍是良序集. 

证明设 M 是积軋 • M 2 的某一子集，集 M 是由偶 （ a ,6) 组成的集•考察属于 M 中偶的一切 
第二个元素6,它们构成财 2 中某一子集.由于 M 2 的完全有序性，这个子集有首元素，记它为6。•再 
考察属于 M 中形如 （ aA ) 的一切偶，它们的第一个元素 a 构成构中的某一 子集. 由于軋的完全 
有序性，这个子集有首元素，记它为 a 。. 这时，不难看出，偶（《。，纟。）就是似的首兀素- 

推论序数的有序积仍是序数. 

例不难看出， 

难作出有序集.所有这些集都具有可数势 • 

我们也可以定义序型的其他运算，例如，在上述序数中引进乘幂，比如说，/等等 • 

序数的比较 如果^与 是两个有限序数，那么它们或者相等，或者其中 

一 个比另一个大.我们把这种序关系推广到超限 序数. 为此引进以下 概念. 线性有序 


〆 ，…也不 


3. 根据序型 


2 , 


參 
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集 M 的任一元素 a 定义一始截段 P (由< a 的元素组成)及一剩余 (?（ 由的元素 


组成) 


设 a 与 )8 是两个序数，而 M 与 7 V 分别为序型 a 与 p 的集.如果 M 与 W 同构，则 
说 a =)8 ;如果集 M 与集#的任一始截段同构，则说 a </3; 反过来，如果集#与集 M 
的任一始截段同构，则说 a >尽 

定理1 任何两个序数 a 与/3 相互之间的 关系： 


= ^8 ，a < )8 或 o : > P 


有且仅有一个成立 • 

为证明此定理，我们首先证明下述引理. 

引理 3如果/是良序集>1到它的某一子集 B 上的同构映射，那么对于一切 

a E 4有 

事实上，如果存在这样一些元素 a 使得 /( a ) < a ，那么在这些元素中间必 
有首元素 (4 的完全有序性 !）. 设这个首元素为化，并设 b 0 =/( a 0 ). 于是~ < a 。. 又 
因为/是同构映射，所以/(6。）</(%) = V 即％不是具有上述性质的元素中的首 


元素 


从这个引理还立即推出，良序集不能与自己的截段同构.如果4同构于元素 a 
所确定的截段，那么关系/ ( a ) < a 成立 • 因此关系 a =)8 与 a <月不能同时成立.类 
似地 ， a =0与 a >0不能同时成立.关系 a <)8 与 a >)8 也不能同时成立，因为不然的 
话，我们就得到 a < a (根据传递性!），这是不可 能的. 于是，我们证明了关系^餐冷的 
一 个成立排斥其他两个关系.现在证明这些关系之一恒成立，即任何两个序数总可 


比较 


首先对任一序数 a 构造集 W ( a ) ，把它作为 a 的“标准代表”.这也就是说把一 

切小于 a 的序数组成的集作为 W { a ). 取0)中的一切数是可以相互比较的，而集 
『( a ) 本身 ( 按序数大小顺序)具有序型 a . 事实上，如果集 

A = | …， a ，•••，&，•••} 

具有序型 a , 则根据定义，小于 a 的序数与集4的始截段成 一一 对应，因而也与集4 
的元素成 一一 对应.换句话说，序型为 a 的集，其元素可借助于小于 a 的序数进行 

编号： 


A = Uo’a! ，…， 


现设 Q ： 与0是两个序数，这时4 =疋(0：)与 fi =疋(月)分别是序型 a 与 (3 的集.其 

次，设 C =>4 nS 是集4与 B 的交，即同时小于^与)8的序数的全体.集 C 是良序的， 
记它的序型为 y . 我们来证明 y ^ a . 事实上，如果 C = 4，那么 y = a ;如果4，那么 
C 是集 A 的截段，这时 


r 


这是因为对于一切 f E C ， r ; 的数 f 与7；是可比较的，多77.但关系 

a 是不可能成立的，否则这时 7] B C . 因此 ， f < 77. 由此可见， C 是集4的截段，从而 




有序集.趄限数 


19 


7 < a . 此外， y 是集 MC 的首元素.所以 


类似地也有 


7 


同时，情况是不可能成 立的. 否则这时我们有 7 E4\C， y E B \ C ， 
即一方面 7 洚 C ， 另一方面 7 BAHB = C . 因而，只可能有下列 情况： 


， y = P， 




y 


， y < P， 


y = 


,r = P，a > e, 


r 


即 a 与 )8 是可比较的，定理证毕. 

每一个序数相当一个确定的势，而从序数的可比较性显然可推出相应的势的可 

比较性.所 以： 

如果4与 B 是两个良序集，那么它们或者相互对等(等势），或者其中一个比另 
一 个势大（即良序集不可能有不可比较的势). 

我们研究相当于有限或可数势的一切序数的集，它们构成良序集.不难验证，这 
个集甚至是不可数的.事实上，按照通行符号的意义，我们记一切可数超限数的集的 
序型为叫.如果与它相当的势是可数的，那么具有叫+1序型的集也是可数的.同时 
数叫显然应当在相当于有限或可数势的所有超限数后面. 

我们把与超限序数叫相当的势记作 X i ，不难看出，没有任一势 w 能满足下列 


不等式 


< Kj. 

事实上，如果这样的势 wi 存在，那么在叫前面的一^切超限序数的集 1^(6^) 中，存在 
势 m 的 子集. 这个子集是良序的且是不可数的.但这时它的序型 a 在叫之前且同时 
应在所有可数超限数之后，这与的定义矛盾. 

7. 选择公理•策梅洛定理及与其等价的其他命题 良序集的势的可比较性提 
示了如下问题 :任何 一个集能否以某种方式形成一个良序集？其中一个肯定的回答 
就是不可比较势一般不存在.策梅洛证明了任一集都可以良序化以后回答了这个问 

题. 这个定理的证明（这里我们不准备重复它，请读者参见 [2]) 主要依据下述的所 
谓选择 公理. 


设4是某一指标 a 的集，并设对于每一 a ， 给出了某任意集 M a . 这时，选择公理 
断言，可以作出4上的函数使对于每个 a E A 有相应的集的某一元素 m a 与 
之对应.换句话说，也就是可以从每一 中，按照一个且只取一个元素得到某一 


个集 


我们讨论这种形式的集论，它来自于康托尔与策梅洛，就是“朴素”的集论.在朴素集论范围 
内 出现的选择公理也叫做策梅洛公理，它与其他问题一起，如连续统假设，即关于连续统的势与 
第一个不可数的势 K 一 致的问题一起，引起众说纷纭.从而导致数理逻辑与数学基础方面的一 
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系列著作，如哥德尔-伯奈斯 ( Giidel - Bemays ) 和策梅洛-弗兰克尔 （ Zermelo - Frankel ) 构造了集论 

的公理化系统.在这一理论范围内建立了选择公理的无矛盾性与独 立性. 我们介绍读者参阅以下 

专 著:弗 兰克尔 （ Frankel) 与巴-希勒尔 （ Bar-HiM) 著的《集论基础》， « Mh P », 1966；柯恩 （ Cohen) 

著的《集论与连续统假设》， 《 M 即》 ,1969. 注意，否认选择公理实质就妨碍集论的构造 • 

朴素集论的批判以及回避不用选择公理的尝试导致了如递归函数理论这样的 

著名理论的建立，以及如计数概念这样的概念的建立. 

下面我们阐述与选择公理等价的某些命题（即如果接受选择公理，那么可以证 
明每一等价命题 成立; 反之，假定这些命题的任何一个的正确性，便可证明选择公理 
成立）.首先显然看到，策梅洛定理本身就是这样的命题.事实上，如果假定任一集 
M a 是良序的，那么，为了构造选择公理断定其存在的函数〜只要在任一 ^中选取 

首元素即可. 

为了阐述与选择公理等价的其他命题，我们引进下述 概念. 设 M 是偏序集 M 是 
它的任一子集.如果4中任何两个元素彼此可比较(在 M 中引进偏序的意义下），则 
A 叫做链.如果一个链不作为真子集包含在属于 M 的其他链中，则称此链为极大的. 
其次，如果对于偏序集 M 的子集 AT cm 的任何元素 V 都从属于 a e M ， 则称元素 a 

为 W 的上界. 

豪斯多夫 ( Hausdorff ) 定理 偏序集中的任何一个链必包含在它的某一极大 


链中 


下述命题也许是选择公理的所有等价叙述中最方便的 • 

佐恩 ( Zorn ) 引理 如果偏序集 M 中任一链都有上界，那么 M 中任一元素从属 

于某一极 大元. 

这些命题(选择公理、策梅洛定理、豪斯多夫定理、佐恩引理）等价性的证明，例 
如可参阅库洛什 ( Kypom ) 的《一般代数学讲义》，数学物理出版社， 1962; 还可参阅 
[8]. 在此我们就不重复了. 

如果子集4的上界集有最小的元则4称为子集4的上 确界; 类似地可定义下 确界. 如果偏 
序集的任何非空有限子集都具有上确界与下确界，则称该集为格或结构. 

8. 超限归纳法 证明某些命题的一种广泛普遍的方法是数学归 纳法. 众所周 
知，它由以下的内容组成.设存在对于任一自然数 n 作出的某一命题 P ( n ) ，并设 


已知 


1) 命题 P ( l ) 正确； 

2) 由对于一切正确，推出 P(n + 1) 也 正确. 

这时命题 PO ) 对于一切 m = 1，2, …都 正确. 事实上，如果不然的话，在那些使 

得/ >0) 不真的 n 中可以找到最小数，比 如说化 .显然％ >1，即力 -1 也是自然数 • 

从而，我们得到与条件 2) 相矛盾的结果. 

类似的方法可应用于代替自然数列的任何良序集.在这种情况下，称它为超限 
归纳法.这样，超限归纳法包含以下内容.设给定某一良序集4 ( 如果需要的话，可以 


把它看作小于某一给定超限数的所有超限数的集），并设对于每一个 a e 4作出的 

某命题 p ( a ) ，使得 P ( a ) 对于4的首元素为真，而且如果尸 ( a ) 对于 a 前面的一切元 

素都真，推出对于 a 也真. 于是 P ( a ) 对一切 a E 4 都真. 事实上，如果存在4中的元 
素，使得 P ( a ) 不真，那么在这些元素的集中可以找到首元素，比如说 a * ，从而我们 

得到矛盾，因为对于一切 

因为根据策梅洛定理，任一集都可良序化，所以超限归纳法原则上可以应用于 

任何集.但用佐恩引理代替超限归纳法实际往往是方便的，因在所考虑的集中，它只 

要求偏序性的 存在. 而在要求应用佐恩引理的问题中，被研究的对象的某一偏序性 

“本身”通常就以自然的方式 出现. 


命题 P ( a ) 为真 




① 


5. 集族 


集环 其元素本身是某些集的任何集称为 集族. 如果没有相反的说明，我们 
将研究这样的集族，即它的任一元素是某固 定集尤 的子集 • 我们将用大写哥特字母 
表示集族•对我们来说，主要感兴趣的是（关于§ 1中所引进的运算）满足某些确定 

封闭性条件的集族. 

定义1设沉为非空 集族. 如果它具有这样的性 质：由 与 Be 況推出 

A ABE ? H^ADB E 汧，则汧称 为环. 

因为对于任何 ^ 与 S 均有 

• , 

A U B n B ) 及 A\B = AA(A n B ), 

所以由 4 e 汧与 S e 91 可推出集与也属于况这样，集环关于取和与 

交，减法与对称差的运算是封闭的 集族. 显然，环关于形如 

n n 

C = U 4 ， D = D A k 

k = \ A: = l 




的任何有限和与交的构造也是封闭的. 

任何环都包含空集0，因为 a m = 0恒 成立. 仅由空集组成的族乃是所有可能 
的最小集环. 

设® 为集族 • 如果£ e @且对于任意4 e @，等式 

■ 

A C\ E = A 


成立，则£叫做@的单位. 

于是， 集族® 的单位是这个族的包含了 © 中的一切其他集的最大集 • 

具有单位的集环称为集代数. 

对于任何集4，它的一切子集所成的族肌 (4) 乃是具有单位 E = A 的集代 


例 


在第五章中，当叙述一般测度理论时，我们需要本节中所讨论的概念.因此本节的内容可以推后学习. 
当读者决定限于研究平面测度(第五章§ 1) 的测度理论时，这一节的内容可以完全不学 • 


① 
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例2 对于任何非空集 4 ，由 4 与空集 0 组成的族 {0, A } 构成具有单位 E=A 
的集代数. 

例 3任意集4的一切有限子集的族乃是集环，这个环是集代数当且仅当集4 
本身是有限集. 

例 4数轴上一切有界子集的族是不包含单位的集环 • 

从集环的定义直接推得 

定理 1任何集环的交汧= n 仍是环 • 

a 

我们建立下面简单但对今后重要的事实. 

定理2 对于任何非空集族@存在一个且仅有一个环況 （ @ ) ，它包含®且属 
于包含@的任何环兌中. 

证明 不难看出，环汧（@)由族©唯一 确定. 为了证明它的存在性，我们考察 
属于©的一切集4的并 x = u ^，以及集 x 的一切子集组成的环肌( X ) •设乏是 

属于肌 u ) 且又包含©的一切集环的总体•显然，所有这些环的交93 = ( J 汧就是 

diGX 

所要求的环汧（@). 

事实上，对于任何 包含© 的环 9 T ，交汧 = 9 T n 肌( X )是茗中的环，从而 @c 

，即汾确实满足极小性的 要求. 这个环叫做 S 上的极小环或 © 生成环，并 

记作汧 ( S ). 

2. 集半环 在许多问题中，例如，在测度论中，除了环的概念起着重要的作用 
以外，还有更一般的集半环的概念. 

定义2 如果集族@包含空集0，它关于交是封闭的，并且具有下述性质 :由© 


中的4与4 就能得到形如4 4的4的表达式，其中 A 是©中两两不相 

k 二 \ 

交的集，而首项是给定的集则称©为半环. 

任一组两两不相交的集岑3 2 ,…，七的并是已知集我们就把这个并叫做集 
4的有限分解式. 

任一集环汧都是半环，因为如果4与岑 C 4 属于沉，则成立分解式 

^4 = A l U A 2 , 


其中皂 =AUj E 91. 

数轴上所有开区间 （ a ，6)， 闭区间 [ a , 6]，半开区间 [ a ，6) 及 （ a ,6] 的全体 ( D 都可 
以作为集半环但不是集环的 例子. 平面上一切“半开”矩形 a < x 彡 b ， c < y 彡 d 的全体 
或空间中一切“半开”平行六面体的全体也可以作为另一个例. 


①同时，开区间中当然也包括“空的”开区间，而在闭区间中则包括由一个点 [ a , a ] 组成的闭区间. 
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我们建立集半环以下的性质. 

引理1 设集岑，4，…，疋，4属于半环 © ，其中集次两两不相交并且皆属于 A 
这时可以把集 < + 1 ，…，次 e ©添 加到一组集次 （i = l ，2, …, ai ) 上，使得集4的有限 

分解式为 


A = U A k ( s ^ n ) 


证明 用归纳法证明.当 M = 1 时，由半环的定义推知引理成立.假定对于 n 
命题成立，我们来考虑满足引理条件的 m + 1 个集皂 ，…， I 儿 + 1 .根据所做的假定 

A = A X {J A 2 {J 

其中所有集 U = 1 ， 2 ，…， /0皆属于@•令 B 
解式 = B gl UB 92 U … UB %， 这里所有•皆属于 ©. 不难看出 

p r q 

U U A m+1 U U ( U 

9 =1 \ j=2 ’ 

+ 1 时引理的断言得证，从而对所 有的〃 也成立. 


= m 


^JA m U B, UB 2 U … U B p9 


m m m 


根据半环的定义，有分 


= A 


?1 


A = A x U 


m m m 


于是，当 n 

引理 2 任一有限个属于半环©的一组集义，…，疋,均可在 @ 中找到有限个 
两两不相交的一组集坧，…， R ，使得每一也都可表为某些集的如下形式 的和： 


= m 


= u A 


sS 


证明 当 n = 1 时引理成立，因为只要令 t = = A X 即可.假设当 n - m 时引 
理成立，我们来 考察® 中某一组集4，… L，l + 1 •设 B l 9 B 29 …， B t 是满足引理关 
于4，毛，…，七条件的 © 中的集•令 


B 


A 


n b s 


sl 


J71 + 1 


根据引理1，分解式 


9 


U U U B；, B ； E © 


( 1 ) 


A 


m +1 


/ > = 1 


成立，而由半环本身的定义，分解式 

A = u u 




争參參 


成立.不难看出， 


fs 


A k = U U B sjy k H …， 


sSM^ j = 1 


从而集 


B si ，K 

两两不相交.于是，集 ^ ％满足引理关于的条件 • 

3. 半环生成的环 我们在第1段已经看到，对于任一集族@都存在包含 © 的 
唯一极 小环. 然而对任一族@，按照它实际地构造环況（@)却很 复杂. 而当@是半 
环这一重要的条件下，环 9 U @) 就变得很简单.它的构造由以下定理 给出. 
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定理 3如果 © 是半环，那么沉（©)与在集 4 e @上具有有限分解式 




的 集力所 成的族3—致. 

证明 我们来证明族 3 构成环.如果4与 b 是 3 中两个任意集，那么成立分 


解式 


A =\J ^ i9 B = }J B j9 A, E @,B ; E © 


因为 © 是半环，所以集 


Cjj — A i C\ Bj 


也属于 ©. 根据引理 1 成立分解式 


( 2 ) 


= UC ij UUD ik ; Bj =u C (j UUE jl9 

j k = 1 i l-\ 

其中 ©. 由等式 ( 2 ) 推出集与具有分解式 

AnB = \J C ij9 AAB = \J D^UU Eji ， 


A, 


从而它们也属于3,于是， 3 确实是环.在包含@的一切环当中，它的极小性是显 


然的 


4. cr 代数 在各种不同的问题中，特别在测度论中，不仅需要研究有限个集的 
和与有限个集的交，而且还要研究可数个集的和与可数个集的交.因此，除了土面引 
进集环的概念以外，再引进下述概念是适宜的. 

定义 3如果集环包含任一集序列4，4 2 ，…，，…同时一定包含和 


s = U 疋， 


贝！1这样的集环叫做 o ■环. 

定义 4如果集环包含任一集序列4 ,4 2 ，…，<，…同时一定包含交 

D = D A n^ 


则称这样的集环为5环. 

具有单位的 (7 环与具有单位的5环自然分别叫做 <7代数与 S 代数.然而，不难 

看出，这两个概念是一致的 :任一 ^代数同时是 S 代数，而任一 5代数同时也是 (7 代 
数.这可从对偶关系（参见§ 1 ) 

lu„ = A n (e\aj 9 


PI 疋 =E\U (E\A n ) 


推出 


某集 a 的所有子集的总体是^代数最简单的例子. 

如果有某一集族©，那么至少总存在一个包含该族的 (7 代数.拿实上，令 

X = \J A 


A6© 
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并研究集 z 的一切子集的族 33 .显然， 93 是包含 S 的 C 7 代数. 如果飪是包含 © 的 
任意的 o ■代数，而尤是它的单位，那么任一4 e © 都属于1；从而= LMci 如 


果尤= LM ，则称 a 代数 93( 关于族 S ) 为不可约的.换句话说，不可约的^代数是 

A 6 © 

不包含不属于任一4 e @的点的 (7 代数.自然在每一种情况下，我们只限于研究这 

种 O" 代数. 

与上面证明过的关于环的定理2类似，对于不可约 C 7 代数也有如下定理 • 

定理 4 对于任何非空集 族©， 存在 （ 关于这个族）不可约的 O" 代数 93 ( @ ) ， 它 

包含©且属于包含@的任何 a 代数中 • 

证明 证明方法完全和定理 2 —样 . cr 代数 93( ©) 称为族@上的极小 cr 代数. 

在分析中，起重要作用的是所谓博雷尔 （ Borel ) 集或 B 集，即数轴上属于所有闭 

区间 [ a ，6 ] 全体上的极小 (7 代数的集. 

集族与映射 我们指出以下一些对研究可测函数有用的事实. 

设 y =/(%)是在集财上的定义的且在集 W 中取值的函数，并设肌是集 Af 的子 

集组成的某一集族.我们用 /( 肌)表示所有属于肌的集的象/(4)组成 的族. 此外， 
设沢是包 含在# 中的某一集族，/ - 1 ( 沢)是属于沢的集的一切原象/ _1 ( W 组成的 
族.这时下列命题成立，其证明留给读者自行 完成. 

1) 如況是环，则 /( 沢）也是环. 

2 ) 如沢是代数 ，则厂 \況)也是代数. 

3) 如沢是 a 代数，则厂\沢)也是 a 代数 • 

5) 33(/- 1 (^))=/' 1 (93(^)). 

如果把/ _1 换成/，況换成肌，上述命题是否仍成立？ 


_ 
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1. 度量空间的概念 


1. 定义与基本例子 极限运算是分析学中最重要运算之一.这种运算基于下 

述事实，即数轴上一点到另一点的距离是确定的.分析学中有许多基本性质与实数 
的代数性质 （ 即与它们)所构成的域没有联系，而只与距离的概念有关.在实数集合 
中引进元素间的距离而予以推广，这时我们就得到度量空间的概念，它是现代数学 
最重要概念 之一. 下面我们研究度量空间理论的基本性质及其拓广——拓扑空间. 
本章的结果对于后面的学习极为重要. 

定义 由元素(点）的某集（空间) z 及距离0组成的偶 ( z ， p ) 叫做度量空间，其 

中距离是由尤中任何％与 y 确定的单值非负实函数 P u ， y ) ，它满足以下三条 公理： 

1) p ( x , y ) =0当且仅当％ 

2 ) p(x,y) =p(y,x) (对称公理）， 

3) p(x,z) ^p(x 9 y) +p(y,z) (三角形公理). 

通常我们把度量空间 ( X , p ) 用一个字母来表示 


= 7, 


R = (x ， p). 

在不致引起误解的情况下，我们常常就用“点的仓库 ”尤本 身这同一记号来表示 


度量空间. 


下面给出度量空间的一些例子，其中有些空间在分析学中起着很重要的作用. 
例1 对任意集的元素，令 


0 ， 当％ = y 时， 
1，当％ / y 时. 


p(x,y ) = 
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显然，我们得到一个度量空间.它可以称为孤立点空间 

例 2距离为 


p(x,y) = x - y\ 


的实数集构成度量空间 

例3 距离为 


P(x 9 y) = I Yijk 一 Xu) 


2 


( i ) 


的 71 个实数有序组 x = ( x l 9 x 2 ，…，\)的集称为 /I 维算术欧几里得（ Euclid ) 空间 R 

公理1 ) 与 2) 对 R n 显然成立.我们来证明三角形公理在 R n 中也成立. 

设欠 = ( 无1 ， 


) ，这时三角形公理可写成如 


) ，: r = (h 及 z =( 义， 


9 X 




下形式 


X ( z k ~ x k) 


2 


X / \ 

\Jk 

fc = l 

令 h - A = a k ^ z k 我们得到 A -A = A +\，而不等式 (2) 这时化为 


2 


X / \ 

\ z k - y k ) 

k = l 


2 


( 2 ) 




2 




(3) 


CL, + 


k = l 


但此不等式可从著名的柯西-布尼雅可夫斯基（ Cauchy-ByHHKOBCKHH ) 不等式 ® 


2 


2 


(4) 


A ： = 1 


立即 推出. 事实上，由于这个不等式，我们有 

i(a k+bk r=± a ： + 2i akbk+ ± b ： 


2 


y a y b 2 + y b \ 

/ ^ K /mn^l K / mnJt K 




+ 2 


2 


uz 


2 


从而证明了不等式 (3) ，因而也就证明了 （2). 

例4 考虑同样的 n 个实数有序组^ = (^，…，^)的集，但其中距离由下式 

n 

k = \ 

定义. 这时公理 1) 一 3) 显然成立.我们以 R ；； 记这个度量空间 


(5) 


Jh 


①从恒等式 


2 


9 W 9 W ^ 9 W 9 W 

4 = 1 i = 1 ^ i = l / = ! 


2 


- bidj ) 


a ： b ： 


推得柯西-布尼雅可夫斯基不等式，而这个恒等式可直接验证 
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例 5我们再取与例3、例4同样的集，而其元素之间的距离由公式 

Poo ( x , y ) 


( 6 ) 


max 


7 k 


- x 


1 


定义.公理 1) 一 3) 显然成立.我们记这个空间为 R 1. 在分析学的许多问题中，其方 
便之处不在欧几里得空间 R n 之下. 

后面三个例子表明，对于度量空间本身以及对于它的点集具有不同的记号有时 

确实也很重要，因为同样的一组点可以有不同的度量 • 

例 6距离为 


I 茗⑴一 /⑴丨， 


⑺ 


p ( f , g ) 

定义在闭区间 [ a ，6] 上的一切连续实函数的集 C [ a ，6] 也形成度量空间.此空间在分 

析学中起着极重要的作用.我们也用此空间点集的同样记号 C [ a ，6] 来 记它. 同时把 
C [0，1] 简记为 C . 

例 7我们用4表示这样的度量空间，其中的点为满足下述条件 


max 


a^t^b 


工 X 

fe = 1 


，…），而距离由公式 

I 七 ( 

Z (h 一〜） 

jfc = l 

定义•从基本不等式 U ± h ) 2 彡 2(4+4) 推得，对一切 'y e 4,函数 /9(、： r ) 都有 
意义，即如果 


的一切可能的实数序列 X = ( x ly x 29 




p ( x 9 y ) 


2 
^ k 


与 1 A < 00 ， 

fc =1 

则级数乙 （h - A ) 2 收敛.现在我们来证明，函数 (8) 满足度量空间 公理. 公理 1) 与 

k^l 

2) 显然成立，而三角形公理这时具有形式 


X (n - 


X ( z k - x k ) 2 ^ J ^ ( z k ~~ Jk ) 


(9) 


+ 


A ： = 1 


由上面讨论知道 ， （ 9 ) 式中三个级数都收敛.另 一 方面，对于任一〃，不等式 


y ( y k - 


成立(参见例 4) .当 n — 00时，对上式取极限便得 (9) 式，即 Z 2 中三角形不等式 成立. 

例8 像例6 —样，我们考察闭区间 [ a , b ] 上的一切连续函数的集，而距离按下 

面的公式定义，即令 


1/2 


P ( x , y ) = ( [ ( x ( t ) - y ( t )) 2 dt ) 

a 

我们把这样的度量空间记为 C 2 [ a , b ] ，并称它为具有平方度量的连续函数空 
间.显然，度量空间公理1 ) 与2 ) 在这里仍然成立，而三角形公理可直接从柯西-布 


( 10 ) 
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尼雅可夫斯基积分不等式 


([ ^( Or ( O di ) ^ / ^ 2 (0^ • | y 2 (0 山 

J /T rt 


推得 


例 9考察一切有界实数序列％ = Oi # 2 ,… ，% n ，…） 的集. 令 

p ( x , y ) = sup | J , 

K 

我们就得到一个度量空间，并记它为公理 1)—3) 显然成立 • 

例10 距离为 


( 11 ) 


i/p 


心） =(I 


( 12 ) 


Jk 


(其中是任意固定的数）的 n 个实数有序组构成的集是一度量空间，我们把它 

记为显然，公理1 ) 与2 ) 在这里也 成立. 下面验证公理3 ) •设 x = ( 々，… ，\ ) ， y = 

(: Ti ， …， h)，z = Ui ， …，〜）是 R : 中三 个点. 令 h - a 
不等式 


，这时，要证的 


a k，m 


Pp(x,z) ^P p (x,y) +P p (y,z) 


就化为如下的形式 


i/p 


v l/p / \ 1/p / \ 

)"(?'- |P ) +( S |6JP ) 


(13) 


P 


+ h 


这就是所谓闵可夫斯基 ( Minkowski ) 不 等式. 当 p = l 时闵可夫斯基不等式显然成立 

(和的绝对值不超过绝对值之和），所以我们将认为 P > 1 

当 p > 1时，不等式 （ 13 ) 的证明根据所谓赫尔德( Holder ) 不等式 


② 


1/9 


1/p 


1 

fe = 1 


(14) 


b 




其中数 p > l 及 g > l 具有关系 


(15) 


q = 


P 


p q 

我们指出，不等式 （14) 是齐次的.这意味着，如果对于任意两个向量 a = 

(%，…， a n ) 与6 = ( \，…，\)不等式 （14) 成立，那么不等式 （14) 对于向量 Aa 与 fib 


①这个不等式可以从容易验证的恒等式 

(I x(t)y(t)dt) = J x 2 (t)dt j 


y 2 (t)dt - — 


[x(s)y(t) - y(s)x(t) ] didf 


2 


得到 


②当/ ><1 时，闵可夫斯基不等式不成立.换句话说，如果我们想要研究当 P <1 时的空间 R p ，那么在这样 

的空间中三角形公理不成立. 
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(其中 A 与^是任意数)也成立.因此对不等式 （14) 只要在 




=〉 

k 二 \ 


(16) 


的情况下来证明就可以了. 

于是，假设条件(16 ) 成立; 我们来证明 


k = l 


(17) 


h 


我们研究由方程 r /= f _1 ( f >0) 或同样的方程 
f = V _1 (图 7) 所确定的 （ f ， T /) 平面上的曲线.由图 
中显然看出，对于任意选取的正数 a 与6都有 Si + 
S 2 ^ ab . 我们来计算&与 S 2 的 面积： 


V 


b 


S 2 


S , 


S x = 


o 


b q 


S 2 = \ 7] 9 l drj = 


q 


于是，数的不等式 


b q 


ab ^ 


p q 


成立 


把上面的不等式中的 a 换成 
到 （15) 及 (16) 式，我们得到 


， b 换成 I \丨，并且按 fc 从1到 M 求和，注意 


I a k^k I ^ 1 


k = i 


这就证明了不等式 （ 17 ) ，因而也就证明了一般的不等式 （ 14 ) •当 P = 2时，赫尔 


德不等式 （ 14 ) 就成为柯西-布尼雅可夫斯基不等式 (4). 

现在我们转到闵可夫斯基不等式的证明.为此考虑恒等式 

\ b\y = ( 


b I y~ l I b 


\ b \ ) p ~ 1 

在上式中把 a 换成 a h 9 b 换成\并按 A ; 从1到 n 求和，我们得到 


+ ( 


a + 


a + 


a + 


a 


K 


k = l 


hiy-'ih 


1 ( 


K 


b h I ) p - 1 


+ 


+ 


+ 


a k 










k = l 


现在把赫尔德不等式应用到上式右边两个和中的每一个，并考虑到 (p - l ) q = p ， 我 

们得到 


K 
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A ： = 1 


在这个不等式的两边除以 


便得 


i/p 


i/p 


( 




1 


由此立即推得不等式 （13). 从而三角形公理在空间 R ; 中成立. 

在这个例子中所研究的度量 p p ，当/> =2时就成为欧几里得度量(例 3) ，当 P = 1 
时就成为例4的度量.可以证明，例5中引进的度量 

Poe (x,y ) = 


max 


7k 


1 


正是度量 p p ( %， y ) 的极限情形，即 


Poo (x,j) = lim 


Jk 


1 


从上面得到的不等式 


b q 


ab 


= 1 ， 


+ 


p q 


p q 


也不难推出赫尔德积分不等式 


x l/ P / r b X lx 9 

)(f I r(0 1 ， 


(/ 


x(t)j(t) I dt 彡 


x(t) I p dt 


对于使得右边的积分有意义的任何函数与 y («) ，此不等式是正确的.由此同样 
也可得到闵可夫斯基积分不等式 


1/p 


d«) ^ ( | U ⑴ | P df) + ( | |y ⑴ | P df) 

a a 

例11我们再指出度量空间一个有趣的例子.这个空间的元素是满足条件 


x(t) + y{t) 


P 


Z k 


k = l 


(其中是某一固定的数）的一切可能的实数序列 X = {x x ,x 2 , ，而距离 


由式 


P (^ r ) = ( I 


(18) 


Jk 


定义.我们记这个度量空间为 

根据闵可夫斯基不等式 （13) ，对任何 n 有 




P 


Jk -x k 


因为，由假设知道，级数 
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Jk 


k^l 


都收敛.所以当 71—00 时取极限，我们得到 


(19) 


7k - x k 


Jk 


于是，我们证明了 中按公式 （18) 定义的距离，对任意的 e ^确实有意义.同 
时，不等式 （19) 表明在^中满足三角形公理.其他公理显然也成立. 

用下面的方法可以进一步给出无穷多的例子，设 7 ? = ( Z ， p ) 是度量空间而 M 是 
X 中的任意子集.那么，具有同一函数 p (%，： r ) 的 M 也是一度量空间，但在这里我们 
认为 P (〜 y ) 是对 M 中的％与 y 来定义的， M 称为空间/?的子空间. 

2 . 度量空间的连续映射•等距设尤与 F 是两个度量空间，/是空间 X 到空间 

y 内的映射.于是，对于每一个％ e 有 F 中的某一元素 y =/ (%)与之对应.如果对 
于任意的 6 > 0 ,存在 5 > 0 ,使得对于 


p ( x 9 x 0 ) < S 


的一切％ E X，不等式 


, f ( x 0 )) < s 

成立 ( 这里/9是 Z 中的距离，而是 r 中的距离），则称映射/在点 X 0 B X 连续.如 

果映射/在空间X的一切点都连续，则称/在尤上连续.如果X与 F 都是数集，即/ 
是在数轴的某一子集; f 上定义的数值函数，那么导出的连续映射的定义就成为大家 
所熟知的初等分析中连续函数的定义. 

类似地可定义多变量 A £&，•••，〜(其中&，…，忍是度量空间）的在度 
量空间 F 中取值的连续函数 （ 映射)/ 

说到这里，我们指出，如果把距离 p(%，：r) 看作 z 中变量％与7的函数，那么距离 
p(%，y) 本身是连续的.这可从不等式 


\p(x 9 y) -p(x 09 y 0 ) I ^p(x 0 ,x) +p(j 05 j) 

立即推得，而此不等式不难从三角形不等式推出. 

如果映射是一对一的，那么存在空间 F 到空间I上的逆映射 x = 
/ _1 (7) •如果映射/是一对一且是双方连续的（即/与/ _1 都是连续映射），则/称为 
同胚映射或同胚，而在其间可以建立同胚的空间 z 与 r 本身称为相互同胚的.整个 

，《)与开区间，例如幵区间 （-i，i)， 可以作为同胚的度量空间的例子. 


数轴 ( 


此时同胚由下式 


2 


arctg x 


J 


建立.所谓等距映射是同胚的重要特殊情形. 

如果对于任意々，巧 e /?， 


p(^l ,X 2 ) =〆(/( 〜）， / ( 无 2)) ， 
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则称度量空间/? = ( x ， p ) 与 /r = ( r ， P ') 之间的双射/为等距 映射. 在其间可以建立 

等距对应的空 间穴与 v 叫做等距的. 

空间/?与等距意味着它们的元素之间的度量关系是一 样的; 所不同的可能 
只是它们的元素的特性，从度量空间观点来看这是非本 质的. 今后我们把彼此等距 
的空间简单地看成同一空间. 

在本章§5末，我们还要返回来用最一般的观点来阐述这里的概念（连续性、 


同胚) 
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极限点.闭包 这里我们引进度量空间理论的一些概念，这些概念以后经常 


要用到. 


设/?是一个度量 空间. 我们把满足条件 


p(x 9 X 0 ) 


的点 a ; e 的全体 BUo ， r ) 称为开球，其 中点％ 称为该球的中心，而数 7* 称为球的 


半径 


我们把满足条件 


p(x 9 x Q ) 彡 


的点 a ; e /?的全体 B [%， r ] 称为闭球. 

我们把％为 中心 〆 为半径的开球又叫做点％的 f 邻域，并记作 O e ( x 0 ). 

试举出度量空间的例子，在此空间中有使得 A > P 2 的两个球但 


习 


Bix . p ^ CB ( y , p 2 ). 

如果集 mcr 完全包含在某一球中，则称集 m 是有界的. 

如果点 XGR 的任何邻域至少每含集 MCR 中的一个点，则称此点为 M 的接触 
点.集 M 的一切接触点的总体记作 [ k ] 并称为/该集的 闭包. 于是，我们可以对度量空 
间的集定义闭包的运算，亦即从集财变到其闭包[你]的运算 • 

定理 1闭包运算具有下列 性质： 

1) MC [ M ] , 

2) [[ M ]] =[ M ], 

3) 如果 ACA , 那么 [MJ C [ M 2 ] ， 

4) = [Mi ] U [ Af 2 ]. 

证明第一个命题显然成立，因为属于似的一切点都是 M 的接 触点. 我们来证 
明第二个命题. 

设％ e [ [ M ] ]• 这时在点％的任何邻域 O e { x ) 中可以找到点 h e [ M ] •令 

p ( x , x x ) = s r 并考察球 O ei ( x x ). 这个球完全包含在球义（％)中.事实上，如果 
0 ( h ) ，那么/^(:，〜 ） < •又因为 〆 ％，〜 ） = 


E 


，所以根据三角形公理 
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p(z 9 x) < e x + {s - s x ) - 

即 z E O e ( x ). 因为々 E [ M ] ，所以在 0 £i ( x x ) 中可以找到 E M . 但这时 e 

( 沐因为 0 J 4 是点％的任意邻域，所以％ E [ M ]. 第二个命题证毕. 

第三个性质是明 显的. 最后，我们来证明第四个性质. 

如果％ e [岣 um 2 ] ，那么％至少属于集[鹎]或[财 2 ]中之一，即 

[ M , U M 2 ] C [ M { ] U [ M 2 ]. 

因为 ^ UM 2 及 M 2 UM 2 ， 所以由性质 3) 得到相反的包含式.定理证毕. 

如果点％ e /?的任何邻域包含 MX ：/? 中无限多个点，则称点％为集 M 的极 




限点 


极限点可以属于 M ， 也可以不属于 M . 例如，如果 M 是闭区间[0，1]中的有理数 

集，那么该区间的每一个点都是 M 的极限点. 

如果在点％充分小的邻域中没有异于％的 M 中的点，则属于集 M 的点 x 
称为这个集的孤 立点. 作为习题请读者证明下面的 命题： 

集 M 的任一接触点或是该集的极限点，或是孤立点. 

由此可以断言，闭包 [ M ] —般说来由下列三种类型的点组成： 

1) 集 M 的孤 立点； 

2) 属于 Af 的集 M 的极 限点； 

3) 不属于 M 的集 M 的极限点. 

于是，给 M 添加上它的一切极限点便得到闭包 [ M ]. 

2. 收敛性 设〜，% 2 ,…是度量空间/?中的 点列. 如果点％的每一个邻域 
包含从某一项开始的一切点 〜， B 卩如果对于任一 s >0, 可以找到这样的数％，使得 
当 n > A ^时(幻包含所有的点\，则称这个序列收敛于点％.点％称为序列丨的 


极限 


这个定义显然还可以用下列方式 叙述: 如果 

limp(x,x n ) = 0 , 


则序列收敛于％. 

从极限定义直接推出：1)任一序列不可能有两个相异的 极限; 2) 如果序列 
} 收敛于点％，那么它的任一子序列也收敛于同一个点 • 

下面的定理建立了接触点与极限点两概念之间的紧密联系. 

定理 2 点％是集 M 的接触点的充要条件为 M 中存在收敛于％的点列 UJ. 
证明 必要条件，因为如果 x 是集 M 的接触点，那么在它的任一 '邻域 0 1/n (%) 中 
至少包含一 个点 〜 E M . 这些点构成收敛于％的 序列. 充分性显然. 

如果％是集 M 的极限点，那么可以选取与不同的 m 相对应的两两不同的点& 

G 0 Un ( x ) nM . 于是，点％是 M 的极限点的充要条件为在 M 中存在收敛于％的两两 
不同的点的序列. 

现在我们可以用收敛序列的术语来叙述§ 1中引进的度量空间 X 到度量空间 Y 
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内连续映射的 概念. 即如果对于收敛于％的任一 序列彳 ，序列=/ ( x n ) 丨都收 
敛于 : To = f ( x 0 ) ，则映射7 =/ U ) 在点％连续. 这个连续性定义与 § 1 引进的连续 
性，它们等价性的证明与数值函数两种连续性定义（“用 e ， S 术语”与“用序列术 
语”）的等价性证明没有什么不同，请读者证明. 

3. 稠密子集 设4与 S 是度量空间/?中两个集合•如果 [4] 3 B ， 则称集4在 B 
中稠密 • 特别，如果集4的闭包 M ] 与全空间/?重合，则称集 4( 在空间 ft 中）处处稠 

密.例如，有理数集在数轴上处处 稠密. 如果集4在任一球中不稠密， g 卩如果在任一 
球 BCR 中包含有另一与4无任一公共点的球厂，则称集4无处稠密 • 

具有可数处处稠密集的空间的 例子. 具有可数处处稠密集的空间称为可分空 

间. 我们用这个观点研究§ 1中给出的例子. 

例 1在§ 1例1中所说的“离散”空间，在该空间中包含可数处处稠密集的充 

要条件为它本身只由可数个点 组成. 这是由于在这个空间中，任何集 M 的闭包 [ M ] 
总与 M 相同 • 

在§ 1例2至例8中所列举的一切空间，都包含可数处处稠密集.我们在其中每 
一个空间指出这样的集，详细证明请读者自行完成. 

例 2在实数轴 R 1 上的有 理点. 

例 3 —例 5在 m 维欧几里得空间 R n 中以及在空间 R ；, R n w 中那些具有有理坐 
标向量的全体 . 

例 6在空间 C [ a , b ] 中那些具有有理系数一切多项式的全体. 

例 7在空间中的这样的序列的全体，其中任一序列的一切项是有理数，并 
且异于零的项只有有限项(对每一序列本身而言). 

例 8在空间 C 2 [ a , b ] 中那些具有有理系数一切多项式的全体. 

同时指出，有界序列空间 m ( § 1例 9) 是不可分的. 

事实上，考虑由0与1组成的所有可能序列，它们构成连续统的势的集合(因为 
它们与自然数列的子集之间可以 建立" -一 对应).在这个集中按§1公式 （11) 定义 
的两点之间的距离等于 1. 我们围绕其中每一个点作半径为1/2的开球，这些球互不 
相交. 如果某一个集在 m 中处处稠密，那么所构造的每一个球都应当至少包含该集 
中的一个点.从而此集不可能是可数的. 

4. 开集与闭集 在度量空间中我们来研究两类重要的集，即开集与闭集. 

设 M 是度量空间中的 集合. 如果 M 与其闭包重合 : [ M ] = M ， 则称 M 为闭集. 
换句话说，集称为闭的，就是说它包含了自己的一切极限点. 

根据定理1知道，任何集 M 的闭包是闭集.从同一个定理还推出， [ M ] 是包含 M 
的最小闭集(请读者证明此断言!） . 

例 1数轴的任一闭区间 U ，6] 是闭集. 

例 2闭球是闭集•特别，在空间 C [ a ，6] 中满足条件|/⑴ | 的函数/所成 

的集是闭的. 
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例3 在空间 C [ a ， fc ] 中满足条件 I / O ) | <尺(开球）的函数/所成的集不是闭 
的; 它的闭包是满足条件 l / G ) I 彡 K 的函数/的全体 • 

例4 对于任何度量空间/?，空集0及全空间/?都是闭的. 

例 5由有限个点组成的任何集都是闭的. 

闭集的基本性质可以叙述为以下定理的形式. 

定理3 任意多个闭集的交与任意有限多个闭集的和仍是闭集. 

证明 设，=是闭集圪的交^是 F 的极限点，这表示％的任何邻域 A 
(幻包含 F 中无限多个点.但这时0/4更是包含每一个圪中的无限多个点.于是， 

因为所有的圪是闭的，所以点 X 属于每 一个匕 . 因此4 e F = nf a ， BPF 是闭的. 

# 

现设 F 是有限个闭集之和 ： f = Cj 八，点％不属于我们来证明#不可能是 

1 = 1 

F 的极限点.事实上，％不属于闭集 A 中的任何一个，因而也就不是 K 中任何一个 
的极限点.所以，对于每一个；可以找到点 X 的邻域 0 e ( x ) ，使得这个邻域至多包含 

I 

F , 中有限个点.从邻域 0 £1 U ) ，…， 0^(4 中选取最小的一个，我们便得到至多包含 
F 中有限个点的点％的邻域 0,(^). 

于是，如果点 x 不属于 F ， 那么它不可能是 F 的极限点，即 f 是 闭的. 定理 证毕. 

如果存在点％的邻域0。(幻完全包含在集 M 中，则点％称为集 M 的内点. 

其一切点均为内点的集称为开集. 

例 6数轴 R 1 的开区间 （ a ， fc ) 是开集.事实上，如果 
ot _ a，b - a ) ) 完全包含在开区间 （ a ，&) 中 • 

例 7任何度量空间/?中的开球 SU ， r ) 是开集.事实上，如果 x E S ( a ， r )， 那 

p ( a 9 x ). 于是 CB ( a , r ). 

例8 在 [ a ，6] 上满足条件/(0 < g (0( g (0 是某一给定的连续函数）的连续 
函数的集合乃是空间 C [ aM 的一个开子集. 

定理4 集 M 是开的充要条件为它的余集 R \ M 关于全空间/?是闭的. 

证明 如果 M 是开的，那么对于中每一点％都有一个邻域完全包含在 M 中， 
即这些邻域与没有任何一个公 共点. 于是，不属于 R \ M 的任何一点就不能是 
/ AM 的接触点，即7? \ M 是闭的.反之，如果是闭的，那么对于 M 中任一点都有 

完全包含在 M 中的邻域，即 M 是开的. 

由于空集与全 空间及 是闭的，并且它们又同时互为余集，因此空集与全空间及 
也都是开的. 

由定理3及对偶原理(余集的交等于和的余集，余集的和等于交的余集，参看第 
一章§ 1第2段)可以推出下面与定理3互为对偶的重要定理 • 

定理 3' 任意(有限或无限)多个开集的和与任意有限个开集的交仍是开集. 
由空间的一切开子集与闭子集生成的属于^代数的集称为博雷尔集. 

直线上的开集与闭集 在一些度量空间中，开集与闭集的结构可能是很复 


<6,那么 0 ( a ) (s = 


( 


min 


么 p ( a ^ x ) <厂•令 
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杂的.这种复杂性甚至连二维或多维的欧几里得空间的开集与闭集也不例外.但是， 
在一维即在直线的情况下 ，对一 切开集（因而也对一切闭集)做出详尽的描述并不困 
难.这就是下面给岀的定理. 

定理 5数直线上任一开集乃是有限个或可数个两两互不相交开区间的 


和集① 


证明设 C 是直线上的开集.我们对 G 中的点引进等价关 系:如 果存在这样的 
开区间 U ，)8)， 使得 e ( a ，)8) CG ， 我们就把看作是等价的，并记作％ 显 

然，这个关系是自反的，对称的，而且还是传递的.因为如果％〜: r 及： r 〜、则存在这 
样的开区间 （ a ， j 8) 与 ( y ， S ) ，使得 


x,y C G 及 y，z E ( y ,5) C G . 

但这时 y < j 8 且开区间 ( a , S ) 完全位于 G 中并包含点％与 z . 因此，相互等价的点把 G 
分解为两两互不相交的类 L : 


G = U / r • 

我们来证明，任一 4都是开区间 O ， fc ) ， 其中 a = inf / T ， = sup/ r . 包含式 / r C (a ， 6) 显 

然成立、另一方面，如果心 : K E 那么由 J 本身的定义知，开区间 ( 〜 y ) 包含在/來 

因为 a 点右边任何邻域与点左边任何邻域都是^中的点，所以/泡含其端点属于 

( a ，6) 的任何开区间 （ a '， V ). 由此可见4= («，6).这些互不相交的开区间组/屋多 
是可数的.事实上，我们可以在其中每一个开区间用任意的方式选取有理点，于是这 
些开区间与有理数集的某一子集建立了 一一 对应.定理证毕. 

因为闭集是开集的余集，所以由此推 出：直 线上的任一闭集可以从直线上去掉 
有限个或可数个开区间而得到. 

闭集最简单的例子是闭区间，单点集以及有限个这些集的和.下面我们研究直 
线上一个比较复杂的闭集例子，即所谓康托尔集. 

设 A 是闭区间[0，1].从心中去掉开区间（1/3,2/3)，而剩下的闭集记作 
然后从 中去掉开区间（1/9,2/9)与（7/9,8/9)，而剩下的闭集（由四个闭区间组 

成)记作 F 2 .在这四个闭区间中的每一个去掉长为 （1/3) 3 的中间的开区间，等等（图 
8). 继续这一过程，便得到递减的闭集 序列圪 .令 


= n F n 


f 是闭集(看作闭集之交).它是从闭区间 [0 ， 1 ] 中去掉可数个开区间而得到的 

我们研究集 f 的结构，属于 f 的点 




•S: 




X 


( 1 ) 


0,1,1/3,2/3,1/9,2/9,7/9,8/9, 

显然是被去掉开区间的端点.但是，这些点并没有遍历集事实上，闭区间 [ 0，1 ] 上 
属于集 F 的那些点可以用下面的方式来说明它的特征.我们把的每一个数 




V 




x 


①我们这时把 （- oc ，00)，（《，00)与（-00，沒）的集也列为开区间. 


J . 


V 


3 - 
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0 


F 0 


1/3 


2/3 


0 




0 


1/3 


2/3 


f 2 


1/9 2/9 


7/9 8/9 


尸3 


•••- f 4 


图 


x 写成二进位小数 


«1 «2 


a 


+ 


+ — + 


% 


_ • 0 


0 ■搴 


2 


其 中数心 可以取值0,1或 2. 像十进位小数的情形一样，某些数允许两种写法 


例如， 


0 


0 2 2 


0 


2 


3 2 


3 3 2 3 3 


V 


V 


不难验证，凡属于集 F 的仅仅是0 < K 1上这样的数&它至少可以用一种方法 

不出现 1. 于是，对于每一 


写成三进位小数，在这种形式中使得序列^, 

点 、X E 可以使得它与序列 


，\， 


2， 


( 2 ) 


， a 2 ， 




相对应，其中 a „ 等于0或 2. 这些序列的全体构成连续统的势的集.这可验证如下， 

, • 

对每一序列 ( 2 ) ，使它与序列 


( 2 ，) 


办1 ，厶2，… ， b n ， 

相对应，其中当〜=0时=0,当\ 4时= 1. 序列(2》可以看作上某 

实数 y 的二进位小数表示形式.这样，我们就得到集 f 到整个闭区间[0，1]上的映 

射.由此推出 f 具有连续统的势 因 为点集 （1) 是可数的，所以这些点不可能填满 

$ $ 

整个厂 


-- ▲ 


习题1直接证明，属于集 F 的点1/4不是被去掉开区间中的任何一个端点. 

提示点1/4分区间[0，1]为1与3之比.在第一次去掉开区间以后而剩下的闭区间[0, 

1/3] 也被点1/4分成1与3之比， 等等. . 

• • 
b 

(1) 中的点称为集 F 的第一类点， F 中其余的点称为第二类点. 

习题2证明，第一类点构成 F 中处处稠密集. 

习题3证明，形如 q + t 2 ( tl , t 2 e F ) 的一切数填满整个闭区间[0,2]. 


①所建立的集 F 与闭区间 [0,1] 之间的映射是单值的，但不是相互单值的（因为同一个数有时可以用相 
异的二进位小数来表示).由此推出， 厂具有 不小于连续统的势.但 F 是闭区间[0，1]的一部分，从而它又不能 
大于连续统的势. 
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我们已经证明集 f 具有连续统的势，即它与整个闭区间[0，1]包含同样多 


的点 


把这一事实与下面的结果进行比较是有 趣的: 一切被去掉开区间的长之和 


2 4 

9 27 


恰好等于1! 


补充讨论 

1) 设 M 是度量空间/?中的某一个集#是该空间的点.数 

p(x y M) ="inf p(x 9 a) 


aGM 


称为点％到集 M 的距离. 


如果％ e M ， 那么 P (%， M ) =0,但从 P (%， M ) =0并不能推出％ e M •从接触点的定义直接得 
m ： p(x,M) =0的充要条件为％是集 M 的接触点.这样一来，闭包运算可以定 义为: 与集的距离等 
于零的一 * 切点均归入该集. 

2) 两集之间的距离可类似地定义.设为度量空间的两个集，则 

p(A 9 B ) = 


p(a ， 6) 


bBB 


如果那么 P M , 幻士 0; —般说来，反之不成立. 

3) 设峪是 C [ a ，6] 中所有函数/所成的集，其中/满足利普希茨 （ Lipschitz ) 条 件:对 于任意 


h , t 2 E [ a , b ] 


\ f ( h ) - f ( h ) 

这里尺是某一固定的数 .集峪 是闭的.它与 [ a ,6] 上满足 I/' ⑴ I 的一切可微函数所成的集 


^ K ~~ t \ 


的闭包一致. 

4) imM = \J M k ，对于任何 X ，仏是满足利普希茨条件的函数所成的集，则 M 非闭.它的 


闭包是整个空间 C [ a ，6]. 

5) 设 C 是/ I 维欧几里得空间的开集.如果任意两点 E G 可以用完全位于 C 中的折线来 

<1是连通集.相反地，两个圆 

与 （无一 2) 2 + y 2 <1 

的和不是连通集(虽然在这两个圆上有一公共的切点！） . 设好是开集 G 的开子集.如果它是连通 
的且不包含在 G 的任意更大的连通开子集中，则称//为集 G 的分支•在 G 中可以引进等价关系 

如果存在 C 中的连通开子集//把％与 y 盖住，即 

x 9 y ^ H (Z G, 

像在直线的情形一样，不难验证上述等价关系具有传递性，所以可以把 G 分解为两两不 
相交的类 A = U /. 这些类是 G 的开分支，它们的个数至多是可 数的. 

在 n = l ， 即在直线的情形下，任一连通开集是开区间（其中也包括无限开区间 (- 00 , a ) ，（6, 
)和（ -00 ，00))•于是，定理5关于直线上开集的构造由两个命题 组成: a ) 直线上任一开集乃 

是有限个或可数个分支的 和集; b ) 直线上的连通开集是开区间.这两个命题中的前一个对 n 维欧 
几里得空间 （ 还可以进一步推广）的集也是正确的，而后一个命题只对直线的集成立. 


连接，刪称 G 为连通的.例如，圆的内部 


r 


y 


则 


# 
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3. 完备度量空间 


1. 完备度量空间的定义与例子 自学习数学分析的开始阶段，我们就看到数 

直线的完备性，即任一基本实数列收敛于某一极限这一性质，在分析学中起着多么 

重要的 作用. 数直线乃是所谓完备度量空间最简单的例子，本节我们就研究这种空 
间的基本性质. 

设 } 是度量空间的点列，如果它满足柯西准则，即如果对于任意 e > 0 ， 存 

在数％，使得对所有的^ > % 〆 > % ， p ( 气,，气„ ) <占成立，则称 M 为基本 点列. 

从三角形公理直接推得，任一收敛序列都是基本的.事实上，如果收敛于％， 

那么对于给定的 6 T >0,可以找到数％，使对一切 n > N e 9 p ( x n 9 x ) 


这时，对于任 


< 


4 


2 


意的 n’ >N e 与 n" >N e ， p(x n , ， x n ”) +〆〜，％)<& 

定义 1 如果空间/?中任一基本序列都收敛，则这个空间称为完备的. 

例如，在§ 1所研究的一切空间中，除例8以外，都是完备的.事 实上： 

例1 在孤立点的空间中 （ § 1 例 1) ，只有定常序列（即从其中某 一个下 标开始 

都重复着同一个点的序列）是基本的.任一这样的序列当然都收敛，也就是说该空间 
是完备的. 

例2从分析学知道，实数全体构成的欧几里得空间 R 1 是完备的. 

例3从 R 1 的完备性直接可推出欧几里得空间 IT 的完备性.事实上，设 1% (P) } 
是 R n 中的基本 点列. 这意味着对任一 e >0可以找到 W ，使得对一切大于 W 的 


P ， q ， 有 


4 P) 


K 

k = 1 


4 q) ) < ^ 2 , 


其中,> : Uf ，•••，#丨•这时，对于每一灸= 1,2,…，〜我们得到相应于坐标 
的，对于一切 P ， q > N 都成立的不 等式： 

I 尤⑷ - x (q) 

I x k 


< e . 


BP I x[ p) } 是基本数列.设 


lim 4 P) 及 ％ = ( a ，％ 2 ,…，义 J ， 


这时显然有 




例4一例5空间 R 1 与 R : 的完备性可完全类似地证明. 

例6我们来证明 C [ a 9 b ] 的完 备性. 设|&(0丨为 C [ a ，6] 中的某一基本序列. 
这表示对每一 e >0,存在这样的 7 V ， 使得当 >7 V 时，对于一切 t ( a 彡 Kb ) ， 

I x n (t) - 、⑴ 


< S 




3. 完备度霣空间 


41 


由此推出序列 b „( f ) 丨一致收敛.大家知道，此时它的极限 <0是连续函数.在上面 
不等式中让 m 趋于无限大，对于所有的 f 及一切 n > N ， 有 

I x n (t) - x(t) 

这也就意味着0丨在空间 C [ a ，6 ] 的度量意义下收敛于 ^(0* 

例7我们来证明空间 Z 2 的完备性.设 b ( n ) 丨是 Z 2 中的基本序列 • 这表示对任意 
>0,可以找到这样的#，当 


< S 


>7 V 时， 


n 


e 


(m) \ 2 少 

一 4 ) < e , 


) = S (4 

k = l 

，…） . 由 （1) 推出，对于任意的 k ,( x { k n) - x [ m) ) 2 <6 T ， 即 


P 2 (x (n \x ( 


( 1 ) 


其中％⑻= 9 % 2 n) , 

对于每一个 A :， 实数列 UP 丨是基本的因而它收敛•设％ = l ™4 n ) 并用％表示序列 


， x k 


) .这时应当证明 


(^1 9 X 2 ， 


J x k ， 


* • • 


) 

A ： = 1 


2 


，即％ e 乙， 


< 


b ) 9 x) 

n — ^oq 

下面我们来证明.从不等式 （ 1 ) 推出，对任何固定的 m 有 


0 


-x [ m) ) 2 < S 


fe = 1 


取极限，得 


此时上述和仅有有限个加项，我们就可以固定〜让 




m 


m 


X ( x 

k = 1 


2 


— X 


e 


这个不等式对任何 M 成立•令 M ^ oo 而取极限使之成为无穷级数，我们得到 


2 


X ( x 

fe = 1 


( 2 ) 


- x k ) 


s 


x k y 的收敛性得到级数的收敛性(根据初等 

k — \ 

b 2 ))， 即命题 a ) 得证.其次，因为 e 可任意小，所以不等式 


由级数乙（％ ) 2 及 X (% 

k=l k=l 

不等式 (a + 6) 2 ^2( 

(2) 表示 


2 


V 1 / ⑷ \ 2 

> \X h 一 x k ) 

/_ 」 V k 氏 ’ 

k = 1 


limp(x^ ^x) 


= 0 , 


=lim 


即在空 间 Z 2 度量意义下命题 b ) 也得证 . 

例 8 不难验证空间 C 2 [ a ，6] 不完备.例如，考察连续函数序列 

- 1 /n 时， 

^ 1/汴时， 


- 1，当 - 1 

当 -1 /Vi 

1，当 1 /n $ 

这个序列在 C 2 [ -1，1] 中是基本的，因为 




<Pn(0 


<C 


nt ， 
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f i(<Pn ⑴ 

但它不收敛于 C 2 [ -1,1] 中的任何 函数. 事实上，设/为 C 2 [ -1,1] 中某一函 
数，少为下述间断函数，即当 f <0时分等于-1，当 O 0 时少等于+ 1. 

根据闵可夫斯基积分不等式 ( 对于分段连续函数显然也成立)有 

(/(0 - <A(0 ) 2 dt 


一 <PmU) ) 2 df ^ 


mm ^ n 9 


mi 


1/2 


1/2 


^(/ ifU) - (p n (t)) 2 dt) + (I (<p n (t) -if/(t)) 2 dt) 

由于函数 / 的连续性，上面不等式左端的积分异于零.其次，显然有 

((PniO - <A(0 ) 2 ^ - 0. 


lim 


时广(/⑴ 

习题 证明： 一切有界序列所成的空间 （ § 1例 9) 是完备的. 

2. 球套定理在分析学中，所谓区间套引理被广泛地应用着.在度量空间理论 
中，下面的所谓球套定理也起着类似的重要 作用. 

定理1度量空间是完备的充要条件为中半径趋于零的一个包含另一个 
的闭球的任一序列有非空的交. 


所以，当 


< pA 0) 2 dt 不可能趋于零 


证明必要性.设空间/?完备，并设 b 19 b 2 ， b 3 , …是一个包含另一个的闭球的 
序列.设球' 的半径为/•„，球心为球心序列是基本的，因为当 m>nBi 
P ( X n 9 X m ) 〈〜 ，而当 


时由于及完备，故存在.设 T 这时％ E 


n •事实上，球圪可能除了点^ 


，^^以外包含序列^的一切点.于是， 


9 ^2 ， 


%是每一个球的接 触点. 但因为 fi „ 是闭集，所以对所有的 

充 分性. 设 uJ 是基本 序列. 我们来证明，它有 极限. 由于 UJ 是基本序列，我们 

可以选取这样的点\，使得对于一切 n ^ n , 9 p ( x n 9 x ni ) <1/2. 我们把点^取作半径 

为1闭球的中心，并记该球为然后从中选取，使得〜 >〜，且对于一切 n 
^ n 2 9 p ( x n 9 x ^) < 1/2 2 . 我们把点作为半径为1/2闭球的中心，并记该球为 B 2 . — 

般地，如果已经选得％ 


n 9 x G B 


<&<••• < n k ) ，那么我们可选取点％ 

^ + 1 >%且对一切打彡' + 1 ，〆〜， \ +i ) <1// + 1 ， 并且以半径为 1/2* 的闭球仏 + 1 包 

含点气 • 继续这一作法，我们便得 i 一个包含另一个的闭球序列，而且的半 

A + 1 

径为 \/2 k ~\ 由假设知，这个球序列有公共点，记这点为显然，点％就是子序列 
U 的极 限点. 但如果基本序列包含收敛于％的子序列，那么这个基本序列本身也 
收敛于同一极限.因此，％ = limx „. 


，使得 


，夂-， 


n k + l 


习题1证明定理1中闭球套的交变为一个点. 
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习题2数 


d(M ) = 




su 




称为度量空间中集 M 的 直径. 证明在完备的度量空间中，直径趋于零的一个包含另一个非空的任 


一 闭集序列有非空的交 


习题3举出一个完备的度量空间和其中具有空交的闭球套的例子. 

习题 4 证明： 完备度量空间的子空间是完备的充要条件为其在中是闭的. 

3. 贝尔 ( Baire ) 定理 下述定理在完备度量空间理论中起着基本的作用. 
定理 2( 贝尔） 完备度量空间不能表为可数个无处稠密集的并的形式 


证明假设不然.设/? = U ，其中任 一 为无处稠密集.设 S Q 是某一半径 

n = 1 

为1的 闭球. 因 为集构 为无处稠密的，所以它在 S 。 中不稠密.于是存在半径小于 

1/2的闭球 Si ，使得\ cs 。 ，且 Si = 0. 因为 集鸡在 中不稠密，和上面一样， 

存在半径小于1/3的闭球 S 2 包含在球\中，使得 S 2 nM 2 = 0，等等.于是我们得到 

半径趋于零的一个包含另一个的闭球序列丨 sj ，并且= 0. 根据定理1，交 
00 

Hs „ 包含某一点^由上面的作法这点不属于集中的任何一个，因而3 ^ U 

n = l n 

，即/ U 这与假设 矛盾. 

n 

特别，没有孤立点的任一完备空间是不可数的.事实上，在这种空间中只包含一 
个点的任一集都是无处稠密的. 

4. 空间的完备化 如果空间不完备，那么总可以用某种（而且实质上是唯一 
的)方法把 E 包含在一个完备化空间内. 

定义2 设是度量空间， / T 是完备度量空间.如果 

1) 是空间 / T 的子空间， 

2) 在 / T 中处处稠密，即 [/?] (此处 [/?] 自然表示空间/?在 / T 中的闭 


包）， 


则 / T 称为/?的完备化. 

例如，一切实数的空间是有理数空间的完备化. 

定理3 任一度量空间/?都有完备化，并且，这个完备化如对那种能使中的 
不动点保持等距的映射不加区别是唯一的. 

证明先证唯 一性. 我们需要证明 :如果 / T 与 /T * 是空间的两个完备化，那 
么存在空间 # 到片"上的一^一^映射史，使得 


1 ) 对于 一 ^切％ E R 9 cp ( x ) = x ； 

2) 如果 x 


) ，其中 A 是 R 


Ry *^ y * * , y *) = p 2 (x 




中的距离，而 P 2 是丑 # 〜中的 距离. 

g » 

映射^可用下面的方法来定义.设，是 / T 中的任一点.这时，根据完备化的定 
义，存在/?中的点列 UJ , 收敛于，•点列 UJ 也包含在丑 " 中•因为丑 " 完备，所 
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以收敛于及 M 中的某一点，'显然，， * 和收敛于，的序列 } 的选择无关 

设史(， ） = ，'映射 P 就是要求的等距映射. 

事实上，根据上面的作法，对于一切％ GR 有 < p ( x ) = x . 其次，设 

在 R * 中及在 /?" 中 

在及*中 〆 及在及"中 — y ". 


这时，根据距离的连续性， 


Pi ( x * 9 y * ) = limp 1 ( x n , y n ) = \\ mp { x n , y n ) 


同样地， 


) = limp 2 (^„,jJ = limp ( x n 9 y n ) 


p 2 ( x 


，y 


因此， 


Pi(x ,r ) = p 2 (x 

现在我们来证明完备化的存在性.这个证明的想法与康托尔实数理论的思想是 
一样的.但这里的证明要比实数理论的情形更简单，因为在实数理论中，对于新引进 
的对象无理数，还要求定义所有的算术运算. 

设只 是任一度量空间.如果及中两个基本序列 U J 与满足条件 

limp(x n9 x f n ) =0 ， 

n>oo 

则称 uj 与等价，并记作 UJ ~|< f . 我们所以称之为“等价”，由于这个关系 
是自反的，对称的与传递的.由此可见，可以把空间中的点的一切基本序列按彼此 
等价的序列进行分类.现在我们来定义空间 / T ，并把彼此等价的基本序列一切可能 

的类作为它的点，而两点之间的距离用下面的方法给出.设，与，为两个这样的 
类.我们从其中每一类取岀一个代表，即取出某一基本序列 I ^与 k 1 

p(x* ,y* ) = limp(x n9 y n ). 

n ™^oo 

我们来证明这个距离定义的正确性，即证明 （3) 式的极限存在,且和基本序列 
U „ 1 e ，及 I y J ，的选取无关. 

由不等式 


，7 


(3) 


\p(x n ,y n ) -p(x m 9 y m ) I ^ ： p(x n ,x m ) + p(y n ,y m ) 

以及序列1%„1与 iyj 是塞本 序列知，对于充分大的一切〃与 wi ， 

\ p ( x n 9 y n ) - p ( x m 9 y m ) I ^ e . 

由此可见，实数列〜 yj 满足柯西准则，从而〜有极限. 
这个极限不依赖于 UJ e /与 lyj e 〆 的 选择. 事实上，设 


(4) 


完全类似于 ( 4 ) 式的计算，有不等式 


①为简便起见，我们仍用原来空间及的距离的同一记号 p 来表示空间 / T 的距离 
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\p( x n 9 y n ) -p(x f n y n ) I ^p(x n y n ) +p(r n ,rl). 

因为沁 J ~ UU 及 iyj ~ lyU ，由此得到 


1—( 〜， y„) = limp(«). 


现在我们来证明，度量空间的公理在 / T 中成立. 

从基本序列等价的定义直接推得公理 1). 

公理 2) 显然成立. 

下面验证三角形 公理. 因为在原来的空间/?中，三角形公理成立，所以 

P ( X n， Z J < P ( Un ) + p ( jn ^ j - 


，对上面不等式取极限，得 


^ + \imp(y n 9 z n ) , 


P(x ,z ) ^ p(x* ,y* ) +p(r* , 2 * ). 

我们再证明 /? 可以看作空间 / r 的子空间. 

对于每一点％ e /?，有等价基本序列的某一类与之对应，即与收敛于％的所有序 

列的全体对应.因为这个类包含一切项皆等于％的定常序列，所以它非空.同时，如 
果 ％ = lim ^„ 及 y = limv ，那么 


P(x,y) = limp(x n 9 y n ). 

n ~^oo 

于是，每一点％ e /? 都与收敛于它的基本序列所成的类，相对应.这样，我们 
就得到及到空间 / T 内的等距 映射. 以后，我们就可以对空间本身与其在 / T 中的 
象不加区别，并把/?看作 / T 的子空间. 

下面证明及在 / T 中处处 稠密. 事实上，设，是 7 T 中的某一点且^>0是任意 
的•在 〆 中选取 一 ^ 个代表，即某 一 ^基本序列 \x n ]. 设 N 是使得对 一 ^切 n，m > N ， p{x n ， 
x m ) 的数.这时当时， 


p(x n ,x*) = limp(x n 9 x m ) ( s, 

m ™^oo 

即点，的任意邻域包含 /? 中某 一点. 因此，/?在 / r 中的闭包就是整个 / r . 

最后证明 / r 的完 备性. 首先指岀，根据 / r 的构造，对于及中的点所成的任何基 
本序列心2, •都收敛于 f 中的某一点， B 卩收敛于用这个序列本身定义的点 

•其次，因为及在 / T 中完备，所以对于 / T 中的点所成的任何基本序列<， 

，…总可以用 E 中的点作出与它等价的序列& 

R 中使 P (〜， O < i 的任何一点作为〜即可.这样作出的序列在丑中是基本 

n 

的，根据定义，它收敛于某一点 ， e / T . 但这时序列也收敛于，. 


为此只要取 


X 2 ， 


X 2 ， 


4. 压缩映射原理及其应用 


1. 压缩映射原理 对于某些类型方程（例如，微分方程）解的存在性与唯一性 
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有关的一系列问题，可以叙述为关于相应的度量空间到其本身的某一映射的不动点 
的存在性与唯一性的问题.在判别这种类型的映射下的不动点的存在性与唯一性的 
各种准则当中，最简单同时也最重要的是所谓压缩映射原理. 

设是度量空间3为空间到其本身的 映射. 如果存在数 a < 1，使得对于任 
意两点 e 满足不等式 


( 1 ) 


p(Ax,Ay) ^ ap(x,y ) , 

则称4为压缩映射或简称压缩.任何压缩映射是连续的.事实上，如果％ 

据 （1) 有 Ax n — yAx . 

如果如=%，则点％称为映射4的不 动点. 换言之，不动点是这个方程如=% 


，那么根 


的解 


定理 1( 压缩映射原理）在完备度量空间定义的任一压缩映射有且仅有一个 


不动点 


证明 设％。是丑中任意 一点. 令 ％1 = Ax 0 , x 2 - Ax x =4 2 %。，等等;一般地 ，〜 

^ n-l X O m 

我们来证明，序列是基本的.事实上，为确定起见，可以认为 〜 于是有 

Pi X n 9 X m) = X Q 9^ X 0 ) 


P ( x 09 X m - n ) 


+ pi X m-n-l 9 X m-n ) 1 


n \ p ( x 09 x l ) + p { x x , x 2 ) 
n p ( x 0 y x x ) 11 + a + a 2 


+ 


• • • 






因为 a < 1 ，所以上式当 n 充分大时可以任 意小. 由于空间的完备性，序列 I \ } 
基本的，因而有极限.设 


x = \irnx 


这时由映射^的连续性， 


\irnx 


Ax = A limx ^ = limAx 


于是，不动点的存在性得证.下面证明它的唯一性.如果 

Ax = x y Aj = j, ， 


那么，不等式 （ 1 ) 可取如下的形式 


p ( x , y ) ^ ap ( x , y ) 


因为 a < l ， 由此得到 


p ( x , y ) = 0，即 ％ 

习题举例说明,对一切满足条件 P (如，办） < p ( sy ) 的映射 A 可能连一个不动点也 


= J 


没有 


压缩映射原理最简单的一些应用 压缩映射原理可以应用到各种类型方程 
解的存在性与唯一性定理的证明中.压缩映射原理除了证明方程如=%解的存在性 
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与唯一性外，实际上还给出求这个解的近似方法（逐次逼近法).我们考察下面几个 
简单的例子. 

例1设/是定义在闭区间 [ a ，6]上，满足利普希茨条件 


f ( x i ) I ^ K x 2 - % x 


(其中常数尺< 1 ) ，且把闭区间映射到自身内的 函数. 这时/是压缩映射，根据 

上面已证明的定理，序列 = f ( x 0 ) , x 2 = f ( x x ) ，…收敛于方程％ = f ( x ) 的唯一 


的根 


特别，如果函数在闭区间 [ a ,6] 上有导数/'(%)，并且|/'(4 I $[<1，那么压 
缩条件满足. 

_ _ ♦ 

图9与图10描述了在0 </'(%) <1与 -1 </' U ) <0两种情形的逐次逼近 


过程 


y 






b 


m 




/⑷ 


o 


b 


X JC 3 x 2 JCj 


x 0 


图 9 


现在我们研究形如 f (%) =0 的方程，并且 FO ) <0, F ( b ) >0,且在 [ a ， fc ] 上0 
kK ^ F ^ x )^ 我们引进函数 /( 幻 =%- AFU )， 并求解与方程 FU ) =0( A /0 
时)等价的方程％ =/ U ). 因为/'(%) =1 - Af ' b )， 所以 1 - XK 2 ^ f f ( x)^l - XK 19 

而且不难选择数 A ，使得可以用逐次逼近法进行求解.这是求根方法的一种推广. 

例2考察由线性方程组 


V a .. x j 

IJ J 


(i = 1，2,…， / i ) 


Ji 


给出的 ri 维空间到自身内的映射克 

如果4是压缩的，那么我们可以应用逐次逼近法求解方程 x = Ax . 

在什么条件下映射4是压缩的？这个问题的答案与空间中度量的选择有关.我 
们研究下面三个例子 • 

a ) 空间 Rl ，即 pO ，： K ) = 


ax x ： 

i^n 1 


Ji I ； 
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由此压缩条件为 


X I a ij 


( 2 ) 


< 1 ， i = 1 ，…， 汀 


b) 空间 R[， 即 p(〜y) = Z U 

i = 1 

p(r,/) =Z I y f i -y r, i\ = Z -<) 

i 

^ X z 


Ji \; 


(max Y \a^\ )p(x y x n ) 




由此压缩条件为 




(3) 


Z ( x i -Yi) 


根据柯西-布尼雅柯夫斯基不等式， 


) 空间 R' 即〆 、：K) 




〆(/，/) = I(ya,«-<)) 2 ^(Z Z4)p»") 


由此压缩条件为 
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因此，如果条件 (2) — (4) 中至少有一个成立①，那么就存在一个而且只有一个 

n 

，〜），使得 A = Z a U X J + b i ，并且这个解的逐次逼近具有下列 形式： 

1 = 1 


点（尤1，欠2，. 


% (0) 


(无 1 (0) ，4 0) ， 


( 0 ) 


( 1 ) 


(欠 i ( 1 W ) ，…乂 ”) ， 


义⑷ 


(4 k) ^2 k) ， 


乂幻） ， 


其中 


S a iA 

/ = 1 


k-V) 


( 0 ) 


( 0 ) 


而可以取 R n 中的任何一点作为％ 

条件 (2) — (4) 中的任何一个都是使得映射 y =A 为压缩的充分条件.还可以 

证明，对于条件 ( 2 ) 与 ( 3 ) 是使映射 y =如为压缩的必要条件 ( 分别在度量 a ) 与度量 
b ) 的意义下). 

条件 ( 2 ) — ( 4 ) 中的任何一个，对于逐次逼近法的应用不是必要的. 

< 1 /n ，那么所有三个条件 (2)-(4) 都成立.因此显然可以应用逐次 


如果 


逼近法 


如果 I Ay I 彡 1/ n ， 那么条件 (2) — (4) 中的任何一个都不 成立. 

3. 微分方程的存在性与唯一性定理 在上一段中，我们给出了压缩映射原理 
应用于一维空间与〃维空间中的两个简单 例子. 然而，将这个原理应用于无限维泛 
函空间对分析学更为重要•下面我们指出如何利用压缩映射原理，得到某些类型的 
微分方程与积分方程解的存在性与唯一性定理. 

(1) 柯西问题 设具有初始条件 


r (^ o ) 


(5) 


T 


的微分方程 


dr 


同时函数/在包含点 U ，: K q ) 的某一平面区域 C 内有定义而且连续，又在该区域内关 
于: r 满足利普希茨条件： 


( 6 ) 


dx 


①特别，从条件 (2) — (4) 中的任何一个都可推出 


22 


nn 
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l /(^, Ti ) - f ( x 9 y 2 ) I ^ M 

这时，我们来证明，附有初始条件 (5) 的方程(6)，在某一闭区间 U-^o 上 

存在一个而且只有一个解 y = ( p ( x ) (皮卡 ( Picard ) 定理) • 

方程 ( 6 ) 与初始条件 ( 5 ) 合在一起等价于积分方程 

由于函数/的连续性，在包含点(％，70)的某一区域 G ' CC 内，有 |/(〜 y ) I 我 
们选取这样的 d > 0，满足 条件： 

1) 如果 | ^ - | ^ d , | 

2) Md<L 

我们把在闭区间 U 

连续函数 p 所成的空间记作 ( T ，其中度量为 


7 i -Ji 


= r 0 + 


(7) 


那么 (％， y)E C ' ; 


y-yo 


d 上定义的，且满足条件 I〆 ％) - y Q I 的一切 

I <P\、 X ) -<pli x ) I - 

因为 6 # 是[%。 - d ，％ + d ] 上一切连续函数的完备空间的闭子空间，所以空间 

C * 是完备的.我们考虑由式 


% 0 


ax 


< d . 这个映射变完备空间 C # 为自身且在其中是 

d 这时， 


少 o ) 


定义的映射=知，其中 U 
压缩的.事实上，设 p e c # ， 


尤 0 


X — Xq 


I 中（咒) 


t 9 cp ( t))dt ^ Kd 


一 Jo 


*0 


因而， A ( C *) CC * •此外， 

必 i ( 义）- 屮 A x ) 


) _/( 艺，史 2 ⑴） dt 


X Q 


^Md max | cp l ( x ) - ( p 2 ( x ) 


因为 M /<1， 所以 4 是压缩的. 

由此推得，方程 cp = Acp ( 即方程 (7)) 在空间 C # 中有一解且仅有一解 

(2) 方程组的柯西问题设给定附有初始条件 

=1，2， 


( Pi ( x 0 ) 


3 W 


，n 


的微分方程组 


( p [( x ) = f i ( x ,( p l ( x ) 9 ---,( p n ( x )) , 

同时函数/在包含点(%。 Am ，…，7。„)的空间 R ra + 1 的某一区域 G 中有定义而且连续， 

并满足利普希茨条件 

\fi( x 9 y[ l) y n l) ) -/i(^,ri (2) ,-**,ri 2) ) I ^ M max | y\ 

l ^ i^n 

这时，我们来证明，初值问题 (8)，（9) 在某一闭区间 U -% I 上，存在一个 

且只有一个解，即在上述闭区间上存在一个且只有一个满足方程 （9) 及初始条件 
(8) 的函数组& 


(9) 


1，2，".，汀 


(1 


(2 


-兄 
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方程组 ( 9 ) 与初始条件 ( 8 ) 合在一起等价于积分方程组 

(/*(^^i(0 ，…， <p 
J *0 

由于函数/；的连续性，所以它在包含点 U — ，…，〜）的某一区域 G ' CIG 内有 

界，即存在常数 A ：， 使得 


(Pi(x) 


( t )) dt 9 i = 1，…，汀 


( 10 ) 


Yoi + 


\ fi ( x 9 y l 9 ---, y n ) 


我们选取这样的 d >0,使得下列条件成立 
1 ) 如果 | ^ — ^0 i ^^9 


^Kd (i = l ， …， n ) ，那么， 
U ， yi，".，yJ e G ’ ； 


Ji -Joi 


2) Md < l . 

我们考察空间，它的元素是定义在闭区间 | 


上，并且是由满足条 

件 I cpM -Yoi 1 <似的 n 个连续函数史=(%，…爪）组 成的. 其度量由下式 定义： 

I <Pi(x) - d/i(x) I. 


% 0 




max 


上面引进的空间 c : 是完备的.由方程组 


f 你 


^i( x ) = Yoi + 


，Pl ( 艺)， … 9^Pn ( 0 ) d 尤 

给出的映射是完备空间 G 到自身的一个压缩映射.事实上， 

也⑴ U ) -中？ HA 


L / l( f ， Pi (1) ⑴，…，史 i ” ⑴） 


( 2 ) 


⑴ ，…， fi 2) ⑴）] &， 


因而 


max | ( x ) - ( x ) I ^ Md max I < p \ l) ( x ) - ( p \ 2) ( x ) 


因为編 < 1 ，所以映射 4 是压缩的 • 

由此推出，算子方程 P = 40 在空间 C 〗 中有一解且仅有一 解. 

压缩映射原理应用于积分方程 

(1) 弗雷德霍姆 ( Fredholm ) 方程 现在我们应用压缩映射法来证明第二类弗 

雷德霍姆非齐次线性积分方程 






<- 


t 


t- 


f ( x ) = A J K ( x , y ) f ( y)dy + cp { x ) 

解的存在性与唯一性，其中 K (称为核)与^是给定的函数，/是要求的函数，而 A 是 
任意 参数. 


( 11 ) 


j 


•a 


我们将要看到，压缩映射法只对足够小的参数值 A 有效. 

我们假定 [(%， y ) 与9(%)在上连续，因此 | Kix . y )^ | 我 
们考虑由式 


•: 


g ( x ) = A J K ( x , y ) f ( y)dy + < p { x ) 

给出的完备空间 C [ a ，6] 到自身的映射 g =4/： 我们有 
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Igi (^) 1 2 (幻 I < |A | M(fe - a)max 

-时，映射 4 是压缩的. 


P(gi 9 gi) 

因而，当 A < 


max 


M(b-a) 

从压缩映射原理推知，对于 I A 


的一切 A ， 弗雷德霍姆方程有唯一 


M(b-a) 

的连 续解. 逐次逼近于这个解的函数 / Q ，/； ,•••，/„，…具 有形式 


f n ( x ) = A K(x,y)f n _ l (y)dy + <p(x ) ， 


其中可选取任意连续函数作为/。 ( 幻. 

(2) 非线性积分方程 压缩映射原理可以应用于形如 


f(x) = A K(x 9 yJ(y) )dy + <p{x) 


( 12 ) 


的非线性积分方程，其中 K 与 p 是连续函数;此外，核[关于它的“泛函”变量满足 

利普希茨 条件： 


K(x,y； Zl ) -K(x 9 r ； z 2 ) \ 


z 2 


此时，对于由公式 


g(x) = A K(x,yJ(y) )dy + <p{x) 

J a 

给出的完备空间 C [ a ，6] 到自身的映射 g =4/， 不等式 

I ^ i (^) - gi(x) I ^ I A I M(b - a) max \ f x {x) -f 2 (x) 


(13) 


max 


成立，其中因而，当 I A 


时，映射 4 是压缩的. 


< 


M(b-a) 

(3) 沃尔泰拉 ( Volterra ) 方程 最后我们研究沃尔泰拉型积分方程 


f(x) = A f K(x 9 y)f(y)dy + cp(x) 


(14) 


这个积分方程与弗雷德霍姆方程不同之处在于积分上限为变量^如果我们给函数 
[补充定义 :当: K >%时， =0. 那么，沃尔泰拉方程形式上可看作弗雷德霍姆 
方程的特殊情形. 

但是，在讨论弗雷德霍姆积分方程的情形时，我们当时不得不限制参数 A 取足 
够小的值.然而应用压缩映射原理（及逐次逼近法）于沃尔泰拉方程时，对于一切 A 
值却是无所限制的.确切地说，就是下面所说的压缩映射原理的拓广. 

设 i 是使得它的某次幂 S =，为完备度量空间到自身的压缩连续映射.这时 


方程 


Ax 


有且仅有一^解. 
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事实上，设％是映射 B 的不动点，即价=%.我们有 


Ax = AB k x — B k Ax — B k x 0 —> x (k 


因为 B 是压缩的，所以对任一点％ E 7?，序列 ^ 0 ， S 2 %， S \， …收敛于映射 S 的不 

_ 

动点％.因而， 


LM VV * ~~ VV * 

i\JL — A/ 


这个不动点是唯一的，因为关于 a 的每一个不动点也是关于压缩映射#的不 
动点，而压缩映射^的不动点只可能是一个. 

现在我们再来证明映射 


Af( x ) = A K(x,y)f(y)dy + (p(x) 


的某次幂是压缩的.设/与/ 2 为闭区间 [ a ,6] 上的两个连续 函数. 这时 

|A I \fK(x,y)(My) 

I A \M(x 


Afi( x ) - Afi( x ) 


)max 1/10) -/ 2 0) I ， 




K(x,y) I •由此 

A 2 Mx) -A 2 f 2 (x) I ^ I A | 2 M 2 ^ 


其中 Af 


IMI 


1 /iW 


max 


2 


一般地， 


(b - «) 


A n M n m 


l/l (^) - /2( 太 ） I 

对于任意值 A ，可以选择这样大的数/ I ,使得 

| A \ n M n {b -a) n 


A n M 


打! 


n\ 


其中 


mm 


< 


n\ 


此时，映射，是压缩的.于是，沃尔泰拉方程 （14) 对任何 A 都有解，而且还是唯 


一的 


§5拓扑空间 


1. 拓扑空间的定义与例子 前面我们引进了度量空间理论的基本概念（如极 
限点、接触点、集的闭包等)，这些概念都是基于邻域概念的，或实质上是基于开集概 
念来引进的，后两个概念(邻域，开集）同样地也是在所考察的空间中借助于给定的 
度量来定义的.但是，我们也可以从另一种方法入手，不利用给定集 i ? 的度量而直接 
借助于公理在/?中定义开 集族. 这种方法保证了更多的运算自由，从而使我们得到 

拓扑空间.度量空间虽然也很重要，但它已成为某种特殊的 情形. 

定义 设 1( 某一个集)是“空间承载子” , r ^ X 的子集 G 所成的任一 集族. 如果 
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r 满足下列两条 公理： 

•ii 

1°集 X 本身与空集0皆属于 T ， 

中任意多个(有限个或无限个)集的和 U G a 及任意有限个集的交 h G k 


2 ° 


都属于 T ， 

则称 T 为尤中的拓扑 


集尤与在其中给定的拓扑 r ， 即偶 ( Z ， t ) 称为拓扑空间. 

凡属于集族 r 的集皆称为开集. 

如同度量空间是点集——“承载子”和在此点集引入度量的总体一样，拓扑空间 
是点集和在此点集引入拓扑的 全体. 因此，给定拓扑空间就意味着给出了某集 Z 并 
在其中给出了拓扑 r ， 亦即表明 Z 中的那些子集都被认为是开的. 

显然，对同一集 X 可以引进不同的拓扑，从而把它变为不同的拓扑空间.同时， 
我们把所有相同的拓扑空间 ( X ， r ) 用同一个字母 T 表示. 拓扑空间的元素称为点. 

开集 G 的余集 T \ G 称为拓扑空间 T 的闭集.利用对偶原理(第一章§ i ) ，从公 
理1 °与2 °可推出相应的两条 性质： 

■ 

1. 空集0与全空间 r 是闭的. 

任意多个(有限个或无 I 限个）闭集的交与任意有限个闭集的和也是闭的. 
根据上述定义自然要在每一拓扑空间中引进邻域、接触点、集的闭包等概 


2 


♦ 


念，即 


我们把包含点％ e r 的任一开集 Gcr 称为点％的 邻域; 如果点％ e r 的任一 

邻域都至少包含 mct 中的一点，则点％称为集 m 的接 触点; 如果点％的任一邻域 

都至少包含 M 中异于％的一点，则称％为集 Af 的极 限点; 集的一切接触点的全体 

称为, M 的闭包并记作 [ M ] •不难证明（这个证明留给读者）， M 为闭集（上面我们 

把它#为开集的余集来定义）的充要条件为 [ M ] = M . 也与度量空间的情形 一样， 
[ M ] 是包含 M 的最小闭集. 

习题 证明 :用拓 扑定义的闭包 [ M ] 的运算具有 § 2 定理 1 所说的性质 1)-4). 

例1根据§ 2定理 3'， 任 一 度量空间中的开集满足拓扑空间定义的公理1。与 
2°. 因此，任一度量空间也是拓扑空间. 

例2设 r 是任 意集. 我们将假定它的一切子集皆是 开的. 这时公理1。与2。显 
然成立，亦即我们事实土得到一个拓扑 空间. 在这个空间中的 f 切集伺时既是开的 

又是闭的，也就是说其中每一个集与其闭包相合•例如，§ 1例1中所指的度量空间 

的离散拓扑就具有这种性质. 

} • 

例 3 作为另一种极端的情形，我们来研究任意集尤中只由全空间尤与空集0 
组成的平凡 拓扑. 这里任一非空集的闭包都是全空间 Z . 这样的拓扑空间可称为“黏 

点空间 （np 

例 4 设 r 是由两点 a 与6组成的空间，同时我们认为全空间空集以及由一 


ocrpaHCTBo Toneic)，’ 
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个点6组成的集都是开集.这时公理1°与2°成立.在这个空间（常称为两点连通空 
间）中，这些子集如全空间空集与点 a 都是闭集.单点集 { M 的闭包是全空间7 1 . 

习题 在由两个，三个，四个以及五个点组成的空间 Z 中构造一切拓扑. 

2 - 拓扑的比较 设在同一个承载子 Z 上给定两个拓扑厂与7 2 (从而确定了两个 

拓扑空间7\ = (1，0与 r 2 = ( X ， r 2 )). 如果集族7 2 包含在1中，则称拓扑 q 比拓扑 r 2 

较强 （ 或较细).关于拓，这时就说它比^较弱 （ 或较粗). 

在集 Z 中所有可能的拓扑之总和可按自然方式引进偏序性（如果拓扑 T 2 比拓扑 
A 较弱，那么 r 2 前于7^ ) .其中由一切开集（例2 ) 组成的拓扑乃是这一拓扑总和中的极 
大元素，而只由全空间 X 与空集0两个开集(例 3) 组成的拓扑却是这一拓扑总和中 
的极小元素. 

定理 1 X 中任意一组拓扑的交 r = 门 L 仍是 X 中的拓扑，这个拓扑 r 较拓扑 r a 

a 

中的任何一个都弱. 

证明 显然 ， n &包含尤与0.其次，从对每一个&所取的任意多个和与有限 

a 

个交是封闭的推知 ，r = n r a 具有定理所说的性质. 

推论设 93 是集 X ^任意一组子集，那么在 X 中存在包含 93 的极小拓扑. 
事实上，存在包含 S 3 的拓扑(例如，在其中所有 4 CX 为开集的拓扑即是包含 S 3 
的拓扑).包含93的一切拓扑的交就是要求的拓扑.这个极小拓扑称为由族 S 3 生成 

的拓扑，并记作 r ( 33). 

设尤是任一集而4是它的子集.我们把形如 E S 3 的子集组成的族9^ 
称为集族93在子集4上的迹.容易看出，（在叉中给定的）拓扑 r ( 在4上）的迹是4 

中的拓扑 r A . 因此，任何拓扑空间的任一子集4仍是拓扑空间.拓扑空间 M ， t a ) 称为 
原拓扑空间 ( Z ， t ) 的子空间.显然， Z 中两个不同的拓扑&与7 2 可能在 4 CIZ 中生成相 

同的拓扑.拓扑^称为4中的相对拓扑. 

3- 确定邻域族.基.可数性公理 我们已经看到，在空间 r 中给出一个拓扑，这 
就意味着在 r 中给出一组开集.但在一些具体问题中不给出所有的拓扑而只给出它 
的某一部分常是方便的，亦即只给出某一组开集来唯一确定所有开子集的全体.例 
如，在度量空间中，我们首先引进了开球 U 邻域）的概念，然后把每一点连同其某一 
球邻域都包含在内的那种集定义为 开集. 换句话说，度量空间中的集是开的，当且仅 
当它可表为(有限多个或无限多个)开球的和.特别，直线上的集是开的，当且仅当它 
可表为开区间 之和# 形式.通过这些讨论使我们得到拓扑空间的基的重要概念. 

定义设資为空间 r 的开子集族，如果空间 r 中任一开集可表为安中一些（有 

限多个或无限多个)集的和，则称安为空间 r 的拓扑基. 

例如，所有开球(具有任意中心与任意半径）的全体构成度量空间的基.特别，所 
有开区间族是直线的基.仅具有有理端点的开区间也构成直线上的基，因为任意开 
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区间均可表为这样一些开区间的和的形式，这就意味着直线上任意开集也可以表为 
这样一些开区间的和的形式. 

于是，我们可以指定空间 r 的某一基安来给出 r 的拓扑 r ; 这个拓扑与表为貧的 

和集所成的集族相合. 

在拓扑空间 r =( Z ， r ) 中，任一基灰具有以下两条 性质： 

1 ) 任意一点^ E J 至少属于爹中的一个集 G ; 

2) 如果％ e G . nG . iG ^ G , G 约，那么存在 g 3 e 劣使得 

X ^ G 3 G n g 2 . 

事实上，性质 1) 只不过表示整个 Z 是开的，它一定可表为 貧中 一些集 的和； 由 
G , nG 2 是开的，因而它是基的一些元素之和推得性质 2). 

反之，设 X 是任一集而資是 z 中具有性质1 ) 与2 ) 的子集族.这时，可表为安的 
和集的集族构成 X 中的拓扑(也就是说它满足拓扑空间定义的公理1°与 2°). 

事实上，设 r (^) 为 Z 中所有可表为資的集之和的 全体. 这时空集®与整个尤属 
于 T ( 约，且 r ( 约中任意多个集的和也属于 r (约.我们来证明， r ( 约中任意有限个集 

的交属于 r (约•我们只要对两个集来证明就可以了.设4 = U 心及 B = U &，这 

a P 

H'f -4 n fi = U ( G a C \ Gp ). 由条件 2) 推出，任一 、 G a C \ Gp 都属于 r (罗) • 所以4 nB 也 




于是，我们得到以下结果. 

定理2集尤的子集 G 所成的集族爹是 JT 中的某一拓扑基的充要条件为安具 

有性质 1) 与 2). 

现在假定在空间 r 中给出某一确定的拓扑 r . 在 r 中取具有性质1 ) 与 2) 的开 
集族$作为它的基，显然我们得到 r 中的一个拓扑 T ( 约，这个拓扑或者与原来的拓 
扑相合，或者比原来的拓扑更弱.下面我们来建立 貧正好 产生给定拓扑 r 的条件. 

定理3族贸 =r 是给定拓扑 r 的基的充要条件为它满足下述 条件： 

3) 对于任一开集 G 及每厂点％ E G ， 存在 E 爹使得 x E G X CG . 

证明 如果条件 3) 成立\那么每一开集 G 都可表为如下的 形式： 


G = U G x ， 


xGG 


也就是说$是拓扑 r 的基反之，如果貧是拓扑 r 的基，那么 ，每一 G ^都可表为 
資中集之和的形式•这时，对每一 '点 ％ e G ， 可以求得 E 罗使得 x E G x CG. 

习题 设牙与豸为 I 中两个基（即满足两条性质 1) 与 2) 的两个集族），而 71 与7 2 为由它们确 

定的拓扑.证明力(^的充要条件为对于任意 G t E ^及任意一点 x E G , ，存在 G 2 E ^ 使得 x 
E G 2 dG l . 


①它作为族$元素的空集的和而得到的. 
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例如，利用定理3易证，在任一度量空间中所有开球的全体构成度量空间的拓 
扑基.半径为有理数的所有球的全体也是度量空间的拓扑基.再如，所有有理开区间 
( 即具有有理端点的开区间）的全体可以作为直线上的基. 

具有可数基的空间，也就是在其中至少存在一个由至多可数个集组成的基的这 
种空间，构成重要的一类拓扑空间.我们把具有可数基的空间也称为具有第二可数 
性公理的空间. 

如果在拓扑空间 r 中有可数基，那么在 r 中必有可数处处稠密集，即这样的可 
数集，其闭包是全空间 r. 事实上，设 | gj 是 t 中的可数基.我们在这个基的任一元 
素中任取一点〜.可数集 X =\ xJ^T 中处处稠密，因为不然的话，非空开集 G : T \ 

[ X]不含 Z 中任何一个点，这是不可能的，因 G 是族 I GJ 中某些集的和，而\ e C 

像度量空间一样，我们把具有可数处处稠密集的拓扑空间称为可分的. 

上面证明过的论断的逆命题对度量空间是正 确的： 

如果度量空间 E 是可分的，那么在中就有可数基.事实上，像开球 S(\， 

l/m) 就构成/?中的可数基，其中是可数处处稠密集，而 n 与肌独立地取遍所有 

自然数.于是，下面的定理 成立： 

定理 4 度量空间具有可数基的充要条件为它是可分的. 

根据这个定理，所有可分度量空间的例子也可以看作具有第二可数性公理度量 
空间的例子.对于不可分的有界序列空间(参见§ 1例 9) ，它就没有可数基 • 

注一般说来，定理4对任意 ( 非度*的）拓扑空间是不正确的 •.可 以指出没有 
可数基的可分空间的例子.下面我们就来说明这一点.对于度量空间及的每一点〜 
存在它的邻域可数族 U( 例如，开球族 S ( 心 1//1)) ，具有以下 性质： 对于任一包含点 
^的开集 G, 均可找到族 U 中的邻域，使得它完全包含在 G 中.这样的邻域族称为点 
x 的确定邻域族. 

如果拓扑空间 r 的点％有可数的确定邻域族，则说在这点满足第一可数性公 
理.如果空间 r 的每一点皆有可数的确定邻域族,则空间 r 称为具有第一可数性公 

理的空间. 

任何度量空间，甚至不可分的度量空间，它们都自动满足第一可数性公理•但 
是，在任意拓扑空间中（即使由可数个点组成的空间），第一可数性公理可能不成立. 
因此，我们没有把度量空间中关于从可数处处稠密集的存在推得该空间可数基的存 
在的讨论，搬到任意拓扑空间 上去. 即使具有第一可数性公理的可分拓扑空间，它也 

可能没有可数基. 

设X是一个集而 |M」 为一 集族. 如果 UM a ：)Z， 则 |M」 称为 Z 的 覆盖. 由开 

QE 

(闭)集组成的拓扑空间 r 的覆盖称为开（闭）覆盖.如果覆盖本身的某一部分 
\ M ai \ 构成空间 r 的一个覆盖，则称 I 为覆盖1 MJ 的子覆盖. 

定理5如果 r 是具有可数基的拓扑空间,那么从它的任一开覆盖中可以选出 
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有限或可数的子覆盖. 


证明 设1 丨是空间的某一开 覆盖. 这时任一点 x E ： T 属于某一 0 a . 设 
iGj 是 r 中的可数基•对每一点％ e r ， 存在可数基的元素 G „(%)， 使得％ E G n ( x ) 

C 0 a . 这样选取的集 G „( x ) 的全体是有限或可数的覆盖，从而覆盖全空间 r . 对于每 

个，选取包含它的集 O a 中的一个，我们就得到有限或可数的覆盖11的子 


1 


覆盖.定理证毕 


按照拓扑空间的定义，空集与全空间 r 同时既是开的又是闭的.在其中没有其 
他同时既是开的又是闭的集的空间称为连通空间.直线 R 1 乃是连通空间中最简单 

的一个 例子. 而如果从 R 1 中去掉一个或一些点，那么剩下的空间已不再是连通 


的了 


4. r 中的收敛序列 大家熟悉的度量空间中收敛序列的概念容易搬到拓扑空 
间. 这就是说，设〜，々，•••，〜为 r 中的点列，如果点％的任一邻域含有这个序列从 

某项开始的所有点，则称 r 中的这个点列收敛于这个收敛性概念在度量空间中起 
着奠基性的作用，而在拓扑空间中却不是 这样. 因为在度量空间中，点％是集 MC 

R 的接触点的充要条件为 M 中存在收敛于％的序列，而在拓扑空间中这一般说来不 
成立. 在拓扑空间7 1 中，从％是 M 的接触点（即％ E [ M ]) 不能推出在 M 中存在收敛 
于％的 序列. 作为示例，我们取闭区间[0，1]，并认为它的子集(及空集）是开的而这 
些子集是从[0，1 ] 中去掉任意有限个或可数个点得到的.不难证明，这样取的子集族 
此时满足公理1 °与2°( § 5第1段），也就是说我们得到一个拓扑空间.在这个拓扑 
空间中，只有定常序列 （ 即从某一下标开始，其元素都相 同:％ = % 

收敛(请读者自行证明！）•另一方面，例如，如果我们取半开区间 (0 ，1 ] 作为 M ， 那么 
点0就是 M 的接触点（读者验证之!），但 M 中的任一点列在上述拓扑空间中却不收 

敛于 0. 


的序列）才 


如果我们考察的不是任意拓扑空间，而是具有第一可数性公理的空间（即空间 

_ • 

T 7 的每一点％皆存在可数的确定邻域族），那么，收敛序列“具有恢复自身的权利”. 
这时，任意集 Mer 的每一接触点就可以看作 M 的某一点列的极限.事实上，设 


jo 」 是点的可数的确定邻 域族. 可以认为(不然的话，我们用 n a 代 

/c = 1 

替 OJ •设 〜是 M 中属于 O k (k = l ，2, …） 的任意一点 • 这样的义显然存在，否则^ 
不是 M 的接 触点. 于是，序列 Ud 收敛于1 

• . 

正如我们已经指出，所有度量空间都满足第一可数性 公理. 所以我们也可以对 

度量空间所有这样的概念，如闭包，接触点等，用收敛序列的术语来叙迷. 

5. 连续 映射. 同胚 在§ 1中我们对度量空间引进的连续映射概念自然地可拓 
广到任意拓扑空间上去. 

定义设 I / 为两个拓扑空间，/为空间 z 到空间 y 内的映射.如果对于点 
=/(%)的任一邻域。，可以找到点％的邻域 I 。，使得 /( y ) c 。，则 称映射/在 


r 0 
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点&连续.如果映射/:1->7在每一点％ e 都连续，则称/为连续的.特别，拓扑空 
间 Z 到数直线内的连续映射就叫做该空间的连续函数. 

不难验证，对于度量空间，这个定义实际上就是在§1中给出的，变一个度量空 

间为另一个度量空间内映射的连续性定义. 

我们所给出的定义具有“局部”特性.通过映射/在每一点的连续性来定义/在 
全空间 X 上的连续性.这就是说，一个拓扑空间到另 一 个拓扑空间内映射的连续性 

概念可以用开集的术语来叙述，亦即用这些空间的扑拓术语来叙述. 

定理6拓扑空间 Z 到拓扑空间 F 内的映射/是连续的充要条件为任一开集 G 
CF 的原象(在尤中）是 开的. 

证明 必要性.设映射/是连续的，^为 y 中的开集.我们来证明厂 z / lc ) 是 
开的.设 X 是集尸的任一点而 y =/(%).这时 G 成为点 y 的邻域.按照连续性定义，可 
以找到点 I 的邻域 K ， 使得 /( FJCG ， 亦即 Kcr . 换句话说，如果％ e r ， 则存在这 

点的邻域 K ，它包含在尸中.这意味着厂是开的. 

充分性.设当 Gc F 是开的时，尸=/ M ( G ) 也是 开的. 我们来考察任一点^ G X 
及点 y = f ( X ) 的任意邻域 f / y . 因为 y e %，所以点 X 属于集/ ― 1 ( ① ）. 这个开集也成 

为点％的邻域，它的象包含在 f / y 中. 

注 设; f 与 y 皆是任意集而/是 X 到 y 内的映射.如果在 y 中给定某一拓扑 r 
(即包含0 ， F 以及关于取任意多个和与有限个交为封闭的集族），那么拓扑 r 的原 

S 

象（即所有集/ _1 ( G ) 的全体，其中 G Er ) 是 X 中的拓扑 • 

为了证明这个论断，只要回忆关于原象的和集与交集的定理(参见第一章 §2). 
我们记尤中的拓扑为 / _1 ( r ). 如果这时 X 与7是具有拓扑与 r y 的拓扑空间，那么 

定理6可叙 述为: 映射 y 是连续的，而且仅当拓扑 L 较拓扑/ ( r y ) 强. 

从余集的原象是原象的余集推出定理6的对偶定理. 

定理 6' 拓扑空间 Z 到拓扑空间 y 内的映射/是连续的充要条件为 y 中任一 
闭集的原象(在 Z 中）是闭的. 

不难验证，开（闭）集在连续映射下的象不一定是开（闭）的.例如，我们考察半 

I 

开区间 H [0，1) 到圆周上的映射.这时，它把[0，1)内的闭集 [1/2,1) 变为圆周上 
的非闭集（图 11). 


/⑼ 


1/2 


/(1/2) 


图11 


如果映射把任一开集仍变为开集，则称此映射为 开的. 如果映射把任一闭集仍 
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变为闭集，则称此映射为闭的. 

对于连续映射，也成立类似于大家所熟悉的分析学中关于复合函数连续性的 


定理 


定理 7设尤，: F 及 Z 为拓扑空间，/与 p 分别为尤到 y 内与 r 到 Z 内的连续映 
射. 这时，空间尤到空间 Z 内的映射 〆 /(%))也是连 续的. 

从定理6可立即得到这个定理的证明. 

在§ 1中我们对度量空间引进的同胚概念，也可以拓广到拓扑空间上去，也就 
是说，如果拓扑空间 Z 到拓扑空间 y 上的映射/是一对一的、双方连续的，则/称为 
同胚 映射; 这时空间尤与 F 称为同 胚的. 同胚空间具有同样的拓扑性质，而且从拓扑 
的观点来看，它们简直可以看作同一空间的两种 摹本. 因此，在两个同胚空间中的拓 
扑，可以相互作为象和 原象. 同胚关系是自反的，对称的和传递的.所以任何拓扑空 
间的总体可以分成彼此同胚的空间的两两不相交 的类. 

注两个相互同胚的度量空间所具有的度量性质可以是不同 的①. 所以，其中一 
个空间可以是完备的，而另一个却 不是. 例如，开区间（ -tt/2,tt/2) 同胚于数直线 

(对应的同胚可由函数％ — tg %给出），但这时直线是完备空间，而开区间 
(- H ) 却 不是. 

6. 分离性公理 虽然度量空间中的许多基本概念不难拓广到任意拓扑空间上 

去，但从分析学的任务的观点来看，这种空间毕竟是过于一般的 对象. 这里出现本质 

上不同于度量空间中可能发生的情况•例如，我们已经看到，在拓扑空间中有限点集 
可能不是闭的 （ § 5 第 1 段例 4 ) ， 等等. 

在诸拓扑空间中，可分出其性质与度量空间更为相近的空间来.为此还需要对 
拓扑空间的公理 1° 与 2°( §5 第 1 段)添加某些补充条件.例如，可数性公理就可以 

作为这样的 条件. 这样就可能根据收敛性概念来研究空间的拓扑.另外一些性质的 

要求组成另一重要类型的补充条件，即所谓分离性公理.下面我们依次列举逐渐加 
强的分离性公理. 

公理 第一分离性公理）对于空间 r 任何两个不同的点％与7,存弃点％的 
邻域 R ( 不包含点 y ) 以及存在点： r 的邻域％ ( 不包含点％) . 

满足这个公理的空间称为 空间. 两点连通空间可以作为拓扑空间但不是 7\ 
空间的例子. 

在空间中任何点都是闭集.事实上，如果％ / y ， 则存在点 y 的邻域％(不包 
含％)，即 y 庠[%]•所以|>] =%•因此，在7\空间中任何有限点集也是闭的.并且不 
难验证，公理恰恰等价于所有这些集的闭性要求. 


①空间的度量唯一确定它的拓扑，但反之 不然; 在 z 中给定不同的度量可以得到中同样的拓 


扑 
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前面(参见§ 5第1段)我们已经在拓扑空间 r 中定义了集 m 的极限点％为使 
得交 n m \ U 1非空的点，这里 t / 是点^的任意邻域. 

在不满足公理的空间中，甚至仅由有限个点组成的集 M 可以存在极限点.设 
r 是两点连通空间，其中拓扑由0，丨6丨及 U , M 组成. 这时点 a 是集 m = 的极 


限点 


在空间中上述情形已经不可能发生，亦即下述命题 为真. 

引理点％是空间中集 M 的极限点的充要条件为它的任一邻域 f / 包含 M 

中无限多个点. 

条件的充分性是明显的.我们来证明它的必 要性. 设％是 M 的极限点.假定存在 
点、 X 这样的邻域 f /， 它只包含 M 中有限个点•设 A 02，…，\是除了％本身以外（如 

果这样的％属于 M 的话)所有这 种点. 这时 ， F = [/ - Ui ，…，心1是 X 的邻域，并且 V 
QM \ )^} = 0. 

任一度量空间显然是空间.所以在度量空间中就把引理中所指的性质作为 

集的极限点的定义. 

加强第 一 分离性公理就成为公理 7 V 

公理 r 2 ( 第二分离性公理或豪斯多夫分离性公理）拓扑空间 r 的任意两个不 

同的点％与 y 有不相交的邻域 R 与％. 

满足这个公理的空间称为八空间或豪斯多夫 空间. 任一豪斯多夫空间必是 
空间; 但反之 不真. 闭区间 [ o ， i ] 可以作为7\空间但不是豪斯多夫空间的例子，在这 
个闭区间 [ 0，1 ] 去掉至多可数个点所得到的一切集与空集是 开的. . 

公理 r 3 (第三分离性公理）任意一点与不包含该点的闭集有不相交的邻域 • 

这时，包含 M 的任一开集 f / 称为拓扑空间 r 中集 m 的邻域 • 

对这个公理又可以给出以下等价的 叙述： 

任意一点 x 的任何邻域 f / 包含同一点的连同其闭包也含在 f / 内的较小邻域 • 
读者可以把它作为习题来证明. 

因为任意拓扑空间中的点可能不是闭集，所以第三分离性公理只对满足公理 A 
的空间才有意义.我们把满足两个公理与 r 3 的空间称为正则空间 • 

任一正则空间当然是豪斯多夫 空间; 但反过来不成立.满足下述条件的闭区间 
[0,1] 可以作为豪斯多夫空间但不是正则空间 的例. 在 [ o ， i ] 中除点0以外的一切 
点，都用通常的方法来定义它的邻域，而把从其中去掉形如 l/n(n = l ，2,…）的这样 

的所有可能的半开区间 [0， a ) 作为零的 邻域. 这是一个豪斯多夫空间，但其中点0与 

不包含它的闭集 U / W 不是用彼此不相交的邻域来分离的，即公理 K 不成立 • 

在分析学中，通常不会碰到比正则空间更一般的 空间. 不但如此 ，一 般地说，从 
分析学的观点来看，感兴趣的是满足以下更强要求的空间，这种要求即所谓空间的 

正规性 • 


公理 A (正规性公理）如果在空间中，任意两个不相交的闭集有不相交的 
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邻域，则7\空间称为正规的. 

特别，所有度量空间都属于正规 空间. 事实上，设 X 与 F 为度量空间中的两个 
不相交的 闭集. 对于每一点 X e Jf 有一个与 y 不相交的邻域 A ，因而存在点％到 Y 
的某一正距离 A ，类似地，对于每一点 : K e y 到 z 的距离是 Py . 我们考察分别包含 Z 
与 y 的开集① 


^ = U B ( x 9 p x / 2 ) 与7 = U B ( y , p / 2 ) ， 


xGX 


并证明它们的交是空的.假设 
〜/2,而在 F 中存在点 y 。 使得 P U ， y 。）< p yo /2. 为确定起见， 假设〜 < Py 。. 于是 

p( x oyJo) ^p(x 09 z) +p(^,r 0 ) < p X0 / 2 + p yo / 2 < p yo , 

即％ e fi (， Py 。）• 但这与 Py 。 的定义矛盾.于是命题得证. 、 

由于任一度量空间的子空间仍是度量空间，所以它总具有正规性.一般说来，这 
对于任意正规空间 不真: 正规空间的子空间不一定是正规的.因此空间的正规性没 

有遗传性 

正则性的重要加强乃是所谓拓扑空间的完全正则性，这是遗传性质.拓扑空间 
r 称为完全正则的，如果对于每一个闭集 fcT 1 与每一点％ e rvp 存在 r 上的实连 

续函数/，它在点％等于0，而在 f 上等于1，并且满足条件 0 ^ f ( x )^ L 任一正规空 

间是完全正则 的③; 但反过来不成立•任一完全正则（特别是正规）空间的子空间仍 
是完全正 则的. 完全正则空间的概念是由吉洪诺夫 （ Thxohob ) 引进的，他证明了完 

全正则空间类与正规空间的一切子空间类重合.从分析学的观点来看，完全正则空 

间之所以重要，就在于每一个这样的空间具有“充分多”的连续函数，即对于完全正 

则空间 r 的任意不同的点〜 y ， 存在定义在 r 上的实连续函数，它在这些点取不同的 


unv . 这时在尤中存在点％使得 p ( x 0 , z ) 


E 


值 


7. 在空间中给定拓扑的不同方法•可度量性 在某一空间中给定拓扑最直接 
的方法是直接指出我们假定为开集的那些集，这一组集应当满足公理1。与2。（参见 
§5第1 段). 与此等价的对偶的方法就是指出一组闭集 ，这一 组闭集显然应当满足 
条件1与 2( § 5第1 段). 但事实上这种方法是很少能用得上的.例如，即使在平面 
的情形，也未必能给出所有开集的直接描述（像这种描述对于直线的情形可以做到 

( §2定理 5)). 

给定拓扑的普遍方法在于选择某一个基，实际上就是在度量空间中引进拓扑， 


① 这里，通常用表示 以点％ 为中心 ，/ •为半径的开球. 

② 如果从已知拓扑空间 r 具有性质 p 推出 r 的一切子空间也具有性质 p , 则性质 p 称为遗传的. 

③ 这个 ( 完全不明显）的结论是由以下乌里孙 （ n . c. ypwcoH ) 定理推 得的: 如果 r 是一正规空间 ， f \， F 2 
是 r 的两个不相交的闭子集，那么在 r 上存在连续函数 /,o 矣/(%)矣1,它在心上等于0而在 f 2 上等于 i . 




在这里我们利用度量给出基，亦即开球的全体. 

在空间中给定拓扑还有一种可能方法，这就是在空间中引进收敛性概念.但在 
度量空间的范围内，这种方法不总是很方便.因为正如第4段中所指出的，从某一集 

转到其闭包时不总能用收敛序列的术语来描述.如果对收敛序列概念本身用适当的 
方式加以推广，上述方法就可以成为普遍的方法(例如，参见 [ 29 ] 第二章). 

在拓扑空间中按公理方式定义了闭包运算以后，便可在该空间中引进拓扑.也 
就是说，如果对于每一个 ACZ 有某一个集 [4] 与之对应，则称在集 Z 中给出一 
个闭包运算，[心称为4的闭包,同时从4转到 M ] 的运算具有§ 2定理1中指出的 

性质 1)-^). 在定义了使[心=4这个集的闭包以后，不难证明，这一类集满足性质 
1与 2( § 5第1段），亦即在 X 中事实上确定了一个拓扑. 

给定度量是引进拓扑的一种很重要的方法，虽然远非普遍的方法.正如我们已 
经看到，任一度量空间是正规的而且满足第一可数性公理.但在把这两个性质之一 
去掉的空间中，利用任何度量都不能给出空间的拓扑. 

定义设 r 是拓扑空间.如果 r 的拓扑可以用任一度量给出，则称 r 为可度量 


化的 


根据刚才所说的，空间的正规性与第一可数性公理乃是空间可度量化的必要条 
件•同时，不论这些条件中的任何一个，或甚至两个条件合在一起，它们都不是可度 
量化空间的充分条件.但下面乌里孙定理 成立： 

具有可数基的拓扑空间是可度量化的充要条件为它是正规的. 

上述命题条件的必要性是明显的.充分性的证明，例如可在 [2] 中找到. 


6 - 紧性 


1. 紧性概念下述的海涅-博雷尔 （ Heine - Borel ) 著名引理在分析学中起着 
奠基的作用. 

从数直线闭区间 [ a ，6] 的任一覆盖（由诸开区间所组成）中可以选出有限子 




如果考虑任意开集代替开区间，上述命题仍然 成立; 从闭区间 [ a ，6 ] 的任一开覆 
盖中可以选出有限子覆盖. 

从数直线上闭区间的这个性质出发，我们引进以下重要概念. 

定义设 r 为拓扑空间，如果 r 的任一开覆盖包含有限子覆盖，则称 r 为紧的. 

满足豪斯多夫分离性公理的紧拓扑空间称为紧统. 

我们下面将要看到，任何有限维欧几里得空间的一切有界闭子集与闭区间一样 
具有紧的 性质. 反之，直线、平面、三维空间都是非紧空间最简单的例子. 


设是集 r 的某一子集族.如果这个族的成员之任何有限交非空，则称 
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集 T 7 的子集族 Ml 是有心的.从紧性定义的叙述及对偶原理可推得下面的定理. 

定理1拓扑空间 r 是紧的充要条件为 r 满足条件 (/?): 

( R ) T 的闭子集的任一有心族有非空的交. 

事实上，设 V 」为 r 中闭子集的有心族，且 r 是紧的.这时，集 G a = T \ F a 是开 


集，并且从任一有限个集的交 n 八非空这事实推出任一有限集族$ = t \ f \ 不能覆 

i = 1 

盖全空间 r . 但这时所有 G a 也不能构成覆盖（紧性！ ） ，而这表示 n / 0.于是，如 
果 r 是紧的，则在 r 中条件 (/?) 成立. 反之，设 r 满足条件(幻且 | G a 1为空间 r 的开 
覆盖. 令^ = ne a ，我们便得到 n f a = 0，由此推出族 | 不可能是有心的 （ 条件 

n 

(/?))，即存在 ，…， F n 使得 Q 心= 0. 但这时相应的 G , = r \ F . 构成覆盖 j G a } 的 

有限子覆盖.于是，条件 (/?) 等 1 价于 紧性. 

下面我们来建立紧空间的某些基本性质. 

定理2如果 r 是紧空间，那么 r 的任一无限子集至少有一个极限点. 

证明如果7 1 包含无限集 X ，它连一个极限点也没有，那么在 Z 中可选出可数 

集 A = u ，% 2 ,…），这个集也是一个极限点也没有.但这时集总 =( \，\ +1 ，…）构 
成 r 中闭集的有心族，它有空的交，即 r 非紧. 

定理3紧空间的闭子集是紧的. 

证明设 f 是紧空间 r 的闭子集，丨是子空间 fcr 的闭子集的任意有心 
族. 这时，任一 F a 在 t 中也是闭的，即丨丨是 r 中闭集的有 心族. 因而 ， n F a / 0. 
由此根据定理1推出 f 的紧性. 

因为豪斯多夫空间的子空间仍是豪斯多夫空间，由此得到下述推论. 

推论紧统的闭子集仍是紧统. 

定理 4 紧^在任何包含它的豪斯多夫空间中是闭的. 

证明设[是豪斯多夫空间 r 中的紧集，并设 y 洋兄这时对于任一点 x ^ K , 

存在该点的邻域 R 及点 y 的邻域圪，使得 

u x nv x = 0 . 


邻域％ 构成集[的开覆盖.由于[的紧性，从它的开覆盖中可选出有限子覆盖， 


凡 .令 


U X1 ， 


mm% 


v = v xi n v X2 n 

于是 F 是点 y 的邻域，且不与％1^ 2 1>“01：)尺相交.因而:[幻，这 表示尺 

是闭集.定理证毕. * 

定理3与定理4表明，在豪斯多夫空间类中，紧性是空间的内在性质，亦即任一 
紧统不论在怎样更广的豪斯多夫空间中它仍然是紧统. 

定理5任一紧统是一正规空间. 


n V 


• •癱 




证明设 Z 与 y 是紧统尺的两个不相交的闭子集.重复上面定理证明中所进行 

的推理，这时容易证明，对任一点 y e F ， 存在它的邻域及开集 o y =) X ， 使得 n 
o y = 0. 从而证明了任一紧统是正则的.现设: k 遍历集 K 从集 r 的覆盖 I f / y 丨中选取 
有限子覆盖 u n ，…， u yn . 这时，开集 

o . n 


CD 


n o y 与 0 

Jfl 


ur/ y 


=u 


0 


m m m 


m m m 


满足条件 


0 ⑴ D X ,0 (2) D y 与 0 ⑴门 0( 2 ) = 0 ， 


而这也就表示集尺的正规性. 

2. 紧空间的连续映射 紧空间，特别是紧统的连续映射具有一系列有趣而重 
要的性质. 


定理6紧空间的连续象是紧空间. 

证明设 X 是紧空间，而/是 X 到拓扑空间7内的连续映射.我们来考察象 
/ U ) 的任一覆盖 | FJ ，它们是 /( Z ) 中的开集.令 f/ a =/ _1 (0.集 f / a 是开的（它在 
连续映射下为开集的原象），且构成空间 X 的 覆盖. 由于 X 的紧性，从这些覆盖中可 
选出有限子覆盖 H ，…， U n . 于是集心， F 2 ，…，覆盖空间 Z 的整个象 /( 幻，其 

中 K =/(";)• 

定理 7 紧统 X 到豪斯多夫空间 7 上的一对一连续映射是同胚映射 • 

证明 需要证明 :从定 理的条件推出逆映射 P _1 的连续性.设/^是 X 中的闭集 
而 P = 〆 f ) 是它在 y 中的象根据定理6知 ，尸 也是紧统，因而 P 在 r 中是闭的•这 

样一来，在映射 p - 1 下的每一个闭集 FCX 的原象是闭的.而这也就意味着映射 
的连续性. ^ 

3. 在紧空间上的连续函数与半连续函数 在上一段中，我们谈到紧统到豪斯 
多夫空间内的连续映射.而紧统到数直线内的映射，即紧集上的数值函数，是上述映 
射的特殊情形.对于这种函数，它保持着分析学中熟知的函数在闭区间上的一些基 

本性质. 


定理8设 r 是紧空间而/是 r 上的连续数值 函数. 那么/在 r 上有界，并且在 
r 上达到上确界和下确界. 

证明连续函数是紧空间 r 到数直线 R 1 内的连续映射 • 根据一般的定理6 , r 
在 R 1 中的象是紧的.但正如读者在分析教程中已经知道(也可参阅§7第2段），数 
直线的紧子集是闭的并且有界，所以它不仅有有限的上确界和下确界，而且还包含 

这些界.定理证毕. 

习题设[是紧度量空间而4是映尺到自身，并且使得当 时， 〆 如，办） < P ( sy ) 的映 
射.试证映射4在尺中有唯一的不动点. 

上述定理8的结果也可以推广到更广的函数类上去，也就是推广到所谓半连续函数上去 • 
如果对于任意£>0,存在点％的邻域，在这个邻域中有/(%) > f ( x 0 ) (或 
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/ U ) V (^ o ) +^)，则称函数 / U ) 在点％是下半连续的（或上半连续的). 

例如，、的整数部分”这一函数 / U ) 是上半连 续的. 如果连续函数在任意 一点〜 的 

值 /(〜） 增加(减少），那么我们就得到上(下)半连续的 函数. 如果/(%)是上半连续的，那么 - f ( x ) 
就是下半连 续的. 我们立即可以从这两个结果构造出很多半连续函数的例子. 

在研究实函数的半连续性时，假定它可取无穷值是方便的.如果/(%) = -00 ，那么我们就认为 

函数/在点％是下半连续的;而如果对于任意 A >0, 存在点％的邻域，在这个邻域中有/( X ) < -九， 
那么就认为函数/在点&是上半连续的. 

如果 /(〜） = 

%的邻域，在这个邻域中有 /( 幻>/1，那么就认为函数/在点％是下半连续的. 

设/(%)是度量空间及上的实函数.量(有限的或无限的 ）lim [ sup /(%) ] 称为函数/(%)在点 

£ ： —>0xEB(xQ 9 ff) 


，那么就认为函数/在点〜是上半连续的;而如果对于任意的九 > o , 存在点 


的上极限/ (%)•类似地可定义下极限 /(〜） ，只要把上极限中的上确界换成下确界.差 

o > Ah ) = 7( h ) -/(%)(如果它有意义， b 卩如果数 /■ (〜）与/(%)不等于同一符号的无穷 
值)称为函数 /( 幻在点％的振幅.不难看岀，函数/(%)在点％连暴的充要条件为0>/(〜） =0( 即 

- 00 <•/* (%0) = •/*( 欠0 ) < 00 )• 

对于给定在度量空间上的任意函数/(幻，函数/ (幻是上半连续的，而函数 / U ) 是下半连 
续的.这容易从上极限与下极限的定义推岀. 一 

我们来考察度量空间 M ， 它的元素 X 是给定在闭区间 [ a ，6] 上的一切有界实函数 p (0. M 中 
的度量由等式 


岭)—岭⑴ | 

给出. 我们把％上的函数通常称为泛函，以区别于 M 的元素函数 〆 0 

我们来考察半连续泛函一个重要的例子. 

我们把曲线: K =/( x ) ( a ^ x ^ b ) 的长定义为泛函 


p( x ,y) = p(^,fA) 




其申上确界(它可能等于 + oo ) 按区间 [ a ,6] 上的一切可能分划来取.这个泛函在全空间 M 有定 
义.对于连续函数，上述泛函与极限值 


lim 


相等. 最后，对于具有连续导数的函数，它可以写成形式 


泛函 UC /) 在 m 中是下半连续的，这容易从它的定义推出. 
现在我们把上面的定理8推广到半连续函数上去. 


定理 8 a 在紧7\空间 r 上的下（上)半连续有限函数是下(上）有界的 
事实上，假定 inf /(幻 = -a •这时存在序列,使得/(\) 


因为空间 r 是紧的，所以 
它的无限子集 U „} 至少有一个极限点％ (定理 2)• 根据假设条件，函数/有限且下半连续,所以存 
在点％的邻域 V ，使得当 xBU 时 /( 幻 > f ( x 0 ) -1. 但这时邻域 t / 可能只包含集有限个点, 


< 
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而这与点％是这个集的极限点矛盾. 

对于上半连续的情形也可类似地证明. 

定理 8 b 在紧空间 r 上的下（上）半连续有限函数达到自己的下（上）确界. 

设函数 /( 幻是下半连 续的. 这时根据定理 8 a ， 它有有限下界，并且存在序列，使得 f ( x n ) 

^inf/(%) + l/n. 

因为 T 7 是紧的，集 UJ 有极限点％.如果/(% ) > inf /， 那么，由于函数/的下半连续性，存在点 
〜的邻域及5>0,使得当 x G "时， /(幻>111£/+&但这时邻域£/不可能包含集卜」的任何一 

个无限 子集. 因而/(%) = inf /，这就是所要证明的. 

4. 可数紧性 我们引进下面的定义. 

定义如果空间 r 的每一无限子集至少有一极限点，则称 r 为可数紧的. 

在第1段已经证明的定理2表明 ，任一 紧空间是可数紧的.一般说来反之不真. 

下面看一个是可数紧的，但不是紧空间的“传统的”例子.考察小于第一个不亩数序 

_ 

数叫 的一切序数 a 所成的集合尤我们把满足不等式 a < y </5 的一切序数 y 的全 
体称为 X 中的开区间 ( a ，#). 任意多个开区间的并称为 Z 中的开集.容易验证，所构 
成的空间是可数紧的，但不是紧的. 

紧性与可数紧性概念之间的关系由下面的定理就变得明显了. 

定理9拓扑空间 r 是可数紧的充要条件为以下两个条件中的任何一个 成立： 

1) 空间 T 7 的任一可数开覆盖包含有限子覆盖. 

2) 中闭集的任一可数有心族具有非空的交 • 

证明条件1 ) 与 2) 的等价性可直接从对偶原理推得.其次，如果 T 7 不是可数紧 
的，则重复证明定理2的论证，我们就证得 T 中存在具有空交的闭集的可数有心族. 
于是条件 2)( 也是条件1 )) 的充分性得证.下面证明条件 2) 的必要性.设 r 是可数 


紧的而是 r 中闭集的可数有 心族. 我们来证明 ， n R # 0，设軋= riF,.M 

Th k ~ \ 

然，所有軋都是闭的、非空的（由于 I 的有心性），且构成非递增族 ^ D 0 2 D •, 

, • 

▼ 

同时 n 軋 = n 于是有两种可能 情况： 

n n 

1 ) 从某一下标％开始 




这时，显然 n ^ = 0 no ¥^ 0 . 

n 

2) 在軋中有无限多两两互异的这时只要考察所有是互不相同的情 




形•设 


.1 


X G 1 

n ^ n ' ^n+1 ? 

i • 

*■ b 

，： :, 

" . • •• 

序列乃是 r 中不同的点组成的无限集.由于 r 的可数紧性 , UJ 应当至少有一 
个极限点.比如说〜因为軋包含所有点\八 +1 ，…， 所以％ 是軋的极限点.由于 
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轧的闭性，％ e 化从 而， Hr 

n 

这样一来，开覆盖本身的“性态”既刻画了紧空间也刻画了可数紧空间.虽然在 
这两种空间中都可从开覆盖中选出有限覆盖，但在第一种空间谈到的是任意覆盖， 
而在第二种空间谈到的仅是可数覆盖. 

虽然在一般情况下不能从可数紧性推出紧性，但以下事实成立. 

定理10 对具有可数基的空间来说，紧的概念与可数紧的概念是一致的. 
事实上，从具有可数基的空间 r 的任一开覆盖中，可选出可数子覆盖 （ §5定理 
5). 而如果空间 r 也是可数紧的，那么，从这后一条件，根据定理9可选出有限子覆 
盖.从而证得 r 是紧的. 

注拓扑空间的可数紧性的概念在事实上（与紧性相反）是不很合适也不很自 

然的.它的出现说成“按照惯性”，然而，对于度量空间（如同对于具有可数基的空间 
一样），紧与可数紧这两个概念是一致的（这将在下一节证明）.同时，对于度量空 
间，紧性概念最先正是这样给 出的: 对于每一个无限子集皆存在极限点，亦即是照可 
数紧定义给出的.从度量的情形“自动”地把这个定义转到拓扑的情形就得到可数紧 
拓扑空间的概念.有时候在文献中，尤其是比较古老的文献中，把术语“紧性”理解为 
“可数紧性”，而在我们的术语中，紧拓扑空间就是从任一开覆盖中可以选出有限子 
覆盖的空间，称它为重紧空间.同时把紧豪斯多夫空间（即紧统)就叫做重紧统，而对 
紧度量空间保留“紧统”的术语.我们将沿用前面引入的这些术语（紧性，可数紧 
性）； 同时我们还将紧度量空间也称为紧统，而当希望特别强调存在度量这种情况 

时，就称为“度量紧统”. 

_ 

_ 

5. 准紧集 如果 m 是某一豪斯多夫空间 r 的一个非闭集，那么 m 不可能是紧 
的.例如，数直线上的任一非闭子集都不是紧的.但可能出现 T 7 中这样的集 M ， 它的 
闭包 [ M ] 具有 紧性. 比如数直线上或 n 维空间中的任何有界子集就满足这个条件 • 
我们引进以下的定义. 

定义设 m 为某一拓扑空间 r 的一个集.如果 m 的闭包在 r 中是紧的，则称集 
M 为准紧的 （ 或相对于 r 是紧的）.类似地，如果任一无限子集 ACM 至少有一个极 
限点（它可能属于 M 但也可能不属于 M ) ，则称 M 在 r 中是可数准紧的. 

显然，准紧的概念(和紧的概念不同）与我们在其中考察给定的集的空间 T 7 有 
关.例如开区间 (0 ，1 ) 中的有理点集，如果把它看作数直线上的子集是准紧的，而作 

为一切有理数空间的子集就不是准紧的. 

_ 

■ 

在度量空间的情形中，准紧概念是最本质的.我们将在下一节讨论它. 


，即 fl ^/0 


0 


义0 


7. 度量空间的紧性 


1. 完全有界性 由于度量空间乃是拓扑空间的特殊情形，所以我们在上一节 
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中，对推广到拓扑空间的一些定义和事实进行了讨论.在度量空间的情形，紧性与完 
全有界性概念有着紧密的联系.现在我们引进完全有界性概念. 

设 M 为度量空间中的某一个集，而 s 为某一正数.如果对任一点 a ; E M ， 至少 

存在一点 a 使得 


p(x,a) ^ s, 


则称集4为/?中 M 的 e 网 .（ 集4不一定包含在 M 中，且甚至可能与似没有一个公 
共点. 但是，有 M 的某一 e 网就可以构造 h 网 BCM .) 

例如，整数点构成平面上的 1/ W 网.如果对任意的 e >0,存在 M 的有限 s 网，则 
称 M 为完全有界的.显然，完全有界集作为有限个有界集的和必为有 界集. 反之 ，一 
般说来不成立，如下面的例2说明了这一点. 

下述明显的注常常是有 用的: 如果集 M 是完全有界的，那么它的闭包 [ Ml 也是 
完全有界的. 

从完全有界性定义立即推得，如果度量空间/?本身是完全有界的，那么它是可 
分的.事实上，对每一个〃，在/?中构造有限的 1//1 网.按所有的 n 求得的这些网的和 
乃是 R 中的可数处处稠紧集.因为可分的度量空间具有可数基 （ §5定理4)，所以我 

们得到任一完全有界度量空间具有可数基. 

例1 〃维欧几里得空间中的完全有界性与通常的有界性一致，即与可以用充 
分大的立方体把给定的集包含在内一致.事实上，如果把这样的立方体分成棱为 s 

的小立方体，那么这些小立方体的顶点在原立方体中构成有限的网•自然 

• , 

这意味着它也构成位于这个立方体内部任一集的有限 ( v 02) e 网. 

例2 在空间4的单位球 S 中，我们给出一个有界的但不是完全有界的例子 • 
事实上，我们来考察 S 中形如 


= (1，0,0,…，0,0,…）， 
e 2 = (0，1,0,…，0,()，•••）, 




=(0,0,0,…，1,0,…）， 


■i 




的点 


任何这样的两点与、（〃//71)之间的距离都等于及，由此可见，对于任意的 

< V 5>2, 在 S 中不可能有有限的 e 网 • 

例3考察空间/ 2 中满足条件 


〜 x 2 ^ 1/2,…， UJ < 1/2〜" 

，…）所成的集 n . 这个集称为空间 z 2 的基本平行六面体(希尔 


的点欠 = (%1 9 X 2 , 
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伯特 ( Hilbert ) 砖). 它可以作为无限维完全有界集的例子.我们用下面的方法来证明 
这个集的完全有界性. 

设^ >0已 给定. 我们选取这样的 n ， 使得1/2“ < s /2 .对 n 中的每一点 


^V* | /V* /V* • • • /V* • • • | 

x 一 ，又2， J X n 9 ) 


(1) 


使同一个集中的点 


( 


，…，〜，0,0,…） 


( 2 ) 


与之对应.这时 


p(x,x*) 




2 n ~ l 2 


n 中形如 ( 2 ) 的点所成的集 IT 是完全有界的（如 n 维空间中的有界集一样 ) .在 IT 
中选取有限的 e /2 网，显然，它同时也是整个 n 中的 e 网. 

紧性与完全有界性 

定理 1如果度量空间是可数紧的，那么它是完全有界的. ' 

证明 假设/?不是完全有 界的. 这意味着对某一占。 >0 在/?中不存在有限的 A 
网•在/?中任取一点〜于是，在丑中至少存在这样一点，比方说 d 2 , 使得 p ( A ， a 2 ) 
>左 0 (否则点 A 是/?的 e 网）. 其次，在中可以找到这样的点％，使得 p ( ai ，( Z 3 ) > 

^0 及 pi a 2 ,%) > Sq . 否则，一对点 ， a 2 是/?的石 。网. 如果点 

么可以选取 a A + 1 E /?，使得 + >6 r 0 




, a k 已经固定， 


• • • 


1， 


1 ，2，…， k . 

这一构造给出无限序列％，《 2 ，…，因为当 i 时 ，〆 ％ ，巧） > Q ，所以这个序列 

连一个极限点也 没有. 因而/?不是可数紧的.定理证毕. 

于是，我们证得度量空间的可数紧性蕴涵完全有界性，可数紧性本身显然蕴涵 
可数基的存在. 

根据§ 6定理10,由此我们得到下面重要的结果. 

推论 任一可数紧度量空间是紧度量空间. 

我们证明了完全有界性是度量空间紧性的必要条件.这个条件不是充分的.例 

如，具有两点通常距离定义的闭区间 [0,1 ] 上的有理点集合是完全有界的，但它不是 
紧 的:这 个空间的点列 




0, 0.4,0. 41 ,0.414,0. 4142, •••, 

即趋于数 A - 1的十进位小数序列，在有理点集中没有极限点.但下面的定理成立. 

定理2 度量空间/?是紧的当且仅当它同时 满足： 

1) /?是完全有 界的； 

2) /?是完备的. 

证朋完全有界的必要性已经证明.完备的必要性是明显的.事实上，如果 UJ 
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是/?中没有极限的基本序列，那么这个序列在/?中连一个极限点也没有 • 

现在我们来证明，如果/?是完全有界和完备的，那么是 紧的. 根据定理1的推 
论知道，为此只要证明/?是可数紧的就可 以了. 即证明/?中的任一点列至少有 
一^个极 限点. 

在/?中所构成的1网中的每一点的周围作半径为1的闭球.因为这些球覆盖全 
空间/?，而它们的个数是有限的，所以这有限个球中至少有一个，称它为 A ，包含序 

的某一无限子序列 A (1) ，…，•••.其次，在足中选取1/2网并从这网中的 
每一点周围作半径为1/2的闭球.这些球中至少有一个球，称它为 B 2 ，包含序列 

1^1的无限子序列4 2) ，…，％ i 2) ，….再次，存在中心在 B 2 中、半径为1/4的闭球 
B 3 ，包含序列 k 2) 丨的无限子序列4 

有相同的中心，但半径比它大两倍的闭球圮.不难看出，球 < 一个嵌入到另一个中 


々，… ，等等 • 现在考察与每一个球圯具 


3 


由于空间完备，所以交 ru „ 非空且由一点％组成.这点就是原来序列 uj 的极 

n = 1 

限点，因为它的每一个邻域包含某一球 a ，而这意味着包含序列 UJ 的无限子序列 


3. 度量空间中的准紧子集 在上一节中，我们对任意拓扑空间的子集所引进 

的准紧概念可特别应用于度量空间.同时，可数准紧概念在这里显然与准紧概念是 

一 致的.我们指出下面简单的重要事实. 

定理 3完备度量空间中的集 M 是准紧的充要条件为它是完全有 界的. 
从定理2及明显事实，即完备度量空间的闭子集仍是完备的立即得到定理的 


证明 


这个定理的意义在于证明某集的完全有界性一般要比直接证明某集的准紧性 

容易.此外，对于分析学中的应用，准紧性通常是重要的. 

4. 阿尔采拉 ( Arzeld ) 定理 在度量空间中关于某集紧性的问题是分析学中相 

当普遍的问题.然而，企图直接应用定理2却不是一件简单的事.因此，对于具体空 

间的集给出紧性(或准紧性)在实际应用中更为方便的特殊的判别准则是有益的 • 

我们已经看到，^维欧几里得空间中集的准紧性等价于它的有 界性. 但对于更 

广的度量空间来说，这个断语不真. 

在分析学中，空间 C [ a ，6] 是最童要的度量空间1 一. 对于它的子集来说，重要 
而常用的紧性判别法则是由所谓阿尔采拉定理给出的•为了叙述这个定理，我们要 
用到以下 概念. 

, 4 - 

设少为定义在某一闭区间 [ a ，6]上的函数 p 所成 的族. 如果存在数 A 使得对 

■ 

所有的％ e [«，6]及一切 p e 少，不等式 


I 心 ） I < K 


成立，则称函数族少是一 '致 有界的 
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如果对于每一个 e >0, 可以找到3>0,使得对于 〆 々，々） < S 的 [ a ， fc ] 中的一 

切 点〜与 h 及一切 < p 巳 < P , 不等式 


I ^(^i) - (p(x 2 ) 


< S 


成立，则族0 = k 1称为等度连 续的. 

I 

定理 4( 阿尔采拉）在闭区间 u ，6] 上定义的连续函数族少在 C [ a ，6] 中是准 

紧的充要条件为该族一致有界且等度连续. 

证明必 要性. 设族少在 C [ a ，6] 中是准 紧的. 这时根据上一定理，对于每一个 
正数 I 在族0中存在有限 e /3 网 
的连续函数是有界的，即 \( pXx ) | 

K + e /3 •按 e /3 网的定义，对任一 p E 0，至少有一 A ， 使得 

I (p(x) - (pi(x) | ^ s/ 3 . 


每一个函数 A 作为闭区间 [ a ，6] 上 


，屮 2 ，•••，屮 k 


令 K = 


ax 


ini 


p (< p ^< Pi ) = 


max 


txj 

因而， 


s 


s 


I ^p(x) I ^ I (pi(x) 




彡 K 


于是，少是一致有界的 


其次，因为形成 e /3 网的每一个函数 R 是连续的，从而在 [ a ,6] 上是一致连续 
的. 所以对于给定的 e /3 ，存在这样的次，使得当 | % 


<&•时， 


一欠 2 


I 叭 ( 尤 1) - (pi{x 2 ) I < s/3. 

设 S = min 表•对于任意函数 p E 少，可 选取❼ 使得/9(史，(^) < s /3. 于是，当 

-戈 2 I <5时，就有 

I ^p(^i) - <p(x 2 ) I 

■ 

^ 丨屮（义 1) - I + I (Pi{x x ) - (pi(x 2 ) I + I (Pi(x 2 ) - (p{x 2 ) I 


^1 


< s/3 + s/3 + s/3 = s. 

少的等度连续性也就得证. 

充分性•设0是一致有界且等度连续的函数族.根据定理3,欲证它在 C [ a ,6] 
中的准紧性，只需证明，对任意的 e >0 ， 在 C [ a ， 6 ] 中对于它存在有限 s 网.设对一切 

p E 少有 | < p { x ) | <尺，并设5 >0是这样选取的，当 | 〜 -% 2 | <5,对于 一 切 (p B 0 

都有 < e /5 •在％轴上，用点 I 
6] 分成长度小于 S 的小区间，并通过这些点引铅垂线.在 y 轴上用点 y() =： - K < yi < 

< y m = 尺分闭区间 [ -[，幻为长度皆小于 e /5 的小区间，并通过这些分点引 
水平 直线. 于是，矩形 a ^ x ^ b , 被分成水平边小于 S 与竖直边小于占/5 

的小 矩形. 现在使每一个函数 p E 少对应于顶点在 U ， y ,) 处（即在所构造的网的节 


6把区间 [ 


-a <% x <x 2 < 


<x 




• • • 


0 


Jl < 
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点处)且与函数 P 的偏差小于 e/5 的折线少(4 (这样的折线显然存在) • 

因为根据上面的构造， I < p ( x k ) - if /( x k ) I < s / 5 , I < p ( x k + l ) - il /( x k + l ) I < s / 5 9 

I < p ( x k ) -( p ( x k + l ) I <占/5,所以 


I H x k) - ^( x k + i) I < 3 ^ /5 - 

由于 点〜与〜 +1 之间的函数少(4是线性的，所以对一切％ 皆有 I 少 U) 

- if /( x ) I <3^/5. 

现设％是闭区间 [a ，6 ] 的任意一点 ，而义 是我们上面选取的分点中从左边最接 
近于％的一个分点.这时 

I (p(x) - | 

I (p{x) - (p{x k ) I + I (p{x k ) - lf/(x k ) I + I lf/(x k ) - lf/(x) 


^ s 




因此，折线少 (X) 关于少构成 6T 网. llf ( x ) 的个数显然是有 限的. 于是少完全有界.定 
理全部 证毕. 


5. 佩亚诺 ( Peano ) 定理 作为阿尔采拉定理应用的一个例子，我们来证明下述具有连续右 

端的常微分方程解的存在性定理. 

定理 5( 佩亚诺）设给定微分方程 


dr 


(3) 


十 = f(x ， y) 


6x 


V 




如果在某一有界闭区域 G 中函数/连续，那么方程 (3) 至少有一条积分曲线通过区域 G 的任一内 

点（％，7 0 ). 

■ 

证明 因为函数/在有界闭区域中连续，所以它 有界： 

\ f ( x 9 y ) 




y 


< M = const 




及％ = 6 使得由它们 


通过点(％，7。）我们分别引斜率为 M 与 - M 的 直线. 其次，引铅垂线 

截出的具有公共顶点(巧 ， y Q ) 的两个三角形完全包含在 G 中. 

这一对三角形构成△闭集. 

现在我们对给定方程用下面的方法构造所谓欧拉 （ Euler ) 折线 :从点 （％ ， y Q ) 引斜率为/(%， 

7。）的直线.在这条直线上选取某一点 (h ) ，并通过该点引斜率为/*(々 ) 的 直线. 在此直线上 
取点 (〜 y 2 )， 引通过它且具斜率为 /( h ， y 2 ) 的直线，等 等. 现在考察通过点 (〜， y Q ) 的欧拉折线序 
列 A A ，…， L n ，… ，使得当 k —00 时折线 A 中最大的节段长趋于零 •设仏 是以折线 A 为其图像 

的函数.函数 A ，史 2 ， 


，…具有以下 性质： 

1) 它们定义在同一闭区间 [ a ，6] 上， 

2) 它们是一致有界的， 

3) 它们是等度连 续的. 

根据阿尔采拉定理，从序列中可选出一致收敛的子序列.设这个子序列是 〆 U ，史 (2) ， 


，屮 k 


(k) 


<P 


^< p { x ) = linV fc ) (%) •显然 #(%) 剩下验证 p 在闭区间 [ a ，6] 上满足给定的微分 方程. 
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为此需要证明，对任意右> 0 ,当量 | x " | 充分小时， 

\ < p ( x ,r ) - ( p ( x f ) 


— /(尤 X %’） ) 


< e 


〃 


x - x 


为证明这一点，需要证明，当差 


' 丨充分小时，对充分大的 k ， 有 


ff 


X — X 


W ) ~< P ( k ) ( x f ) 

tt f 

x - X 


-/ W fc ) ( o ) 


< e 


因为 / 在区域 c 中连续，所以对任意 £ T >0, 可以找到 77 >0,使得当 U-〆I <2 V 及 | r -/ 
时，有 


< 


f 、 x ’ - s < f { x ， y ) < f ( x f , y f ) + e , y f = < p { x f ). 

满足不等式1% I <277 及 I y -/ I <4M V 的点 (〜 y ) e G 的全体乃是某一矩形 G 现设 K 
如此大，使得对于一切 k > K ， 


I (p(x) - <p {k) {oc) I < 2Mrj ， 


并且折线 A 的一切节段的长都小于 77. 这时，当 
完全位于 (？ 的内部. 

其次，设(》。， 6 。），（〜,^) ,--,( a „ + 1 ， 6 „ + 1 ) 为折线 A 的顶点，并且 


； I <27；时，对于 Ai > 尺的一切欧拉折线 〆 


X ^ X 


彡/ < 


// 


1 < 


< 


< 




0 


2 


n+1 


n 


(为确定起见，我们认为的情形可类似地讨论).这时，对于相应的函数 〆 fc) ，我们有 


等式 


9 {k) i a \) - <P (k) (x f ) =/(a 0 ^o) ( a i 

(«i + i) ~(p {k) (^i) =/(oi,^)(a 

< P ik) ( xf， ) - ( P ( k ) ( a n ) = f ( a n 9 b n ) ( x f, - a n ) 

由此可见，当 \ x N — x f I < 17 时，便得 


')， 


— X 


⑷ 


) ， Z = 1 ， 2, 


，n _ 1， 


<P 


畢 • ■ 


i+1 


[/(/， 〆） - («1 - X f ) <( p {k) ( aj ) - ( p (k) ( x r ) 

< [/ W ) + ^](«! - x 1 ), 

- a i) << P ( k ) ( a i+l ) - < p {k) { a ：) 


[/ W ) ~ ^]( a 


1 + 1 


<[/ W ) + d ( 


) 


a 


i+l 


* i = 1，…， 




[/( A /) - s ]( x ff - a n ) W ) - cp ( k ) ( a n ) 


<[/(?，/) 


把上面不等式加起来，得到 


[/( 〆 ，/) - e ] ( x ,r - x r ) <( p (k) ( x r, ) - < p {k) ( x f ) 

< [ fix ' y ) + e ] (x 


ft 




一 X 





这就是要证明的. 

欧拉折线不同的子序列可能收敛于方程 (3) 不同的解.所以，通过点（％ ， y 。） 所得到的方程/ 
= f { x , y ) 的解一般说来不 唯一. 

6. 一致连续性.度量紧统的连续映射 对于度量空间到度量空间内的映射，特 
别是对于在度量空间上的数值函数，除连续性概念外，对分析学来说 ，一 致连续性概 
念具有重要的意义.度量空间 Z 到度量空间 F 内的映射 F 叫做一致连续的，乃指对 

任意 s >0,可以找到5 >0,使得当仏（七 ，:* ； 2 ) <5时 ， F ( x 2 )) <〆 这里 

为 x 中的距离，而 p 2 为 y 中的距离），并且 s 仅与 e 有关而与〜 无关 • 

■ % 

习题证 明:数 值函数 F (幻 = sup 在空间 C [ a ,6] 上是一致连 续的. 

a^i^b 


对于度量紧统的连续映射，下述定理成立;这个定理拓广了初等分析教程中大 
家所熟知的关于闭区间上连续函数的定理. 

定理6度量紧统到度量空间内的连续映射是一致连续的 • 

证明设度量紧统尺到度量空间 M 内的映射 F 是连续的，但不一致连续.这意 
味着对某一 s >0及每一个自然数 n ， 在尺中可以找到这样的点心与 <，使得 
Pl (\ 乂） < l / n ， 而且同时有为[中的距离， P2 为你中 

的距 离). 由于尺的紧性，从序列中可选出收敛于某点 xEK 的子序列•这 
时 X 」也收敛于％.于是对每一 ft , 不等式 * 

p 2 {F{x) ,F(x nk )) ^ e/2, p 2 (F(x) ， F(x’ nk )) ^ s/2 

中必然至少有一个成立，这与映射 F 在点 x 的连续性矛盾. 

7. 拓广的阿尔采拉定理 设是两个度量紧统，而为紧统 Z 到紧统 r 内 

所有连续映射/所成的集.在 Cm 中利用公式 - 

p ( f 9 g ) 






引进距离 


这样，不难验证， Q〆 变为度量空间. 

定理 7( 拓广的阿尔采拉定理）集 /) C 是准紧的充要条件为 /) 中的函数/ 
是等度连续的. 

定理的后一部分表明，对任一 ^>0必存在5>0,使得对/?中的任何/与 X 中的 
任何/与/，从 


V.. 




(4) 


p ( x f 9 x f, ) < S 


推出 


t.. 


(5) 


p ( f ( x ) ，/( 〆 ’）） 


■> 


证明必要性像定理 4 那样证明. 

我们来证明充分性.为此把嵌入到空间1^中，其中是紧统 z 到紧统 y 
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内一切映射所成的集合，而且它具有在中引进的同一度量 

Pifyg) = SU^p(/(^) ,g(x )) , 

并证明集 Z ) 在中是准紧的.因为 C # 在中是闭的®，所以从集 Z ) 在中的 
准紧性推出它在 C zy 中的准紧性. 

任给 s >0 并选取这样的 S ，使得对/>中所有的/及 Z 中所有的 〆 ，，从 ( 4 ) 推出 
(5) .容易看出， Z 可表为有限个不相 交集尽 的和，使得从 /，%〃£ 尽推出 p(«) 
<5. 事实上.，为此只要选取点 a ，% 2 


使得它们在 X 中构成 S /2 网，并假定 


• • • /V* 

，，义 


Ei = B(x i9 S/2) \ n B(xj,S/2 ), 


8 


其中 SU ， S /2) 是中心为 & ，■^为半径 的球. 

现在我们考察紧统 r 中某一有限的 e 网 yi ， y 2 ，…，，并设 L 是函数 g (幻在集 
E , 上取值为％的集合.这种函数的个数显然是有 限的. 我们来证明，它们构成中 

关于集 D 的网.事实上，设/ e D . 对巧，…，、中的任 一点力 可以找到 yi ， 

中的点30,使得 P (/( A ) A ) 

设选取这样的函数 g e L ， 使得 g ( Xi ) = y r 这时，如果选取 i 使得 ％ e 尽，那么 

p(f(x) ,g(x)) 

^ p(f(x ) ，/(^) ) + p(f(xi) ,g{x t ) ) + p(g(xi) ,g(x) ) < 2s. 

由此推出，有限集 [ 的确是/?的网.于是， /) 在中是准紧的，从而在 C XY 
中也是准紧的. 


m 


<s 


8. 度量空间中的连续曲线@ 


设给定闭区间 a ^ t ^ b 到度量空间/?内的连续映射 

p 

当 t 从 a 到6“跑过”闭区间时,对应的点尸就“跑过”空间/?中的某一“连续曲线”.我们将结合现 
在所说的粗略想法给出曲线精确的定义.曲线上的点所处的次序对该曲线来说是本质的.例如， 
图12所描绘的同一集合，若按图13与图14所指的走向遍历这个集合，我们就认为是不同的曲 
线.作为另一个例子，我们来考虑图15所描绘的，定义在闭区间 [0,1] 上的实函数.这个函数定义 
了一条位于 y 轴的闭区间 [0,1 ] 上的“曲线”，它与从点0到点1行进一次的上述闭区间这一条直 
线不同，因为前一曲线在区间 [4， B ] 上通过三次 ( 两次往上、一次往下). 


① 这是因为一致收敛的连续映射序列的极限仍是连续映射，上述命题乃是分析学中著名定理的直接拓 

广，并且证明也和这个定理 一样. ‘ . 

② 这一节的内容与后面的讨么无关，读者根据自己的意愿可以略去不读. 


8. 度置空间中的连续曲线 
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图13 


m 14 


图12 

但是，当空间的点以同样次序遍历时，我们将认为“参数、的选择是非本质的.例如，在图15 
与图16中所描绘的函数都定义了位于 y 轴上的同一条“曲线”，虽然在图15与图16的情况下， X 寸 

应于曲线上任意一点的参数值 t 可能不同.例如，在图15的情况下，点4对应 t 轴上两个孤立点, 
而在图16的情况下对应 f 轴上一个孤立点以及位于这点右边的一线段（当《遍历这个线段时，曲 


线上的点停留在一个位置上).（在以后讨论曲线族的紧性时，允许 P =/( G 有这样的不动性区间 
是方便的 .） 

现在我们转到正式定义.设 


尸=/'(0 与 p =nn 


是分别定义在闭区间 


B 


B 


A 


A 




o 


o 


图16 


图15 


•j 


^ < 6' 与 


^ ^ b" 


ft 


上且在度量空间中取值的两个连续函数.这两个函数称为等价的,乃指存在两个定义在某一闭 


区间 




上的非递减连续函数 


t ' = < p r ( t ) 与 f — < p "{ t 、 ， 


具有以下性质 
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<p f (a) = a , <p f (b) = b f , 


<p n (a) = a, <p ， f (b) = b". 


•对一 ■•切 t E [ a , 6 ] 


/'[〆 ⑴ ] =/"[〆(£)]• 

不难看出，上面引进的等价关系是自反的 (/ 等价于 /)、 对称的（如果 /' 等价于 /"， 那么 /" 等 
价于 /'). 可以证明，它还是传递的（从 /' 与/〃的等价性及 /" 与 /〃' 的等价性推出 /' 与 /' 〃的等价 
性).因此,上述类型的一切连续函数可以分成相互等价的函 数类. 每一这样的类就在空间/?中定 

义一^条连续曲线. 

对定义在任何闭区间 [ a '，6'] 上的任一函数尸=/'(0,可以找到定义在闭区间 [ a "，6〃] =[0, 
1 ] 上与 P 等价的函数.事实上,只要设① 

〆= <p f (t) = {b r - a)t + a , 

这样，可以假定任一曲线是由定义在闭区间 [0,1] 上的函数的参数式给出的. 

因此，我们引入闭区间/= [0,1] 到具有度量 

P(f,g) = supp(/(0 


= = t 


的空间内的连续映射 / 的空间，并在该空间中来研究是适宜的. 

我们认为，曲线序列 A , L 2 , …人,…在下述情况下收敛于曲线 L : 如果曲线可以表为形如 

p = /„(0 , 0 ^ ^ 1 


的参数式，而曲线 L 可以表为形如 


尸 = /⑴， 0 ^ i ^ 1 


的参数式，且使得当 


应用拓广的阿尔采拉定理 （ §7定理 7) ，不难证明下面的定理. 

定理1如果紧统尺中的曲线序列 A ，1 2 ,…，…可以借助于闭区间 [0,1] 上的等度连续函 


数的参数式表出，那么从曲线序列中可选出收敛的子序列. 

设曲线是用函数的参数式 


P = f(t) ,a ^ t ^ b 


给 出的. 现在我们把曲线的长定义为具有下面形式的和 

n 

i = l 


的上确界，其中点^只满足条件 


^0 ^ 




彡 t 


•奉# 


•參# 


①我们总认为 a < b . 但也不排除由单独一个点组成的“曲线”，要是在 [ a ,6] 上所得到的函数/(0是常数 
的话.这对于下面的讨论也是方便的. 


度置空伺中的连续曲线 


5 
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不难看出，曲线的长不依赖于其参数表达式的选择.如果曲线只限用给定在闭区间 [0, 1 ] 上 

的函数的参数表达式，那么不难证明，曲线的长是 /( 在空间 C ,， 〃中） 的下半连续 泛函. 用几何的语 
言，这个结果可叙述为下面关于半连续性的定理. 

定理 2如果曲线序列收敛于曲线 L , 那么曲线 L 的长不大于曲线的长的下极限. 
现在我们专门考察有限长的 曲线. 设曲线是用函数的参数式 

P =/⑴， 

定义的.我们只考察闭区间 [ a , r ] (其中 Krd ) 上的函数/,这个函数在曲线上定义了从点尸 a = 
/(«) 到点 h =/( 70的“始截 段”. 设 s = 〆 r ) 是始截段 的长. 不难 证明： 

p = g( s ) =A<p~ l (s )] 

是同一条曲线新的参数表 示式. 这时 s 遍历闭区间其中 s 是我们所研究的整条曲线的 
长. 这个表示式满足 要求： 


d $ b 


p(g(s { ) ,g(s 2 )) 彡 


(弧长不小于弦长）. 

现在转到闭区间 [ 0，1 ] 上，我们得到满足利普希茨条件 


P(FM ， F(t 2 )) 


T l ~ T 2 


的参数表75式 


p = F(r) = g(s) 


，t = 


S 


于是，我们看到，对于长为(其中 M 为某常数）的一切曲线来说，以给定在闭区间 [ o ， l ] 
上的等度连续函数的参数表 7 K 是可 能的. 因而可把定理1应用到这些曲线上. 

我们将用下面重要命题的证明为例来表明所得一般结果的效力. 

定理 3如果在紧统尺中的两点4与 B 可以用有限长的连续曲线联结,那么在这些曲线中存 
在最短的曲线. 

事实上，设 F 是联结紧统尺中4与 B 两点各曲线长的下 确界. 并设联结4与5的曲线心, 

A ,…人，…的长趋于 F . 根据定理1，从序列 j LJ 中可选出收敛的子 序列. 根据定理2,这个子序 
列的极限曲线不可能有大于 y 的长. 

我们指出，甚至当尺是欧几里得三维空间中的闭光滑(适当次数可微）曲面时，定理3也不能 

从微分几何教程中建立的结果直接 推出. 因在微分几何教程中，通常局限于两点>1与 B 彼此充分 
接近的情形. 

如果我们把给定的度量空间的一切曲线所成的集赋予度量空间的结构，那么上面所得到 
的一切论述就更为 明显. 这个度量空间的结构可如下 作出: 设曲线&的参数表示式为 p = y ;( o(o 

) ,曲线4的参数表示 式为尸 =/ 2 ⑴ （0 幻$1 ) •则曲线&与 l 2 之间的距离由公式 

P( L 1 ， L 2 ) = infp(/! ，/ 2 ) 

定义，其中下确界按所有 A 与 L 2 的参数式偶来取. 


j ； 
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这个距离满足度量空间的公理的证明很简单，但有一点除外，即证明由 P ( A 山） =0 推出曲 
线 k 与 l 2 全同时，就会引起某些困难.这个事实是下述情形的直接推论，即在适当选择参数表示 
式，与/ 2 的情况下便可达到我们上面定义的距离 p ( A ， L 2 ) 公式中的下确界，但这一命题的证明 

同样不很简单. 


第三章赋范线性空间与线性拓扑空间 


1. 线性空间 


线性空间的概念是数学中最基本的概念 之一， 它不仅在本章而且在以后各章的 
讨论中都起着重要的作用. 

1. 线性空间的定义及例子 

定义1 元素…的非空集 L 叫做线性空间或向量空间，乃指它满足以下 


条件 


I • 对于任意两个元素 〜 y e L ， 可唯一确定第三个元素 z e 称为它们的和 

并记作％ +7,并且 

1) x ^- y - y^x (交换律）， 

2) ^ + (y +z) - {x +y) 

3) 在 L 中存在这样的元素0,使得对于所有的 x e Lj +0=%( 零元的存在 


(结合律）， 


+ Z 


性）， 


t 


4) 对于任一 X e i , 存在这样的元素-〜使得％ + ( -%) =0( 相反元素的存在 


性) 


对于任一数 a 及任一元素 I 已1，可确定元素似(数 a 乘以元素％的乘 


积），并且 

1) a { px ) = ( aB ) x 9 


2)1 • x = x 9 


3) (a +/ 3 )x = ax 

4) a(x + j ) — ax + ay . 
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区分复的与实的线性空间'视所采用数是怎样的范围（所有复数或仅仅实数) 
而定.在没有相反说明的那些地方，我们所叙述的不仅对于实空间，而且对于复空间 

都是正确的. 

注意，对于每一个复线性空间，如果在其中仅限于用实数乘以向量的乘法，那么 
它就可以看作某一实空间. 

我们研究线性空间的一些例子，请读者对这些例子用上述公理加以 验证. 

例1直线 R ， B 卩具有通常加法与乘法算术运算的实数全体，是一线性空间 • 

例2 —切可能的 n 个实数组％ = (&，〜， 

法与数乘的乘法按下列公式 定义： 


，\)的全体也是线性空间，其中力口 


• • • 


,jJ = (^1 + J\ ^2 + + Jn) » 

(尤 "尤 2 ，…，无 J = ( a ^! 9 ax 


(欠 1 ， Wn) + (jl yYly 


) 


2 ， 


这种空间叫做实 n 维 ◎算 术空间并记作 IT . 类似地，复 n 维算术空间 （ T 定义为 n 1 

复数 ( 具有任意复数数乘的乘法)组的全体. 

例3在某一闭区间 [ a ，6 ] 上，具有通常加法及数乘以函数乘法运算的连续（实 

或复）函数构成线性空间 C [ a , b ] ，这是分析学中最重要的空间 之一. 

例4空间 Z 2 为一线性空间，它的元素为满足条件 


1 = 1 


2 


( 1 ) 


< 


并具有运算 


) + ( ri ， y 2 n ， …) 


I /y* /y* • • • /y* 

=(^1 + J \ ^2 + h ， …，〜 +%，•••） 


• • • 


)=( ax ly 


( /y* /y* • • • /y* 

V X 1 9^2 9 ， 


，队， • 


X 2 ， 






的数列 


/y* • • • j 

， / # 


X — ( , %2 ’ 


从初等不等式 ( ai + a 2 ) 2 ^2 aj +2«2推出满足条件 （1) 的两个数列的和也满足这个 


条件 


例5按坐标进行加法和数乘乘法运算的收敛序列 x = ( x x , x 2 ，…）构成线性空 
间.记它为 

例6具有与例5同样的加法与乘法运算的收敛于0的序列也构成线性空间， 


C 


① 也可以在任意域上研究线性空间. 

② 这个术语将在后面解释. 
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将它记作 


例7具有与例4一例6同样的加法与数乘乘法运算的一切有界数列的全体 m 
也是线性空间. 

例8最后，具有与例4一例7同样的加法与数乘乘法运算的所有可能数列的 
全体 IT 也是线性空间. 

由于线性空间的性质^—元素的加法及数乘乘法运算这个性质，自然引入以下 


定义 


定义2线性空间 L 与 L * 叫做同构的，乃指它们之间的元素可以建立 一一 对 
应，且在 L 与 L * 中具有协调的运算.这意味着从 


J 


J 


( qEL〆 ，，£//)推得 


与 


( a 为任意数). 

同构的空间可以看作同一空间的不同实现 . n 维算术空间（实或复）与具有通常 
多项式加法与多项式数乘乘法运算的、次数 - 1的一切多项式组成的空间（对应 
地具有实或复系数），可以看作同构线性空间的例子(试证同构性 !）. 

2. 线性相关性线性空间 i 的元素 ty ， …^叫做线性相关的，乃指存在一组 
不全为0的数 a ， ，…， A ， 使得 


( 2 ) 


+ Xw = 0 . 


owe + + 


• • • 


在相反的情形，这些元素就叫做线性无关的.换言之，元素 
从等式 (2) 推出 a =冷 =…= A = 0. 

空间 L 的元素 


，祕线 性无关，乃指 


^,r, 


的无限组叫做线性无关的，乃指它的任意有限子组线性 




无关 


如果在空间 L 中可以找到〃个线性无关的元素，而该空间的任意〃 +1个元素 
线性相关，则说空间 L 有维数如果在 L 中可以指出由任意有限多个线性无关的元 
素构成的组，则说空间 L 是无限维的 . n 个线性无关的元素的任意组叫做 n 维空间 L 
的基.不难验证，实空间 IT 与复空间都具有维数〃，从而说明维数名称的合 


理性. 


有限维线性空间在线性代数教程中去研究.与此相反，我们通常将只研究无限 
维空间，从分析学观点来看，无限维空间有基本的意义.我们建议读者验证，在例3 
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至例8中所指出的每一空间，都具有无限维数. 

3. 子空间 线性空间 i 的非空子集 L '， 如果它本身对于 L 中定义的加法与数 
乘运算构成一^线性空间，则厂称为子空间. 

换言之， Z / CL 是子空间，就是说从％ G V ,y E //推出对于任意的 a 与/?，《% + 


/3r e v 


在任一线性空间 i 中，都有由唯一零元组成的子空间，即零子空间.另一方面， 
整个 L 可以看作自身的子空间. 异于 L 且至少包含一个非零元素的子空间叫做真子 
空间. 


我们给出真子空间的例子. 

例1设 I 是任一线性空间，而％是其某一非零元素.元素 UM 的全体显然构 
成一维子空间，其中 A 取遍一切数（实数或复数).如果 L 的维数大于1，它是真子 


空间 


例2我们考察连续函数空间 C [ a ，6] (第1段例 3) 与其中一切多项式的全体 
P [ a ，6] •显然，多项式构成 C [ a ，6] 中的子空间（和 C [ a ，6] —样，具有无限维数).同 
时，空间 C [ a ，6] 本身可以看作 [ a ,6] 上由所有连续与间断函数组成的更广的空间的 
子空间. 


例3最后，考察空间 Z 2 ， C 。 ， c ， m 及 R 00 (第1段例4至例8 ) .其中每一个空间都 
是其后面一个空间的真子空间. 

设!是线性空间 L 的元素组成的任意非空集.则在 L 中存在包含丨的最小 

的子空间 （ 或许与 i 重合).事实上，在 [ 中至少存在一个包含的子空间，即全空 

• ( 

•b 

间 i •其次显然，子空间任何集 u y 丨的交仍然是子空间.实际上，如果// = n 卜及 


E V ，则对于一切〜沐也有似+你^ 现在取包含向量组丨的一切子空 
间，并考察它们的交.这也是包含组的最小子空间.这样的最小子空间我们称为 
由集生成的子空间，或称为集 N a l 的线性包.我们将这个子空间记为以 NJ ). 

习题 线性空间 L 的元素线性无关组 U a | 叫做哈默尔 （ Hamel ) 基，乃指它的线性包与 L 重 
合.试证以下 命题： 

1) 在每一个线性空间中存在哈默尔基. 

提示 利用佐恩引理. 

2) 如果丨是 L 中的哈默尔基，则每一向量 x E . L 都以唯一的方式表为某一向量组 | 丨的 
有限线性组合. 

3) 线性空间的任何两个哈默尔基等势.线性空间的哈默尔基的势有时称为该空间的代数 


维数 


4) 线性空间是同构的，当且仅当它们有相同的代数维数. 

4. 商空间 设 L 是线性空间，而//是它的某一子空间.我们说[中的两个元素 
%与: K 是等价的，乃指它们的差％ - y 属于 I /.这个关系是自反的、对称的、传递的，亦 
即确定了所有％ e i 的分类.等价的元素的类叫做(关于子空间 L ') 剩余类.所有这 
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样的类的全体称为1关于 i ' 的商空间，并记作 L / L \ 

在任何商空间中，自然就要引进加法和数乘运算.设 f 与是1/1/中的元素，即 
两个类.在这两个类中我们分别取一个代表，比如说％与: K ， 并把包含元素％ + y 的类 
C 叫做类 f 与 ry 的和，而把包含元素⑽的类叫做数 a 与类 f 的乘积.不难验证 ，这一 

断语不因代表％与: K 被同类任何其他代表/与/代换而改变.于是，我们确实定义 

了商空间 W 关于元素的线性运算.直接验证表明，这些运算满足线性空间运算的 
所有要求(请加以验证 !）. 换言之，任一商空间 L /// (具有我们刚才定义的加法与数 

• • I 

乘法)乃是一线性空间. 

如果 L 为 n 维空间，而其子空间厂有维数 A ，则商空间 L /// 具有维数 n (请证 


之！） 


设 L 是任意线性空间而是它的某一子空间.商空间 W 的维数叫做空间 i 中 
的子空间//的余维数. 

如果子空间 L r (ZL 具有有限佘维数〃，则在 i 中可选取元素〜，% 2 ，…，&，使得 
任一元素％ e i 可（唯一地)表为 


的形式，其中％，•••，％是数而 y e z /. 事实上，设商空间 L / Z / 具有 维数〜 在这个商 

空间中选取基匕 ， f 2 ，…且从每一个类^按/来选取 代表. 现设％是 i 中的任 一 
元素而 f 是包含 x 的1/1/中的类，贝 ！I 


i + + + 


按定义，这意味着对于 f 中的每一元素，特别对于元素、与元素力，…，、的线性组 
合区别仅在于 Z / 中的元素，即 


x - a x x x 


请读著证明这种写法的唯一性. 

线 性泛函定义在某一线性空间^上的数值函数/称为 泛函. 泛函/叫做可 
加的，乃指对于一切 〜 ye L ， 




f(x + r ) = f ( x ) +/( r )； 


它称为齐次的，指的是 


f ( otx ) = af ( x ) , 


其中 a 是任意数. 一 

在复线性空间定义的泛函/叫做共轭齐次的，是指 /( Q ^) = af ( x ) ，其中 a 是 a 

的共轭复数. 

可加齐次泛函叫做线性 泛函. 可加共轭齐次泛函叫做共轭线性泛函，有时叫做 


s.B 


•I 



第三章赋范线性空间与线性拓扑空间 


86 


半线性泛函. 

下面给出线性泛函的例子. 

例1设 R 71 是维算术空间，其中元素％ ， x 2 ， 

a „) 是/ I 个确定数的任意数组.则 


，〜），而 a = ( a l 9 a 2 , 


f ( x ) = Z 

i = 1 


a ： x ： 


是 IT 中的线性泛函.表示式 


f(x) = y 


a ： x ： 


乃是 c n 中的共轭线性泛函. 

例2积分 


I [ x ] = %(0山与/[%] = x ( t)dt 


分别是空间 C [ a 9 b ] 中的线性泛函与共轭线性泛函. 

例3考虑更一般的 例子. 设 y 。 是 [ a ,6] 上的某一确定的连续函数.对于任意函 

Wioc E C [ a ，6] ，命 


[ x ( t ) y 0 ( t)dL 

Ja 

从积分运算的基本性质推出这个泛函的线性性质.泛函 


F ( x ) = 


F ( x ) = x ( t ) y 0 ( t)dt 


(在复空间 C [ a , b ] 中）是共轭线性的. 

例4考虑同一空间 C [ a ， b ] 的另一类线性泛函，即命 5 t () 0) = x ( t 0 ). 于是，泛 

函&在函数％上的值等于该函数在固定点的值. 

这个泛函通常写作 


S t ( x ) = I x ( t ) S(t - t 0 )dt 

u Ja 

的形式 . 5“ 函数”理解为，除点 f = 0 以外，它处处都等于零，而它的积分等于 1( 狄拉 

克 S 函 数). 这个“函数”在广义函数理论范围中有严格的定义,广义函数论初步将在 
下一章§ 4中叙述. 

例5我们给出空间中线性泛函的例子.设 A 是确定的正整数.对&中的任 

一％ =(巧，…，心，…），令久（幻=义.这个泛函的线性性质是明显的.此泛函可“推 

广”到其他序列空间，例如 c 。 ， c ， m ， R 00 空间(第1段例5—例8 ) • 
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线性泛函的几何意义设/是线性空间 I 上某一不恒等于零的线性泛函 . L 


中满足条件 


f ( x ) =0 

的元素％的全体乃是空间 i 的子空间 —— 零子空间或泛函/的核.事实上，如果 

/( 欠） =/( r ) =0,则 


f{oix + flj ) = af ( x ) + fl /( j ) = 0 


这个子空间记作 Ker / 災 

子空间 Ker / 具有余维数 1. 事实上，取不属于 Ker / 的任一元素％，即使/( X 。）/ 
0的元素％.这样的元素可以找到，因为/(幻_0.不失一般性，可以认为 /( %) =1， 

( m / (/ w ) =1 ) 

/( j ) - f(x - f ( x ) x 0 ) =0,即 y e Ker/. 元素％的表达式％ = 似。 + y 对于固定的元素 

〜是唯一的，其中 3^ Ker/. 事实上，设 


^0 


对每一元素 X ，命 y =X -/ (幻〜，则 


否则我们把％换成 


x = ax 0 + j,j E Ker /,% = ax 0 + E Ker /• 


J 


f ，显然有/ = y . 如果0^0/，则％ 0 


； )^o = / _，如果 


这时 ( 




m 


m 


a 




Ker /，这与％的选取 矛盾. 

由此推出，两个元素 h 与巧 关于子空间 Ker / 属于同一剩余类的充要条件为 

X l ) X 2 ) * 


事实上，从％ 1 =/(^ l )^0 +7 l ^2 = f ( X 2) X 0 + J 2 推出 A — A = (/(^ l ) ~ f ( x 2 )) x 0 + 


E Ker / 的充要条件为％。的系数等于零，即 /( A ) - 


(ji - J 2 )* 由此看出，％ 

y*( 欠 2 ) = o. 


每一关于子空间 Ker / 的类 f ， 都可从自己的代表中的任何一个代表来确定.可 
取形如的元素作为这个代表.由此可见，子空间 Z / Ker / 实际上是一维的，即 

Ker / 具有余维数 1. 

子空间 Ker /定义了一个在其上等于零的线性泛函，若不计常数因子，则这样定 
义的泛函是唯一的. 

事实上，设泛函/与 g 具有同一核: Ker /= Kerg . 取元素％。，使得 / O 。） = 1. 我们 

断定% )/0. 事实上， 


尤= f ( x ) x 0 + ^ Ker / = Ker g 


及 


①出自英文单词 kernel (核 ) 
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g ( x ) = f ( x ) g ( x 0 ) + g { y ) = f ( x ) g ( x 0 ) 


若值 gU ) 等于0,则泛函 g 恒等 于零. 由等式 g (幻 (幻就 推出泛函容与^ 
成比例. 


对于余维数为1的任一子空间//，可以指出这样的泛函/，使得 Ker f = L \ 只要 
选取任意元素％隹^'，并把每一元素 X El L 表为 

唯 一的. 令/(幻= a ，我们对某一 Ker /=/ /就得到线性泛函 /( 证明之!） . 

设厂是线性空间 L 中余维数为1的任意子空间，则空间 L 关于子空间//的任一 
剩余类叫做与子空间厂平行的超平面（特别，子空间 Z / 本身是包含0的超平面，即 
“通过坐标原点”的超平 面). 换言之，与子空间 U 平行的超平面 M '， 是从厂平移（移 
动)任一向量& E L 所得到的这 个集： 


+ J 的形式.这个表示式是 


0 


= \y：y = 

显然，如果 〜 e //，则舻=//;如果％ 0 //，则 MVL 7 . 如果/是空间 [ 上的非 
平凡线性泛函，则集 M /= U :/(%) =1丨是与子空间 Ker / 平行的超平面（事实上，固 

定任一元素％，使得 / K ) =1，我们可以把任一向量％ e 表为的形式， 

其中: K E Ker /). 另一方面，如果是与子空间 L ' (余维数为1 ) 平行的且不通过坐 
标原点的任一超平面，则存在唯一的线性泛函，使得 M ' = \ x ： f ( x ) =1丨.事实上，设 

M ' =// + x 0 , x 0 E I ，则任一 元素％ E L 可唯一地表成 x = ax 0 + y 的形式，其中 y E 

厂•像前面一样，令 /( 幻 = a ， 我们得到要求的线性泛函.如果对于％ G M f , g ( x )^ l , 
则对于 y ^ V , g ( r ) =0. 于是 


M f = V 


x B L f \ 


x x 0 y 


g(o ^ 0 +r)= 


= f(otx 0 + r) 


由此推得线性泛函 / 的唯一性. 

这样一来，定义在 L 上的所有非平凡线性泛函与在 i 中不通过坐标原点的所有 

超平面建立了 一一 对应. 

■ 

_ 

X 

习题 设 /，/ i ，…，/„是线性空间 L 上的线性泛函，使得由 / i ( x ) = … = f n ( x ) =0推得 /( x ) = 

0•则存在常数，使得对于一切 X E LJ ( x ) = Y ^ aJ ^ x ). 


2. 凸集与凸泛函•哈恩-巴拿赫 （ Hahn - Banach ) 定理 


1. 凸集与凸体 线性空间理论许多重要的部分以凸性概念为基础.它凭借几 
何的直观概念，但同时也容许纯粹解析的叙述. 

设 I 是某一实线性空间#与 y 是它的两个点.我们把形如 

你，其中 a ，)8 彡 0， a +)8 = 1 
的所有元素的全体叫做 i 中连接点 x 与: K 的闭线段. 


X + 




2. 凸集与凸泛函.哈恩-巴拿 赫( 


Banach ) 定理 
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无端点％与: r 的线段称为开线段. 

集 McL 叫做凸的，乃指它包含任意两点 a ； 与: r 的同时也包含连接它们的线段. 
所谓任意集 £ CL 的核 /( 幻是指 这样一些它的点％的全 体:对 于任一 L 可 
以找到数 f = e ( y ) >0,使得对于 U | <6,有 


x + ty E E 


其核非空的凸集称为凸体. 

例 1在三维欧几里得空间中，立方体、球、四面体、半空间都是凸体.在同一空 
间中，线段、平面、三角形都是凸集，但不是凸体. 

例2考察闭区间 [ a ,6] 上连续函数空间中满足条件|/(0 | ^1的函数所成的 
集•这个集是凸的.事实上，如果 1/(0 I 彡1及 | g ⑴ | 彡1，则对于 a + i 8 = l ， a ，)8>0 

I ctf ( t ) + fig ( t ) I ^ a +)8 = 1. 


习题试说明例 2 中的集是不是凸体. 

例 3 在1 2 中的单位球（满足的点％ = (%1，…，心，…）组成的集）是凸 

体.它的核由满足条件< 1的点％组成. 

例4 中的基本平行六面体 n 是凸集，但不是凸体.事实上，设％ e n ， 这表 

示对所有的 n = 1 ， 2，-" , U„ I ^l/2 n_1 . 令 y 0 = ( 1 ， 1/2，.-- ,1/n, …）. ^：x +ty 0 E. II, 
即 I 幻々"- 1 ，则 




2 汉一 i 2汀一丄 2汀 一 


由此可见《 = 0，即集 n 的核是空的. 

习题1设少是4中满足条件的点 x = u ， …八，…）组成的集.证明少是凸集， 
但不是凸体. 

习题2对于 z 2 中如下点集进行同样的证 明:其 中每一个点只具有有限个异于零的坐标. 

若 Af 是凸集，贝! J 它的核 /( M ) 也是凸的.事实上，设 e /( M ) 且 z = a % + j 8 j , 
a 9 / 3 ^ 0 , a +^ = h 则对于给定的 a E L , 可以找到 q > 0 及& > 0 ，使得对于 
e x , \ t 2 I <6 r 2 , 点 i+qa 及 y + 属于集 M . 因而点 aO 

对于 U I =min ，6 t 2 ) 也属于 AT , 即 z E J ( M ) • 

下面我们给出凸集的重要性质. 

定理 1任意多个凸集的交仍是凸集. 

证明 设似= riM a 并且所有财„都是凸集.其次，设％与 y 是 m 中两个任意 

a 

点.则连接点％与 y 的线段属于每一 M „， 因而也属于 M . 于是， M 的确是凸的 • 

注意，凸体的交(是凸集)不一定是凸体(试举例说明）. 

在线性空间 L 中，对于任意集 A 存在包含它的最小凸集;包含^的所有凸集的 
交是最小凸集（至少存在一个包含4的凸集，这就是全空间 L ). 我们称包含^的最 


< 


)+j8(j + « 2 «) 


— Z^rta 


+ 






t 


i 
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小凸集为集4的凸包. 

下面研究凸包的一个重要例子.设&，&， 

这些点占有最广位置.乃指向量％2 


，^„ + 1是某一线性空间的点.我们说 

心线性无关 ( 这等价于从 


一 V 

人1 9^3 ^1， 


i+i 一 


n+l 


/i + l 


X ^ i x i = 0 与 Z A : = 0 推出 Ai = A 2 

i = 1 

心 +1 的凸包叫做 n - 维单纯形，而点本身是它的顶点.零维单纯形 
就是一 个点. 一维单纯形是线段，二维单纯形是三角形，三维单纯形是四面体. 

如果点 A ，巧，… ，& + 1 占有最广位置，则其中任何 k + l ( k < n ) 个点也占有最广 
位置，从而生成某一 & - 维单纯形，称之为给定〃 - 维单纯形的 A - 维边界.例如，以 

为顶点的四面体具有分别用三个顶点 （ 

) ， （A A ， e 3 ) 确定的4个二维边界，6个一维边界和4个零维边界 

定理 2顶点为巧，% 2 ，…，心 + 1 的单纯形是所有可以表为形如 


= 0 . 占有最广位置的点&， 


= A 


• • • 


欠2， 


) ， （ 已1 ，已2， 


e 


， .e 3 , 


e 


1 ? 


^ = X a h x h^k ^ X 


( 1 ) 


的点组成的. 

证明 不难验证，形如 （ 1 ) 的点的全体 S 乃是包含点 A ，% 2 ，…， \ +1 的凸集.另 
一方面，任一包含这些点的凸集应当也包含形如 （1) 的点.因而， S 是包含点 A ， 

^的最小凸集. 

2. 齐次凸泛函 齐次凸泛函是与凸集概念紧密联系的重要概念.设 i 是实线 

性空间 •[ 上定义的泛函 p 叫做凸的，乃指对于 一切 〜 y e L 及， 

/ 

i j 

PS fc . 

p = (a^ + (1 - a)j) ^ ap(x) + (1 - a)p(y) 

泛函称为正齐次的，乃指对于一切％ E L 及一切 a >0， 

p(ax) = otp(x) • 


^2 ， 


( 2 ) 


(3) 


对于正齐次凸泛函，不等式 


P(x + y) ^p(x) +p(r) 


( 2 ，) 


成立 


事实上， 


M 宁 H 2 Wf) +p (f)) 


p(x + j) = 


= p ( x ) + p ( t ) 


不难看出，条件 (2') 与条件 (3) —起保证泛函 P 的凸性.我们将简称正齐次凸泛函为 
齐次凸泛函.下面指出齐次凸泛函的一些简单性质. 

1) 在等式 (3) 中令％=0,得 


2. 凸集与凸泛函•哈恩-巴拿赫 ( Hahn - Banach ) 定理 
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(4) 


p(0) =0. 

2) 从 (2') 及 (4) 推出，对于一切％ E L ， 

0 — p{x + (一 AJ) ) $ p(X) + P( _ X) 

该不等式意味着，特别当 〆 幻 <0时，则必有 〆 -幻 >0. 因此，非零齐次凸泛函可 
以是处处非负的，但如果处处 PO ) <0,则 〆 幻 =0. 

3) 对于任何 a 


(5) 


p ( ax ) 彡 ap ( x ). 

当 a >0时这可由 （3) 推得;当 a =0时可从 (4) 推得; 如果 a <0,则根据 (5) 得到 

0 ^ p ( ax ) + p ( \ a \ x ) = p ( ax ) + I a \ p { x ), 


即 


p ( ax ) 彡 - I a I p ( x ) = ap ( x ). 

例 1 任一线性泛函显然是齐次 凸的. 如果/是线性的，则泛函 PO ) = 1/0)1 也 
是齐次凸的. 

例2 〃 维欧几里得空间中的向量的长是齐次凸 泛函. 这里条件 (2') 表示，两向 
量和的长不大于它们的长的和（三角不等式），而 （3) 直接从中向量长的定义 


推出 


，…）组成的空间.泛函 


例3设 m 是有界序列^ = ( x , , x 2 , 




p(x) 


sup I % 




是齐次 凸的. 

3. 闵可夫斯基泛函设 L 是任意线性空间而4是 [中的 凸体，它的核包含点 


•r 


0. 泛函 


E A,r > 0| 


p A ( x ) = inf I 


X 


( 6 ) 


叫做凸体 4 的闵可夫斯基泛函 • 

定理3闵可夫斯基泛函 ( 6 ) 是齐次凸的与非负的•反之，如果 〆 4是线性空间 
L 上任意齐次凸非负泛函， A : 是正数，则 




t 


1 - 


⑺ 


A = \ x ： p ( x ) ^ k \ 

是凸体，它的核是集 U : 〆 ％) (包含点 0). 如果 (7) 中= 1，则原泛函是4 

的闵可夫斯基泛函. 

证明对每一％ E L ， 如果/•充分大，贝！ J 元素 ％/ r 属于 A 因此，由等式 (6) 定义的 

幻非负且有限.我们来证明泛函 (6) 的正齐 次性. 如果《>0且尸饮，则 


瞻，■ 嚅 



92 


第三章赋范线性空间与线性拓扑空间 


Pa(y) = i n f {r > 0 ： y/r E A\ = inf { r > 0 : tx/r E A } 

= inf \tr > O-.x/r' E. A\ = tinf \ t ' > 0 ： x/r r E A\ 

= tp A ( x )- 


再来验证 /^(^) 的 凸性. 设々 a [ L 及 e > Q 是任意的.取数/ = 1，2) 使得 p A (x ) 


<r i <PA( x i) + 及，则 e A 令 r = q + /' 2 ,则点（〜 + x 2 )/r = t x x x /{ rr! ) + t 2 x 2 / 


( A ) 属于具有端点 七 / q 与巧/> 2 的 线段. 由于4的凸性，这条线段属于也就意味 
着点 （％1 +%2)/>属于 y 4. 因此 


Pa( x i + ^ 2 ) ^ r = T! + r 2 < p A {x x ) + p A (x 2 ) + 2s 


因为这里 e >0是任意的，所以 


^(^1 +% 2 ) ^ ^(^1 ) ^ Pa ( X i ) 


从而满足条件 (2') 与 (3) ，故它是非负齐次凸泛函. 

现在考察集 (7). 如果 E 4且 a + j 8 = l ， cx ，)8 X )， 则 

Py ) ^ c ^ p ( x ) + ^ p { y ) ^ k 9 

即4是 凸的. 其次，设 〆 ％) < fc ， f >0 与 y E L ， 则 

p(x ± ty ) ^ p ( x ) + tp ( ± y ). 

如果 - y ) = p ( y ) =0,则对于一切 f ±ty E ： 如果非负数 p ( y ) , p ( - y ) 中至少 

有一个异于0,则对于 


P( 


X + 


t < 


[p(r),p(-y )] 9 


max 


x ±ty ^ A 


由引进的定义直接看出是集 u $ ( % ) < 1 丨的闵可夫斯基泛函. 

于是，引进闵可夫斯基泛函概念后，我们建立了非负齐次凸泛函与其核含点0 
的凸体之间的一^―^对应关系. 

例1当4 = L 时，显然 


p L {x) = 0. 

例2设4是中具有中心0与半径/•的球，则 

Pa ( ^ ) ^ II 义 II 八 ， 


其中 || % || 是向量％的长. 

例3设4是空间 Z 2 中序列％ = (& ，% 2 ， 


) 的“一层” - lcl , 则 


1^/1， 


• # • 


參## 


Pa ( x ) = 


x { 
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注1讨论不仅可以取有限值，而且也可以取值+ 00 (但不能取 - 00 ) 的齐次凸 
泛函有时是方 便的. 这时从等式=呼0)(其中 a >0) 可推出 p (0) =0或 
p (0) = +00 •不难验证，在后一情况下改变它在一点的值，令 p (0) =0代换 M 0) = 

+ 00，可不破坏泛函的齐次凸性.通常就是这样作的. 

如果 〆 ％)是齐次凸的，但不是有限的泛函 J!M = U 4(% ) u 1是凸集，但不 一 

定是凸体.反之，如果4是包含点0的任意凸集，则对它可以用公式 (6) 定义闵可夫 

斯基泛函，但这时对 r 应当也允许取值+ 00 . 

注2如果; ^ O ) 与 /? 2 ( x ) 是齐次凸泛函，则 Pi(x) +/? 2 (%)与 a /^ b ) (a >0) 也 

是齐次凸 泛函. 其次，如果 O ) Les 是齐次凸泛函的任意族，则泛函 PO ) = 
盟/>»也是齐次凸的.特别，[上线性泛函的任意非空集的上确界 = su ? / 5 ( x ) 

是齐次凸泛函.利用哈恩-巴拿赫定理，不难证明，任一（有限的）齐次凸泛函都可以 
这样 表示. 


线性空间 L 中的集4叫做吸收的，乃指对任一 x E L 存在这样的 a >0,使得对于一切 
E XA . 证明 ：凸集 4是吸收的，当且仅当它的核包含点 0. 

哈恩-巴拿赫 定理设 I 是实线性空间而4是它的某一子空间，又设子空 
间4上给定某一线性泛函/。.在全空间 [ 上定义的线性泛函/叫做泛函 / o 的延拓， 
乃指对于一切％ E L 。， 


习 




/O) =/o(^)- 

关于线性泛函延拓的问题经常在分析学中碰到，在问题的整个范围内下面的定 
理起着重要的作用. 

定理 4( 哈恩- G 拿赫）设 p 是定义在实线性空间 i 上的齐次凸泛函，4是 L 
中的线性子空间.如果/。 是[ 0 上的线性泛函，它从属于4上的泛函 〆 4，即如果在 

[0 上 


*■ 


0 


•V 


(9) 


/ 0 O ) < p ( x ) , 

则/。可以延拓为 L 上的线性泛函/，而/在全 L 上从属于 

证明我们来证明，如果则泛函 / o 可以从4延拓到保持条件 (9) 的某 
一 更广的子空间上.事实上，设 z 是不属于4的 [ 中的任意元素，厂是4与 z 生成 
的子空间. 对于" 中的每一元素都具有 tz+x 的形式，其中％ e 4. 

如果尸是//上的泛函/。所求的延拓，则 

f\tz + x ) = tf \ z ) + fo ( x ) , 


如果令 /'( z ) = c ，贝 ! J 


f f (tz ^ x) = tc +fo(x) 


现在选取 c 使得在 // 上保持从属条件 (9) ，即使得对于一切 x ^ L 0 及一切实数《满 
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足不等式/。(4 +« C < p ( A ；+&). 当 f >0时，不等式等价于条件 


/ 0 (f) + 〜 O) 


或 


X 


X 


C p 


0 


当 f <0 时，不等式等价于条件 


/o(f) 




X 


+ C ^ - p 


一 Z 






或 


p {- 


X 


X 


c ^ — 


一 Z 


0 


我们来证明，恒存在满足上述两个条件的数 C . 设/与/是 L 。 中的任意元素，则 

- fo ( y ，r ) ^ p(y ,r + z ) >-/ o ( 〆 ） - p( - r r - z ). 


( 10 ) 


这可由下述不等式推得 


/ o ( 〆 ’） -fo(y f ) ^p(y f, - y f ) = p( (y ,r + z) -(〆+:)) 

$p(f + z) +p(- y f - z). 


令 


〃 =inf(-/ 0 (/) +M/+Z ))， 


c 


f 


- su p( - /o(〆 ） - p( ~ y f ~ z )) 

y 

由于/与 /' 的任意性，从 （10) 推出 c n ^ c \ 选取 C 使得 c "> c > c '， 在 L ' 上用公式 

f f (tz + x) = ic + /o( 欠） 


c 


定义泛函 r . 这个泛函满足从属条件 ( 9 ). 

于是，我们证得，如果泛函/。定义在某一子空间 L 0 CL 上并满足 I 。上的条件 
(9) ，则/。可以保持这个条件延拓到某一更大的子空间 1/ 上. 

如果在 L 中可以选取生成全空间 L 的元素&，% 2 ， 

空间的递增序列 


的可数组，则考虑子 


9 X 


n , 


[ (1) = Uo^i f 


=\ L (l) , x 2 } 

可按归纳法构造 1 上的泛函（这里 i L ( A ) ，义 + 1 1表示 L 中包含 L ⑷与 〜 + 1 的最小线性 


( 2 ) 


Banach ) 定理 


2. 凸集与凸泛函.哈恩-巴拿赫( 


子空间）.这时每一元素 I E L 属于某，从而泛函可延拓到全空间 L . 

在一般情况下 （ 即当生成 L 的可数集不存在时），我们利用佐恩引理来完成本证 
明.满足从属条件 (9) 的泛函/。的所有可能延拓的全体多是偏序的，并且它的每一 
线性有序子集礼都有上 确界. 在泛函 re g 。 的定义域的并上定义的，且与在它的 
定义域上的每一这样的尸重合的泛函可作为这个上确界 • 根据佐恩引理，在全空间 
% 中存在极大元 /. 这个极大元/就是要求的 泛函. 事实上，它是原泛函/。的延拓，在 
其定义域上满足条件 (9) ，且给定在全空间 I 上. 因为不然的话，我们可用上面所说 
延拓它的方法，从在它有定义的真子空间上延拓到更大的子空间上，且/不是极 


大元 


定理 证毕. 

我们再给出哈恩-巴拿赫定理复的形式 • 

复线性空间1上的非负泛函叫做齐次凸的，乃指对于一切〜7 e L 及一切复 


数 A 


p(x + j) ^ p{x) + p(y ), 
p{Xx) ^ I A I p{x). 

定理 4 a 设 p 是复线性空间 L 上的齐次凸泛函，而 / Q 是定义在某一线性子空间 
& CL 上且在4上满足条件 


\fo(x) I ^ p(x) ,x E L 0 

的线性泛函.则存在定义在全 i 上并满足条件 

\f(x) | ^ p(x) ,x e L, f(x) =fo(x) ,x E Lq 


的线性泛函 / 

证明我们记被看作实线性空间的空间 L 与 L q 为 L r 与 L or . 显然，是 心 上的 

齐次凸泛函，而 / g 〆 ％) =以/ () (%)是1 ()/? 上满足条件 

\fo R (x) I ^p(x) 


且更满足条件 


fo R (x) ^p(x) 


的实线性泛函. 

根据定理4,存在实线性泛函 A ，它定义在全心上并满足条件 

f R (x) ^ p(x) ,x E L r { = L ), 

/r{ X ) = foR ( ^ ) 9 X ^ ^OR ( = ) * 

显然， ~/r( x ) =/r( - x ) ^ P ( - x ) = pO )， 所以 

\f R (x) I ^ p(x) ,x E L r ( = L). 


.4】 


(11) 
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令 


f ( x ) =/ r ( x ) - if R { ix ) , 

我们定义了 L 上的泛函 /( 这里我们用到了 i 是复线性空间，故在其中定义了乘以复 
数的乘 法). 直接验证表明^/是 L 上的复线性泛函，并且 

f ( x ) = fo ( x ) 当％ e A )， 

Re /(%) = f R ( x ) 当％ E [• 

剩下证明，对一切％ E L ， \ f ( x ) I ^ p ( x ). 假定相反，则对于某一 ％ E [有 

f ( x o ) I > 〆 %()) •我们表复数 /(%) 为 /(% 0 ) 

_i %. 这时 


的形式，其中 p >0,并令％ = 


up 


- pe 


e 


/«( yo ) = R e /( y 。）= Re [ e ~ l < p f ( x 0 ) ] = p > p ( x 0 ) = p ( y 0 ), 

这与条件 （11) 矛盾.定理证毕. 

习题证明 :在 哈恩-巴拿赫定理中泛函/>的有限性条件可以略去. 

线性空间中凸集的可分离性设 L 是实线性空间 与 N 是它的子集.我 
们说定义在 L 上的线性泛函/分离这两个集，乃指存在这样的数 C ， 使得对于％ e M 

f ( x ) ^ C 




及对于 xE N 


f ( x ) ^ C , 


即指 


nf/O ) 彡 




SU 


泛函/叫做严格分离集 M 与 7 V ， 乃指严格不等式 

inf/( x ) > sup/(^) 


成立 


从分离性定义直接推出以下两个命题. 、 

1 ) 线性泛函/芬离集 M 与 N ， 当且仅当它分离集 M - 7 V 与 j 0 }( 即形如 x - y(x 
E M,yE TV ) 所有元素的集与点0的集). 

2 ) 线性泛函/分离集 M 与 7 V ， 当且仅当对于每一％ e L 它分离集 M -%与 


N - x 


从哈恩-巴拿赫定理容易得到以下关于线性空间中凸集分离性定理，它有着众 
多的应用. 

定理 5设 M 与 7 V 是实线性空间 L 中的凸集，并且至少其中之一的核，比如说 


范空间 
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M 的核非空且与另一个集不相交.则存在分离 M 与 7 V 的 L 上非零线性 泛函. 

证明不失一般性可以认为点0属于集 M 的核兑（否则我们研究集 M - %与 
，其中 ％。 E A ) 设 y。e #，则点 - y 。 属于集 M-N 的核，而 0 属于集 K = M - 

斤 + y 。 的核尤因为 Mn 7 V =0， 所以0不属于 M -7 V 的核且 y 。 洋尤设 p 是產的闵可 

夫斯基泛函，因为 y 。 洋 A 所以 p ( y 。） 多1 •引入线性泛函 

/o(«7o) = «P(jo)- 

它定义在由形如 ay 。 的元素组成的一维空间上，并满足条件 

/o(«ro) ^p(«7o)- 

因为当 a ^ O 时， p ( ay 。） =ap(y 0 ) ;当 at <0时，/。（町。） = a / o ( y 。） <0 < p («7 o )- 根据 
哈恩-巴拿赫定理， / Q 可以延拓为线性泛函/，它定义在全 L 上，并且在1上满足条 
件 /( y ) ^ P ( y ). 由此推出，当 y E K 时， /( y ) 并且同时 /( y 。） 于是， / 分离集 
尺与，从而分离 M - yv 与•因此/分离集 m 与 yv •定理证毕 • 


N 


X 0 


3. 赋范空间 


在第二章中我们已经学习了拓扑空间，特别是度量空间，即在其中用某种方法 
引进元素邻近概念的集，而在本章前两节中我们又讨论了线性 空间. 迄今为止这些 
概念互不联系.但在分析学中，需要研究在其中既引进元素加法与数乘运算，又引进 
某一拓扑的空间，即讨论所谓线性拓扑 空间. 在线性拓扑空间当中，赋范空间构成重 
要一类空间.这些空间的理论是在巴拿赫与另外一些著者的工作中发展起 来的. 

4 

1. 赋范空间的定义与例子 

_ 

定义1 设 L 是线性空间•在 L 上定义的齐次凸泛函 P 叫做范数，乃指它满足以 
下补充条件（除凸性 外）： 

1 ) p ( x ) =0仅当％ =0， 

2 ) 对一切 otjpiax ) = | a I p ( x ). 

于是，我们回忆§ 2第2段的定义时可以说，满足以下三个条件的泛函称为[中 




的范数 


1) /> o ) >0,并且/>(%) =o 仅当％=0， 

2) p(x + y ) ^ p ( x ) ^ p ( y ) , x,y E L , 

3) 对任一数 a , p ( ax ) = I a I p ( x ). 

定义 2 我们称在其中给定某一范数的线性空间 L 为赋范空间，并用记号 II ^ 

表示元素 x G L 的 范数. 

如果在任一赋范空间中引进距离 
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p ( x , y ) = \\x - y II ， 


则它就成为度量 空间. 从范数的性质 1) 一 3) 立即推得度量空间公理的正确性.于 

是，在第二章中对于度量空间叙述过的所有那些概念和事实，都可以搬到赋范 空间. 

完备的赋范空间叫做巴拿赫空间，或简称为5空间. 


赋范空间的例 在第二章中作为度量空间（而在本章§1中是线性空间）的例 
子来研究的许多空间，实际上可以赋予赋范空间的自然结构. 

例1若对任一数% G R 1 , 

例2若在元素为％ = (% 




*11 = U I ，则直线 R 1 为赋范空间. 

O 的 〃维 实空间中，令 


/V* • 

1 ? 


( 1 ) 


则范数的一切公理是满足的.公式 


V ( \ 

Z ( 〜 1) 

k = 1 

在 R ra 中定义了它本身的度量，该度量我们曾在 ir 中讨论过. 

在这个线性空间中还可以引进范数 


p ( x , y ) = \\x - y 


^ II 1 = Z I ^ 


( 2 ) 


或范数 


(3) 


max x 


1 


这两个范数在 IT 中定义了度量，这两个度量我们已经在第二章§ 1第1段的例4与 
例5中研究 过了. 验证它们确实满足范数公理不会产生困难. 

在复 n 维空间 CT 中可以引进范数 


V 2 

L x k ， 


或范数 (2) 与 (3) 中的任何一个. 

例3在闭区间 [ a ,6] 上的连续函数空间 C [ a ，6] 中，用公式 

1/(0 I 

定义 范数. 在第二章§ 1第1段的例6中已经研究了相应的距离. 

例4设 m 是有界数歹 IJ % =(〜，巧，…，〜，…）组成的 空间. 令 


/ 


(4) 


max 


a^t^b 


(5) 


= sup I % 
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在这里范数定义的条件 1) 一 3) 显然满足•在 m 中由这个范数诱导的度量与我们已 
经讨论的度量(第二章§ 1第1段例 9) 一致. 

2 . 赋范空间的子空间 我们曾经定义了（不赋予任意拓扑的）线性空间 L 的子 

空间为具有这样性质的非空集如果 e ^ L 0 . 在赋范空间中，我 

们主要感兴趣的是闭线性子空间，即包含其所有极限点的子空间.在有限维赋范空 
间中的任一子空间自然是闭的(试证明之!） . 在无限维的情形却不然.例如，在连续 
函数空间 c [ a ，6] 中，具有范数 (4) 的多项式构成子空间，但不是闭子空间 ( D . 

另一个 例:在 有界序列空间 m 中，仅含有限个异于零的项的序列构成子空间.但 
按范数 (5) 它不是闭的，例如，它的闭包含有序列（1，1/2,…，1//1，…）. 

通常我们仅研究闭子空间，所以自然要修改§ 1中已经给出的术语.现在，我们 
将仅仅把闭的子空间叫做赋范空间的子空间.特别，包含元素组丨的最小闭子空 
间叫做由给定元素组丨生成的子空间.我们将把该子空间看作组丨的线性闭 

包.我们称包含％和 y 以及它们的任意线性组合 ax ^/3y 的元素的集（不一定是闭 
的）为线性流形. 

称位于赋范空间£中的元素组为完备的，乃指以元素组生成的（闭的！）子空间 
是全空间及例如，根据魏斯特拉斯定理，所有函数1山 f ，…，^，…的集合在连续函 
数空间 C [ a 9 b ] 中是完备的. 

3. 赋范空间的商空间 设 i ? 是赋范空间而 M 是它的某一子空间•考虑商空间 
P = /?/ M ， 由本章§ 1第4段中所谈到的内容知道， P 是一线性空间.在空间 P 中这样 
来定义范数:对每一剩余类 f ，令 


inf || % || ， 


( 6 ) 


我们来证明，第1段中所叙述的赋范空间的公理这时都满足.显然， || f || >0恒成 
立. 如果心是商空间 P 的零元素（即^与子空间 M 重合），则可以取空间及的零作 
为 x G 心•于是得到||^ || =0 •反之，如果||€ || =0, 则由范数 (6) 的定义推岀存在 
类会 中收敛于零的 序列. 但因为 M 是闭的，所以每一个剩余类也是闭的，故0 0 $ 
于是 f = 即 f 是 P 中的零元素•因此， ||f || >0, 且 IIH =0 仅当 f 是空间的零 


兀素 


其次，对每一％ E 及任一 a 有 


在这个等式的两端中，按％ E f 取下确界，得 


0 ^ 


①根据魏斯特拉斯 ( Weierstrass ) 定理所说的，在闭区间上的任一连续函数是多项式序列一致收敛的极 

限，在 C [ a ，6] 中的多项式子空间的闭包是全空间 C [ a ，6]. 
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最后，设 f ，!7 E 尸且％ E 彡 ， y E 7/•贝 lj 






x + y 


x 


对此不等式右端，按所有的％ e e 7/取下确界，得 


V II 


V II 彡 


于是，赋范空间的一切公理对尸成立.现在我们证明，如及完备，则/^ = R/M 也完备 
事实上，对于每一 f E /?/ M ， 按照 (6) 可以找到元素％ E f 使得 




2 


设是 P 中的基本序列.如果需要的话，我们就转到子序列.于是可以假定级数 


X II ^+1 _ ^ II 

71 = 1 

收敛•将€。（空间 P 的零元素）添加到，选取〜 E ^„ + 1 -^卜=0，1，2,…）使得 


匕+ 1 _ 彡 


^ — ^ 


2 


因此级数 X II 〜 II 收敛.这就意味着，根据空间 * 的完备性，级数也就收敛 

/I =0 

00 ji 

X ^ Y , X n 并记包含％的类为^，得 ( 因为对每一 n ， 言〜^ L ) 


/I =0 




n=0 


0 当 


时， 




€ ~ \ ^ X — 


k =0 


i = lim ^ 于是： 

n — ^oo 

巴拿赫空间关于其任何（闭）子空间的商空间是巴拿赫空间. 

设/?是巴拿赫空间 A 3… =)' 3…是/?中的闭球套 序列. 证明它具有非空的 

交(不假定这些球的半径趋于0,与第二章§ 3第2段的习题3比较).举一个有空交的某一 B 空 

间中的非空有界闭凸集套序列的例子. 

习题2设/?是无限维 B 空间，则它的代数维数 ( 参见§ 1第3段的习题3 ) 是不可数的. 

习题 3 设/?是线性赋范空间.证明下列命题的正 确性： 

1) 任一有限维线性流形在中是闭的. 

2) 如果 M 是/?中的子空间，而 7 V 是中的有限维子空间，则它们的和 

M + 7V = \x：x = y + z,y S M,z G. ^V) 

是闭的.举出 Z 2 中两个（闭）线性子空间的和非闭的例子. 

3) 设 G 是中的开凸集，又 设％ 〆 I 则存在通过点％与0不相交的超平面. 

叫做等价的，乃指存在常数 a ，6 >0,使 


习 


线性空间/?中的两个范数 


与 


m 


习 
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(|U II 2 ^b ll^c || i .证 明:如 果空间/?是有限维的，则在中任何两 


得对于所有的 a || 
个范数等价. 


欧几里得空间 


1. 欧几里得空间的定义 在线性空间中引入范数熟知的方法之一就是在其中 
给出 内积. 我们记得，在实线性空间中，对于每一对元素 〜 y e /?定义的实函数 
(%， y )， 如果它满足以下 条件： 

1 ) ( x 9 y ) = ( y , x ) , 

2 ) ( x 1 + x 2 , y ) = ( x l 9 y ) + ( x 2 , y ), 

3) (\ x , y ) =\( x , y ), 

4) ( a ;,%) >0,并且 (％，％) =0 仅当无 =0， 

则称 ( U ) 为穴中的 内积. 

在其中具有确定内积的线性空间叫做欧几里得 空间. 在欧几里得空间/?中，借 


助于公式 


( x ^ x ) 


引进范数.从内积的性质 1)-^) 推得所有范数公理这时是满足的 • 

事实上，范数的公理 1) 与 3)( §3第1段）显然成立.而公理 2)( 三角形不等 
式）的成立可从柯西-布尼雅可夫斯基不等式 

(x,y) 1 ^ 1 ^ 


( 1 ) 


J 


推出.现在我们来证明上式 • 

考虑一个对一切实变量 A 值非负的二次三项式： 

<p(\) = (Ax + y,\x + y) = k 2 (x,x) + 2k(x,y) + (y ,y) 

=II ^ I 2 A 2 + 2(% ， y)A 


y 


因为此式乃是某一向量的纯量平方，所以恒有 ^( A )^0. 从而，这个三项式的判别式 
小于或等 于零. 

柯西-布尼雅可夫斯基不等式 （ 1 ) 刚好就表示这个二次三项式 9( A ) 的判别式 
的非正性. 


我们指出，欧几里得空间中的和，数乘与内积都是连续的，即如果， Jn-^J 
(按范数收敛意义）， AA (理解为数列），则 




A A —^Xx 9 
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(x n ,y n ) (x,y). 

这些事实的证明主要利用柯西-布尼雅可夫斯基不等式 （1) ，作为习题请读者 


证明 


在/?中存在内积，使得在此空间中不仅可引进向量的范数 （即 向量 的长） ，而且 
还可引进向量之间的夹角，即用公式 




( 2 ) 


COS ip 


J 


确定向量％与 y 之间的夹角 P 这时从柯西-布尼雅可夫斯基不等式（1 ) 推出 :位于 

(2) 中右边的表示式按模不超过 1. 从而公式 (2) 对于任何非零的％与 y 的确确定了 
某一个角 ( p ,0^( p ^： TT , 

如果 ( U ) =0,则从 (2) 得到 p =7 r /2. 在这种情况下，向量％与: k 叫做正交的. 

R 中非零向量系叫做正交的，乃指当时， 




= 0 


如果向量系正交，则它们线性无关.事实上，设 


x^. = 0 


因为是正交系，所以有 


( x ai ^ a i x 


x J = %(v 

ffi ( x a . , x a .) # 0 ,于是对所有的纟= 1 ， 2 ，一， 71 ，％= 0 . 

如果正交系是完备的（即包含它的最小闭子空间是全空间 /?) ，则它叫做正 

交基. 这时如果每一元素的范数都等于1，则系丨叫做标准正交基. 一 般地说，如 
果系 U a K 完备的或不完备的)使得 


0 


0，当 CK / /3, 
1,当 CK = )8, 


(^a ^ X p) ~ 


{ || : || j 是标准正 交系. 

2 . 例子我们考察欧几里得空间以及其中的正交基的一些例子. 

例1以实数组％ =(々 ，巧 ，…，心）为元素，具有通常的加法与乘法运算及内积 


m \ xj 叫做标准正 交系. 显然，如果 uj 是正交系，则 


= y 


(3) 


的 n 维算术空间 R n 乃是一个熟知的欧几里得空间的例子.向量 
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(1，0,0,…，0)， 


e 


(0，1，0,…，0)， 


e 


2 


(0,0,0,…，1) 

构成上述空间中（无限多个中可能的一^个 ) 标准正交基 

例2元素为 


e 


n 


/y - f /v* ^ ••• /v* • • « I 

入一 \ ^1 ，人 2， ，乂 ， / ? 


00 


其中< 00,以及内积为 


00 


(x,y) = Txji 


(4) 


的空间4是欧几里得空间.事实上，从第二章§ 1不等式 (4) 推岀 （4) 中右端级数的 
收敛性.内积性质 1) 一 4) 可直接验证 . 向量 


^1 


( 0 , 1 , 0 ,...), 


e 


2 


(5) 


= (0,0,!,-••) , 


e 




构成4中最简单的标准正交基.这个系的正交性与标准性是明显的.同时系 （5) 是 

)是4中的任意向量而％ ( n ) =(〜，％ 2 ,…， 〜， 0,0, 
的线性组合，且当 

例3在 [ a , 6] 上由实连续函数组成的，内积为 

[ f(t)g(t)dt 

Ja 

的空间 C 2 [ a ，6] 也是欧几里得空间.在其中指出的各种各样的正交基中，由函数 


完备的:设％ = (% 

) .则/ n) 是向量 


y X 


1，％2， 


_ • • 


• • • 


n 9 




时 || ^ 


n 


X 




• • • 


n 


( 6 ) 


(f,g )= 


. 27Tt 

,sin n -- 


2irt 


⑺ 


(n = 1,2,…） 


，cos n 


b 


2 




组成的三角函数系是最重要的正 交基. 该系的正交性可直接验证 • 

如果在长为277的线段上，比如说在 [-7 T ，7 T ] 上研究连续函数，则相应的三角函 

数系为1/2 

系 (7) 是完备的.事实上，根据魏斯特拉斯定理，在闭区间 [ a ,6] 上于点 a 和 b 


■i 


nt( = 1 ， 2，… ）• 


，cos nt , sin 
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上取同一值的任一连续函数 p ，可以表为三角函数多项式序列（即系 (7 ) 元素的线性 
组合）一致收敛的 极限. 这个序列更按空间 C 2 [ a ，6 ] 的范数收敛于^如果/是 
C 2 [ a ，6] 中的任意函数，则它可以（按空间 C 2 [ a ,6] 的范数）表为函数序列％的极 

限，其中每 一 k ( p n 在闭区间 fa ，6 上与/重合，而在 [6 


l // i ，6] 上是线性的，且在 


点6 与在点 a 取同样的值 （ 图17 ) •从而，对于 C 2 [ a ，6 ] 中的每一元素，都可以 （ 在这 
个空间的度量下）用系 （7) 的元素的线性组合任意逼近，而这就表示系 （7) 的完 


备性 


m 17 


3. 正交基的存在性，正交化 在这一节剩下的部分，我们仅限于讨论可分的欧 
几里得空间 （ 即包含可数处处稠密集).上一段所举出的每一个空间都是可分的 （ 试 
证之!），不可分的欧几里得空间的例子可以构造如下.考虑直线上所有可能的函数 
%，对于其中每一个函数，使其异于零的点集^，《 2 ,…至多是可数的，而按所有这些点 

来取的和⑴是有 限的. 像通常函数的加法和乘法一样，我们定义了这个空间中 
的加法与数乘运算，而内积由公式 


0 ， y) = 

来定义，其中和是对使得#0 这些点 f 的集来取.我们请读者证明，这个空 
间中没有可数处处稠密的 子集. 我们指出，这个空间是完备的. 

于是，设及是可分的欧几里得 空间. 我们来证明，在此空间中的任一正交系至多 
是可数的. 

事实上，不失一般性，可以认为所考虑的系1 %丨不仅是正交的，而且是标准的 
(否则，我们可以用系代替系 ) 


这时，如果 a ，则 ' 




II <Pa ~ ^ 

考察球5(%， 1/2) 的全体•这些球都不相交.如果/?中可数集彳少„丨处处稠密， 

则每一个球中至少有丨中的一个 元素. 因而，这些球的个数（亦即元 素〜的 
数)至多是可数的. 

在上面所举的欧几里得空间每一个例子中，我们分别指出了它们的正交基.现 




I 
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在证明下面的一般定理，它类似于〃维欧几里得空间中关于正交基存在的定理 

定理 i ( 关于正交化的定理）设 


f\ ，义， ••• ， 乂 ，" • 

为欧几里得空间中线性无关元素系.则在中存在元素系 


(9) 


<Pi ，％，•••，％， 


它满足以下 条件： 

1) 系 (9) 是正交且标 准的； 

2 ) 每一 元素％ 是元素/1，/ 2 ,…，乂的线性组合 


nnfn ， 


l/l + 


<P 


并且 a nn ^0； 

3) 每一元素乂可表为 


fn = b n\<P\ 


<P 


nn 


的形式，并且 b nn ，0. 

系 (9) 的每 一 ^个元素，除相差因数± 1外，由条件1 ) 一 3) 唯一确定 
证明寻求表为％ = a 1L /； 这种形式的元素％.这时由条件 

(/i ， /i ) = 1 


.fl 


(^1 ^< Pl ) = 


11 




可确定 a u . 由此得到 


显然，％由上式唯一确定（除相差一个符号外).设满足条件1 ) 一 3 ) 的元素％ ( A < 
n ) 已经作出•则乂可表为 


+ H 


七 b n 


fn = 


+ 


l^Pn-l 






的形式，其中当时， 


d ，^ ) = 0 


事实上，由条件 




bn ， n-l^Pn-l ? ^Pk ) 


( h n^k) = (fn - b nl<Pl 

=if n ， (Pk) - b nk((Pk 9 (Pk) = 0 

唯一确定对应的系数 L ，而这也就意味着唯一确定 

显然， （ K ) >0( 假定(\人）=0,与系 （8) 线性无关性矛盾)•令 


• •參 


X 
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h 


<P 


从归纳的构造显然可知，<，即可通过/；，...，/„来表示，也就是说％ = 

i/i +…+\乂，其中 


# 0 


此外， 


(<Pn^n) = 1 , (<Pn^<Pk) = 0 (k < Tl) 


及 


fn - ^nl^l 

这表明满足定理的条件 

从系 （8) 变换到满足条件1 ) 一 3) 的系 (9) ，这称为正交化过程. 

显然，以系 （8) 和以系 （9) 生成的子空间相互重合.从而，这两个系同时完备或 

同时不完备. 

推论 在可分的欧几里得空间中存在标准正交基. 

事实上，设 A ， A ，…， iK ， …是 R 中可数处处稠密的 集合. 从这个集合中选取线 
性无关元素 I / J 的完 备系. 为此只要从序列彳中去掉所有可以表为也的线性组 

合的元素 仏，其中 因此，把正交化过程应用到所得到的完备线性无关元素系 
上，我们就构造出标准正交基. 

举一个(不可分的）欧几里得空间的例子，在其中一个正交基也没有.证明:在完备的 
欧几里得空间（不一定可分）中存在标准正交基. 

习题2证 明:在 完备的欧几里得空间（不一定可分）中，任一非空凸闭有界集套序列具有非 
空的交 ( 参见第二章§ 3第2段与本章§ 3第3段中的习题). 

4. 贝塞耳 ( Bessel ) 不等式•封闭正交系 在 n 维欧几里得空间中已选取标准正 

交基 q ， e 2 , …， e „ ，每一向量％ E R n 都可写成 


+ b nn cp n ( b 


+ 


m m m 




习 


^ = Y, c k e k 

k~\ 


( 10 ) 


的形式，其中 


= ( x , e k ) 


( 11 ) 


下面我们来讨论展开式（ 10) 怎样推广到无限维欧几里得空间的情形.设 


(12) 


^1，％， 


，％， 


是欧几里得空间的标准正交系，/是/?中任意的元素.使数列 
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c k = (f ， (Pk)，k = 1,2，" 

与兀素 /E /?对应， c * 称为坐标或元素/关于系 I % } 的傅里叶 （ Fourier ) 系数，而（暂 

时还是形式)级数 


(13) 




(14) 


c k^Pk 


称作元素/关于系 j ^ 1的傅里叶级数. 

自然产生一个 问题: 级数 （ 14 ) 是否收敛，即它的部分和序列是否收敛于 （ 在空 

间度量的意义下)某一极限，且如果它收敛，则它的和是否与原来的元素/相等？ 

为了回答上述问题，我们首先考虑下面的 问题: 对于给定的〃，选取系数 ％ (fc = 
1，2,…， 〃) 使得/与和 


I 


S 


(15) 


Oi k <Pk 


之间的距离 最小. 我们来计算这个距离.因为系 （12) 是正交的与标准的，所以 


f ~ X 


cm 


ot k <Pk 


(/，/) - 2 (/， X ) + ( Y ^ k^OLjCPj ) 

A： = 1 / ' A： = 1 j = 1 / 

ll/ll 2 -2ia,c, + j^al 

k = 1 k — \ 




ii/ii 2 - X c * + X - c k) 2 . 

k — \ k = 1 

显然，这个表示式仅当最后一加项等于 0 时取得最小值， gp 当 

(k = 1，2，…， n) 






(16) 


— C k 


时取得最小值. 

在这种情况下 


\\f- S n II 2 = 11/11 2 - 

k — \ 

我们证明了形如 （ 15 ) 的所有和当中，对于给定的 n ，元素/的傅里叶级数的部分 
和与/的偏差最小 • 这个结果在几何上可以用下列方式来阐明.元素 


(17) 




Oi k <Pk 


i- 


与所有形如 


ft. 
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的线性组合正交，即与由元素 A ， •••，〜 生成的子空间正交，当且仅当条件 （16) 
成立(试证之!）•于是，上面所得到的结果乃是初等几何著名定理的推 广:从 已知点 

到直线上或平面上所引的垂线长小于从同一点所引的任一斜线长. 

因为恒有||/— S „ || 2 多0,所以从等式 （17) 推出 




这里 M 是任意的，而右端不依赖于仏因此，级数收敛且 


Tc 2 k ^ ii/ii 


(18) 


这个不等式叫做贝塞耳不等式.它在几何上表示向量/在相互正交的方向上的投影 

平方和不超过向量/本身长的平方. 

我们引进以下重要的概念. 

定义 1标准正交系 （12) 叫做封闭的，乃指对任何 / e / i 等式 


= 11/11 


(19) 


均成立，上式称为帕塞瓦尔 ( Parse val ) 等式. 

从恒等式 （ 17 ) 推出，系 （ 12 ) 的封闭性等价于如下 论断: 对于每一个/ G /?，傅里 


叶级数 Z 的部分和收敛于/ 

n = l 

标准正交系的封闭性概念与上面引进完备系的概念有着密切的 联系. 

定理 2在可分的欧几里得空间中 ，任一 完备标准正交系是封闭的，反之也 


成立 


证明 设系是封闭的，则对于任一元素/巳 I 它的傅里叶级数的部分和 
序列收敛于/这意味着元素系的线性组合在 k 中处处稠密， S 卩系 完备. 反 


之，设系1完备，即任何兀素/ E /?都可用兀素系丨 } 的线性组合 a k ( p k 任意 


逼近; 对于/的傅里叶级数的部分和给出同样准确的逼近.从而级数^ 

k=l k=l 

收敛于/，且帕塞瓦尔等式成立. 

在上一段我们证明了可分的欧几里得空间中存在完备的标准正 交系. 因为对« 
中的标准正交系来说，封闭的概念与完备的概念一致，所以不需要重新证明及中封 
闭正交系的存在性.而在上一节引进的完备标准正交系的例子同时也是封闭系的 
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例子 


上面我们总假定所考虑的正交系是标准的 • 对于任何正交系也可以重新叙述傅 
里叶系数、傅里叶级数等概念 • 设1 % 1是任意的正 交系. 关于它可以构造由元素 

= ~11 ^ 组成的标准系.对于任何 /e /?，有 


=^ - 


<p 


I— r 


I 产 h 1^ 


<Pn = X a n < Pn ， 


其中 


(f，(Pn ) 


( 20 ) 


9 


<P 


由公式 (20) 定义的系 数〜， 我们称为元素 / 关于正交(非标准）系的傅里叶系 
数. 把 (20) 中 c „ 的表示式 


<Pn II 代替不等式 (18) 中的 c „， 我们得到 


E 11^ 


( 21 ) 


它是任意正交系的贝塞耳不等式 


完备的欧几里得空间•里斯-费希尔 （ Rlesz - Fisher ) 定理 从第 3 段开始， 

我们研究了可分的欧几里得 空间; 并且，从现在起，我们将假定所研究的空间是完 


參 


备的 


于是，设是完备可分的欧几里得空间，丨 ( 是中某一^标准正交系（不一^定 
完 备). 从贝塞耳不等式推出，欲使数 Cl , c 2 , 

系数，使级数 


成为任何元素/£ /?的傅里叶 


• •譬 






收敛是必要的，实际上在完备空间中.上述条件不仅是必要的，而且也是充分的.这 
就是说下面的定理成立. 

定理3 (里斯-费希尔）设是完备欧几里得空间中任意的标准正交 
系，并设数 


e. 


C l ， C 2 ， 


使得级数 
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( 22 ) 


收敛. 则存在元素 /E R ， 使得 


= (/, < Pk ) 


及 


= (/，/) = 11/ 


证明令 


r V 

fn=L 


C k<Pk 


则 


= X 


^n + 1 n + \ 


<P 




汀 +1 


因为级数 (22) 收敛，所以根据 /? 的完备性，由此推出序列 1/ J 收敛于某一元素/ e 

R . 其次 


(23) 


(/,A)= (fn,<Pi) + (f 

并且当 ^ > i 时，上式右端第一项等于^ ; 而第二项当 

I I ^ 11/ ""/nil ' 

等式 ( 23 ) 的左端与 n 无关 • 因此，在 ( 23 ) 式两端当 00时取极限，得到 

( A < Pi ) = c i - 


时趋于零.这是由于 


71 — > 


(Pi 


根据/的定义，当 n 


II/-/JI ^0 


因此，当 


时， 


TI — ► 


(/ - = (f ， f) - X 

\ L _ 1 L _ 1 / b — \ 


由此得到 


y\ c i = (/，/) 


最后，我们给出以下有用的定理. 

定理4 完备可分的欧几里得空间中的标准正交系丨％ 1是完备的，当且仅当 


4. 欧几里得空间 
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R 中不存在与系1的所有元素正交的非零元素. 

证明 设系 kJ 是完备的，从而是封闭的.如果/与系丨的所有元素正 
交，则/的所有傅里叶系数都等于零.则从帕塞瓦尔等式得到 


(/，/) = X 


0 , 


BP /=0 


反之，设系不是完 备的. 则在中存在元素使得 


( g , g ) > (其中 


( g ^ k )) 


C k 




根据里斯-费希尔定理，存在元素 /e /?，使得 


与（/，/) = y 


if ， 9k ) 


= Ck 


由于元素 /- g 与所有的正交，因此从不等式 


(/，/) = y\ c i < (g,g) 


推出 / 一 

习题 1设 好 是完备欧几里得空间（不一定可分），则在 好 中存在完备标准正交系 k a K 参阅 
第3段中的习题1 ). 证明 :对任 一向量/ e 丑，以下两式 

/ = Z (f 9 <Pa)<Pay ll/ll 2 = X 




•T. 




成立，其中位于右端的和具有至多可数个异于 0 的加项. 

习题 2欧几里得空间/?的向量系1 % 1叫做完全的,乃指在/?中不存在与 所有％ 正交的、 
异于0的向量.定理4表明，在完备欧几里得空间中向量系的完全性等价于它的完备性.试证明, 

在非完备空间中可以存在完全但非完备的系. 

希尔伯特空间.同构定理 我们继续讨论完备的欧几里得空间.迄今为止， 

我们感兴趣的是无限维空间，而不是线性代数教程中给出详尽描述的有限维空间. 
通常我们仍假定在所考虑的空间中存在可数处处稠密的集合.下面给出一个定义. 

定义 2无限维完备的欧几里得空间叫做希尔伯特 空间屯 

于是，满足以下条件(公理）的任意性质的元素 /， g ， …的全体叫做希尔伯特 






空间 


I . "是欧几里得空间（即在其中具有给定内积的线性空间) 

n . 空间"在度量 p (/， g ) = \\ f-g || 的意义下是完备的 • 


①以引进这个概念的著名德国数学家希尔伯特 ( 1 862-1943) 而命名 
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1. 空间"是无限维的，即在"中对于任何皆可找到 M 个线性无关的元素. 
通常我们研究的是可分的希尔伯特空间，即还满足下一公理的空间. 

IV . "是可分的，即在"中存在可数处处稠密集. 

实空间4可以作为可分的希尔伯特空间的例子. 

在下面我们只研究可分的情形. 

类似于§ 1中的定义2,两个欧几里得空间 R 与 R * 叫做同构的，乃指它们的元 
素间可以建立 一一 对应，使得当 


E R *) 


( x 9 y E R；x 




时，有 


x + y^x + y ， 


ax^ax 


及 


( x , y ) = (x 

换言之，欧几里得空间的同构是这样的 一一 对应，它既保持这两个空间中定义的线 
性运算，又保持内积. 

如所周知，任何两个〃维欧几里得空间彼此同构，从而，每一这样的空间同构于 
算术空间 IT (第2段例 1). 无限维欧几里得空间不一定彼此同构.例如，空间与 
C 2 [ a ，6] 彼此不同构.因为空间 Z 2 是完备的，而空间 C 2 [ a ，6] 却不完备. 

然而以下事实成立. 

定理 5任何两个可分的希尔伯特空间彼此同构. 

证明 我们来证明，每一希尔伯特空间及与空间4同构，从而证明定理的断 
言.我们在"中选取任意的完备标准正交系，且使元素 /e 关于这个系的傅 

，所以序列 （ q ， c 2 ，…， c n ， 


，y 


的全体与/对应.因为 Z 

k = 1 

) 是 L 中某 一^ 兀素.反之，根据里斯-费希尔定理，具有数 q ， c 2 ，…， c „ ，… 为其傅 
里叶系数的某一元素/ e 好与中的每一元素 ( Cl ， c 2 ，…人，…）对应.因此，从"到 
1 2 中元素之间建立的对应是——的.其次，如果 


里叶系数4，(： 2 


< 


餐餐餐 % 

， 9 


m m m 


f^(ci ， C 2 , 




m m m 


m m m 


及 


， d 2 , …， d n ，…、 ， 


则 
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/+ + d x ,c 2 + d 2 ， … ， c n + d n ， •“） 


及 


af ^( ac l ， ac 2 , 


, otc n ^ 


• • • 


• 餐 


即和变为对应元素之和，而数乘变为该同，数乘以对应元素的乘积.最后，从帕塞瓦 
尔等式推出 


(/，茗） = y\ C n d n 


(24) 


事实上，从 


(/，/) = ^ C ly ( gyg ) = I d l 

n=l n=l 


I — t 


(f + gj + g) =(/，/) + 2(/,g) + (g,g) 


y ( c n + d n ) 


= Z + 2 y C nd n + X 尤 


推出 （24). 因此，上面建立的空间"与 Z 2 元素之间的对应关系实际上是同构的. 

定理5表明，精确到同构，仅仅存在一个(可分的）希尔伯特空间（即公理系统 

n 

I 一 iv 是完备的），并且空间4可以看作它的“坐标实现”，这正像具有内积 

i = 1 

的 n 维算术空间是用公理给定的 n 维欧几里得空间的坐标实现. 

取泛函空间 C 2 [ a ,6] 并考虑其完备化便可得到希尔伯特空间的另一 实现. 事实 

上，不难验证，任一欧几里得空间的完备化(在第二章§3中我们定义度量空 
间完备化的意义下)成为线性欧几里得空间，这只要在中定义线性运算与内积，并 
且按空间的连续性延拓线性运算与内积，即令 


x +y = Hm(x n + y n ) , 


= lim otx 


I- ^ 


( x , r ) = ， 


， y „ E /? (容易证明上述极限都存在且它们都不依赖于序列 
与的选择).于是空间 c 2 [ a ，6] 的完备化是完备的欧几里得空间，显然它是 
无限维的，也是可分的，即它是希尔伯特空间.第七章中我们将回到这个问题并指 


其中 
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明，为了得到完备空间，应该添加到 C 2 [ a ， 6 ] 中的那样的元素也可以看作函数，但只 
是不连续了 （ 也就是说，在勒贝格意义下的平方可和函数). 

7. 子空间 • 正交补 • 直和 根据§ 3的一般定义，我们称希尔伯特空间开中这样 
的兀素组成的集合 L 为 H 中的线性流形，系指如果 /，g E 1 ，则对于任何数 a 与 p，af 
+)8 g E L 闭的线性流形叫做"的子空间.我们给出希尔伯特空间的子空间的一些 


例子 


例1 设 k 是 H 中的任意元素.与 A 正交的所有元素/ E " 的全体构成好的子 


空间 


例 2 设"的实现为 4 ,即 4 的元素是使得 

k 

)• 满足条件 ％1 = 的兀素 (％ i ，% 2 ，…，%„，…）构成"的子空间. 

例 3 设"的实现仍为空间 Z 2 . 使得当 n = 2,4,6,…时\ =0( 且当 n = 1,3,5, ••- 

时〜 任意）的兀素％ = ( h ，% 2 ，…，％„，…）构成子空间. 

请读者验证，在例1 一例3中，向量的集合的确是子空间. 

任一希尔伯特空间的子空间，或者是有限维的欧几里得空间，或者本身就是希 
尔伯特 空间. 事实上，对于每一个这样的子空间，公理 I 一 ID 的正确性是显然的，而 
公理 IV 的正确性可由以下引理推得. 

引理 可分度量空间/?的任何子集本身是可分的. 

证明设 


的数列（&，、•••，% 


譬« _ 


/：/："•/： 
b 1 9h2 y ， 


是 R 中可数处处稠密集，而 


^IpUnyV) 


tjSR 


对于任何自然数 ri 与 m ， 可以找到这样的点 7 ] n /?'，使得 

P(L ， Vn ， m) < 


+ l/m 


设沒 >0且1/肌< s/3. 对于任何 17 G 可以找到这样的 '使得 p ( L ， i7 ) < ^3 


从而 


P(L ， Vn，J < 


+ l/m < s/3 + e/3 = 2 e/3. 


所以 P () < s ， 即至多可数集 I ry „， m 丨在 中处处稠密 • 

希尔伯特空间的子空间具有某些特殊的性质(对任意赋范空间的子空间却不成 
立). 这些性质与希尔伯特空间中存在内积和以它为基础的正交性概念有关. 

对希尔伯特空间的任意子空间的元素的任何可数处处稠密序列应用正交化过 
程，我们便得到以下定理. 

定理 6 空间中的每一子空间 M 都包含标准正交系丨％丨，它的线性闭包与 M 


重合 
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设 M 为希尔伯特空间"的子空间.用 

Mi = HQM 

I 

• • ( 

表示与所有元素 /E M 正交的元素 g E 的集合，并且我们来证明^^也是空间 H 
的子空间 . Mi 的线性性质是显然的，因为从 ( gl ，/) =( g 2 J ) =0推出 + a 2 g 2 , 

f ) =0. 为了证明封闭性，假设 E 且收敛于 g . 则对于任何 /E M 

( 茗 ， /) = = 0 , 


所以 g 也属于 M 1 . 

子空间 Afi 叫做子空间 M 的正交补. 

. : 

从定理6容易得到下面的定理. 

定理7如果 M 是空间的（闭的！）线性子空间，则任何元素 / E 好可唯一地 

表为的形式，其中 A e M 及 h，G 

证明 现在我们来证明这种表示式的存在性.为此在 M 中寻求完备标准正交 

^\<Pn \ ，并令 


h = h 

n = l 


= (/，(Pn ) 


c 


因为（按照贝塞耳不等式）级数 Z 收敛，所以元素存在且属于 M . 令 

n = l 

h f = f - h . 

显然，对于所有的 n ,( h \ cp n ) =0. 又因为 M 中任意的元素 （ 可表为 


5 


C = X 

n = l 


的形式，所以有 


=X a n ( h ’，( p n ) = 0， 

Wf = 1 


BP/i^E M 丄 • 

现在假设，除了上面构造的分解式 /4+ Y 外，还存在另一个分解式 

/ = h , + h \, h x E M , h \ E M 丄. 


则对所有的 n 


( h l，<pj = (/, (pn ) 




由此得到 
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h x = h ， h \ = h f 


由定理 7 推出几个有用的推论. 

推论1 线性子空间 M 的正交补之正交补与 M 本身重合. 

, • 

• . 

因此，我们可以谈论空间丑的互补的子 空间. 如果 M 与是互补的两个子空 

间，而 k 丄 I〆 」是(分别在 M 与中）完备的正交系，则系 U 与 I〆 」的并给出 

全空间丑中完备正交系.因此下面的推论 成立： 

推论 2任一标准正交系可以扩张为//中的完备系. 

如果系彳％!有限，则属于它的元素的个数等于由生成的子空间 M 的维数， 

也与子空间的余维数相同.于是，又得到一个推论. 

推论 3对于有限维数 ai 的空间来说，它的正交补具有余维数〃，反之亦然. 
如果每一向量 / E 丑可表为/=/1 + Y 的形式，其中 A e 是 M 的 

正交补），则称丑是彼此正交的子空间 M 与的直和，并记作 

H = M @ M L , 

显然，直和的概念可直接推广到任意有限个或甚至可数个的子空间上.也就是说，丑 
是其子空间 M ，鳩 ，…，，…的 直和： 


H = 軋 ㊉ M 2 ㊉ … ㊉ 札 ㊉ …， 


乃是指 


1) 子空间軋两两正交，即当时，中任一向量与中任一向量正交 

2) 每一元素 /E 丑可表为 

f ~ + 九2 

的形式，并且如果子空间的个数无限，则 I || \ || 2 是收敛级数.不难验证，如 

A n 

果元素/的这种表示式存在，则它是唯一的且 


， h n E M 


+ K + 


+ 


• • • 


• • • 


与子空间的直和一样，我们可以谈论有限个或可数个任意希尔伯特空间的直 
和.这就是说，如果圮与均是两个希尔伯特空间，则它们的直和用下面的方式来定 

义; 空间丑的元素是这样所有可能的对(\，心），其中 M ^ H l 9 h 2 而这样的两 

个对的内积 等于： 


(( h l 9 h 2 ) 9 ( h \ 9 ^ 2 )) = ( h ” h \) + ( h 2 ， h f 2 ). 

在空间7/中显然包含分别由形如 （ M ， o ) 与 (0 人）的对组成的、彼此正交的子空间， 
其中第一个子空间可用自然方式与空间仏等同起来，而第二个子空间与空间 h 2 


等同 
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类似地定义任意有限个空间的和可数个空间均 ，丑 2 ，". A ，…的和丑= 又 ㊉ 圪 
这样定义: 空间丑 的元素是使得 I || 


的所有形如 


h = (h^，h 

的序列.丑中元素/与 g 的内积 a ， g ) 等于 

X (u 


人， … ） (h n BH) 


• • * 


2 ? 


欧几里得空间的特性 我们研究以下问题.设/?是赋范空间 • /?中定义的范 

数应当满足怎样的补充条件，使得/?成为欧几里得空间 （ 即使得/?中的范数用某 一 
内积来定义）？换言之，在所有赋范空间类中，怎样描述欧几里得空间的特征？以下 
定理给出了这个特征 • 

定理8赋范空间/?是欧几里得空间的充要条件为对于任何两个元素/与 g ， 




满足等式 


II/-^11 2 =2( ||/|| 

因为/+¥与 /-¥ 是以/与 g 为边所构成的平行四边形的对角线，所以等式 
(25) 表示欧几里得空间中平行四边形熟知的 性质: 平行四边形对角线的平方和等于 
其各边的平方和.因此，必要性是显然的.我们来证明它的充分性•令 


(25) 


11/+^ 


g 


(/ ，容 ） = T~( II/+ ^ II 2 - \\f~g II ) 


(26) 


4 


并且证明，如果等式 (25) 成立，则函数 (26) 满足内积的所有公理.因为当 /= g 时，有 


(27) 


II 2/ 


(/，/) = 


- \\f-f\n = ii/ir, 


这就是在空间中生成范数的内积 

首先，从 (26) 立即看出， 


(/，茗） = (茗， /) ， 

即内积的性质 1) 成立.此外，由于 (27) ，性质 4) 也成立.为了证明性质 2) ，我们考虑 
三个向量的函数 


少 (/ ，茗，厶） =4[(/+g ， /i) - (f 9 h) - (g,h )] , 


/• 


中二 \\f + g + h 


Wf-h 


- I/+ ^ - h I 


f+h 






h\W 


(28) 


g 


g 
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并证明它恒等于零.由于(25)，有 

\\ f + g±h 

将它代入 ( 28 ) 的相应表达式中，得 

少(/，容，/0 =- \\ f + h-g 


2 


2 


2 


- \\ f ± h - g \\ 2 . 


2\\ f±h 


+ 2 


g 




2 


2 


2 


\ f - h-g 


2 


2 


2 


ii / 一九 


( 29 ) 


g + h 


g ~ h \\ 


取 (28) 与 (29) 和的一半，有 


2 


^ ^ -/II 2 )- 


^( f , g , h ) =十 （ IU + A+/II 


+ 


2 


2 


尽 -WII 2 ) - 


tt( \\g - h +/II 


2 


2 


2 


g + 


g ~ h \\ 


根据 (25) ，第一^加项等于 


2 


11/11 2 , 


g + h 


+ 




第二加项等于 


2 


2 


-I 茗-办 


- II/H 


于是， 


❿ ( f ， g ， h ) ^0. 

最后，我们证明性质 3)， B 卩内积的齐次性.为此对任意固定的/与 g ， 考虑函数 

= ( cf ， g ) - c ( f 9 g ). 


从 (26) 立即推得 


2 


2 


^(0) 


)=0 


g 


g 


4 


M < p ( - 1 ) =0,后一^式是因为（ - f ， g ) 二- ( f 9 g )- 因此，对任何整数几， 

( nf , g )=( 


n [ (/， g ) 


几 (/+ … +/) ,g) 

n ( f , g ) = n ( f 9 g ), 


(/， g )] 


+ 




g 




n 


g 


即 < p ( n ) =0. 对于整数且 


(如 = p (>) = f 八 >) = 


y 


即对于所有有理数 C ， p ( c ) =0. 因为函数 p 连续，所以 
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# 


(p{c) = 0 . 

于是我们证明了函数 (/， g ) 具有内积的一切性质 

例1考察 n 维空间％，它的范数由公式 


1/P 


P 


X 


x k 


p 


/c = 1 


定义.当时，所有范数公理都满足，但仅当 p = 2时％是欧几里得空间.事实 
上，考虑 R p n 中的两个 向量： 


/ = 、(1，1 ，0,0,…， 0) ， 

g = (1， - 1，0,0,…， 0) 


我们有 


f + g = (2,0,0, ••- ,0) , 

f-g = (0,2,0,…， 0). 


从而 


f-g I 


= r' n / + g 

因此，当 P / 2时，平行四边形恒等式 ( 25 ) 不成立 

例2考察闭区间 [0， tt /2] 上的连续函数空间.令 

/(0 = 


2 


g 


P 


P 


P 


P 


g ( t ) = 


COS 


sin t . 


我们有 


ll/ll 


g 


及 


= 在， 


\ f + g 


max I cos t + sin t 


\ f-g 


max I cos t - sin t 

0^t^w/2 


由此可见， 


2 


2 


2 


2 


\\ f - gV ^2( ll/ll 


11/+^ 

因此，空间 C [0， tt /2] 不能借助于任何内积给出其范数.不难看出，在任何闭区间 
[ a ，6] 上的连续函数空间 C [ a ，6] 也不是欧几里得 空间. 

复欧几里得空间 

和实欧几里得空间一样，也可以引进复欧几里得空间（即在其中具有内积的复 
线性空间）.但在这节开始叙述的公理 1) - 4) ，在复空间中不能同时成立.事实上， 




g 
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从 1) 与 3) 推出 


{\x,kx) = A (x r x) 


由此当 A = i 时有 


( x 9 x ), 

即向量％与 k 的纯量平方不能同时为正.换言之，公理1 ) 与3 ) 和公理4 ) 不相容.因 
此，在复情形借以定义内积的各个公理，与实情形相比，应做某些修改.我们定义复 
空间中的内积为满足以下条件的两个向量（复值）的数值 函数： 

_ I _ 

1) (^,r) = (y,x) , 

2) ( A %, r ) = X ( x , y ), 

3) ( x x + x 2 J y ) = { x x , j ) + ( x 29 y ), 

4) (%，％) >0,并且当％ /0 时， （％， x ) >0. 

(由此可见，我们 f 第一个公理中作了修改，其余三个公理没有修改 .） 由公理 
1) 与 2) 推出 （％， Ay ) = A ( i ，： y ). 事实上 


IX 9 IX 


• (% ， Ay) = (Xy,x) = X(y,x) = X(x 9 y). 

线性空间 cr 是大家熟知的 n 维复欧几里得空间的例子 （ § 1例 2) ，在 cr 中元素 

，〜）与 y = (ji ,j2,**srJ , 


( 


• ft • 


的内积由公式 


( x yj ) = 

k = l 


定义 


大家知道 ，任一 n 维复欧几里得空间与 C n 同构 
可以看作无限维复欧几里得空间 的例： 

1 ) 复空间4，它的元素是满足条件 


Y ^ 

a = 1 


< 


的复数序列 


^V* ( /V* /V* * • • /V* • • •) 


而内积由公式 


(^, r ) = X 

汉=1 


% nJ 


定义 
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_ 


2) 在闭区间 ,[ a ，6] 上具有内积 


f ⑴ gU)dt 

Ja 


(f ， g) = 


的复连续函数空间 C 2 [ a ，6]. 

在复欧几里得空间中向量长(范数)像实空间情形一样，由公式 

II % I = y (x^x) 


定义 


(无，: K) 


一般说来是 


在复情形通常不引进向量之间夹角的概念因为量 


y 


复的，它可能不是任何实角的余弦)，但保持正交的概念 :元素 ％与 y 叫做彼此正交 

的，乃指 0， y ) =0. 

如果 k J 是复欧几里得空间/?中的任一正交系，而/是中的任意元素，那么， 

像实空间情形那样，数 


(f,<Pn ) 


<P 


叫做傅里叶系数，而级数 


V 11 1 1 

\ a n(p 


叫做元素/关于正交系 I 的傅里叶级数.贝塞耳不等式 


X 11^ 


彡 (/,/) 


成立.特别，如果系是正交与标准的,则关于这个系的傅里叶级数由公式 

C n = (f^n) 


定义，而贝塞耳不等式具有 


f - 


Z 




彡 （/,/) 


的形式.无限维完备复欧几里得空间叫做复希尔伯特空间.关于希尔伯特空间同构 
的定理可以搬到复的 情形： 

定理 9所有可分复希尔伯特空间彼此同构. 

复空间4是复希尔伯特空间最简单的实现.另一个复希尔伯特空间的泛函实现 
将在第七章中介绍. 

请读者证明，上面对于实欧几里得空间，特别对于希尔伯特空间证明过的所有 
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定理，对于复空间也成立(考虑到内积复性需对定理的文字稍加修改) 


5. 线性拓扑空间 


1. 定义与例子 在线性空间中给定范数只是引进拓扑的所有可能方法之一. 
泛函分析这方面的发展，像广义函数论（将在下一章讨论），表明在很多情形下不利 

用范数，而利用任何其他方法给出拓扑来研究线性空间是有益的. 

定义 1集£叫做拓扑空间，乃指 

l . 五是线性空间（具有元素乘以实数或复数的乘法). 

n . £是拓扑空间. 

m . e 中的加法与数乘法运算关于给定在£中的拓扑是连续的.更详细地说这 
一条件相当于以下的 条件： 

1) 如果％ + y 。 ，则对于点％的任一邻域 f /， 可以分别求出点％。与％的邻域 

[ 与 r ， 使得当欠 e F，y e r 时 e f/ ; 

2) 如果 c ^。 =7。，则对于点 7 。的任何邻域 f /， 存在点％的邻域 F 及数 s >0, 使 
得当 I a - a 0 I 及％ E F 时， a % E [/• 

从线性拓扑空间中代数运算与拓扑之间存在的联系推知，这种空间的拓扑完全 
可以用给定零邻域系的方法定义.事实上，设％是线性拓扑空间 Z 的点， f /是 £中的 
某一零邻域.则 U + x { 这个邻域在％上的“位移”）是点％的邻域.显然，任意点％ E 
E 的任何邻域都可用这样的方法得到. 

从线性拓扑空间£中加法与数乘法的连续性直接推得以下论断. 

1) 如果 f /， F 是五中开集，则集 f / + F (即形如 e e y 的所有元素的 
全体)也是开的. 

2) 如果 t/ 是开的，则对于任何 A /0, 集 At/ (即所有形如 e f/ 元素的全 
体)也是开的. 

3) 如果/^是£中闭集，则 AF 对于任何 A 也是闭的. 

例 1首先，所有赋范空间属于线性拓扑空间之列.事实上，从范数的性质立即 
推得，赋范空间中向量的加法与数乘向量的乘法运算在由范数定义的拓扑中是连 


续的 


例 2在所有可能数列％ = (&，々， 


) 的空间 R 00 中，如此给出确定零邻 
域系: 每一个邻域用整数卜，…人与数 s >0 确定并由满足条件 


? ^71 ? 


• • • 


_ • _ 


I x k . < s 9 i = 1 ， 2，“.，/* 

的一切％ E R 00 组成.不难验证，给出这样的邻域系变 R 00 为线性拓扑空间.（与 R 
一样，可以讨论所有复序列的空间 C \) 
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例3设釘《，6]是闭区间 [ a ，6] 上无穷次可微 ( D 函数的空间.我们利用以下零 
邻域系来定义尺 [ a ，6 ] 中的 拓扑: 每一个邻域 f / m ，£ 用下标 w 与数 e >0 确定并由所有 
满足不等式 


< p (k) ( x ) \ < e , k = 0，1 ，2,…， 


的函数 P 组成，其中是函数 p 的阶导数. 

在线性拓扑空间中的拓扑与在其中定义的线性运算有关这一事实，把相当强的 
限制加在空间的拓 扑上. BP ， 在线性拓扑空间 E 中，点 x 与不包含它的闭集具有不相 

交的邻域. 


在证明这个命题时，考虑点％ = 0及不包含它的任何闭集 F 就够了.令 U = E \ F . 
根据£中减法运算的连续性，存在使得 F - ITCf ； 的零邻域 1 F . 可以取这样的零邻 
域％与％的交作为[使当％ e %及 y e %时3 e f /. 我们来验证，邻域 w 
的闭包含于 f / 中.设 y e [ r ] ，则点 y 的每一个邻域，特别是 y + [ 包含 r 中任意一 

点 z •从而 e 见，即 y e w - ircf /， 所以 r 的闭包含于 f / 中.这时 眾和£\[疋] 

分别是所求的点0与集 F 的邻域. 

拓扑空间叫做空间，乃指它满足分离性公理7\，即指它的任何单点子集是闭 
的. 显然，线性拓扑空间是空间，当且仅当所有零邻域的交不包含非零元素.我们 
在第二章中称满足分离性公理7\与 r 3 的拓扑空间为正则的.从前一段证明可推 
出，线性拓扑:空间是正则的. 

有界集的概念在赋范空间中起着重要的作用.虽然那里借助于范数引入这个概 
念，但它对于任意的线性拓扑空间，也可以自然地叙述. 

在线性拓扑空间£中的集 M 叫做有界的，乃指对于每一个零邻域[/，存在 

0,使得对于所有 | A | > n ， 入 UDM . 

显然，对于赋范空间，这个有界性概念与按范数有界（即可把给定集置于某一个 
球 || 内部) 一致. 空间£叫做局部有界的，乃指在£中至少存在一个非空有 

界 开集. 任一赋范空间都是局部有界的.例2中指出的空间 R 00 ，可以作为非局部有 
界空间的例(试证之!） . 

习题1 设五是 线性拓扑空间，证明以下命题 成立： 

( a ) 集 MCE 是有界的当且仅当对于任何序列|\丨 CM 及任何趋于零的正数列 UJ ,序列 
趋 于零； 

( b ) 如果 U „ i : =1 C 瓦且 

(c) 如果 E 局部有界，则在 E 中第一可数性公理成立. 

在空间 R 00 中第一可数性公理是否成立？ 

习题2我们说线性拓扑空间 五的集 M 被零邻域吸收，乃指存在 A >0,使得证 
明，在局部有界空间中，存在彼此相互吸收的基本零邻域系.在赋范空间中什么可以选作这样 


n > 


•3 


t- 


，则是有 界集; 


①即具有一切阶的导数. 
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的系？ 


局部凸性 任意线性拓扑空间可能具有的性质与欧几里得空间或赋范空间 
熟知的性质有显著的差异.比赋范空间更一般但保持赋范空间众多性质的重要一类 
空间构成所谓局部凸空间. 

定义 2线性拓扑空间叫做局部凸的，乃指其中每一非空开集含有非空凸开 




子集 


注意，如果空间£是局部凸的，则对于任意一点％ e £与它的任何邻域[/，可以 

找到％的凸邻域 F ， 使得％ e vciu. 事实上，只要证明这个命题对点％ = 0 为真.设 u 
是任一零邻域.我们可以找到这样的零邻域 F ， 使得 v-vcu. 因为 e 是局部凸的， 

所以可以找到非空凸开集 rcv . i^y e F '， 则 F '- y 是含于 f / 中的凸零邻域. 

任一赋范空间都是局部凸的.事实上，在此空间中任何非空开集包含有某一个 
球.于是，任一赋范空间是局部有界且局部凸的.可以证明，就实质来说，赋范空间穷 
尽了具有这两个性质的空间类.换言之，我们称线性拓扑空间£是可赋范的，乃指 E 
中具有的拓扑可以用某一范数给出.以下定理成 立:任 何可分离局部凸与局部有界 
线性拓扑空间是可赋范的. 

习题 1 证明: 线性拓扑空间中开集是凸集，当且仅当 U + U = 2 U . 

习题 2 设 E 是线性空间.集 f/cf 叫做对称的,乃指从％ e t/ 推出 - xe t/. 设雳 是空间 E 

的、与自己的核(参见 § 2) 重合的一切凸对称子集组成的族.证明以下断言正确. 

( a ) 在空间 E 中，对于某一局部凸可分离的拓扑（这个拓扑叫凸核拓扑），族 f 是一确定的零 


邻域族 


( b ) 凸核拓扑是局部凸拓扑中最强的,局部凸拓扑中的线性运算在 E 中是连续的. 

(C) E 上任一线性泛函关于凸核拓扑是连续的. 

3. 可数赋范空间 对分析学来说，所谓可数赋范空间是线性拓扑空间的很重 
要一类.为了叙述相应的定义，我们需要一个辅助概念 

设在线性空间£中给定两个范数 


它们叫做一致的，乃指£ 
中任何一个序列,当它关于这两个范数的任何一个为基本序列且按其中一个范 
数收敛于某一极限％ e £时，则它也按另一个范数收敛于同一极限％. 

所谓范数 


_ 


乃指存在常数 C >0, 使得对于一切 X E E , llx II ! 


不弱于范数 


如果第一范数不弱于第二范数，而第二范数不弱于第一范数,则这两个范数叫做等价的.两 
个范数叫做可比较的，乃指它们中的一个不弱于另一个. 

定义3在线性空间£中给定了两两一致范数 
数赋范空间.如果用下标 r 、 正数 e 以及满足条件 


的可数系，则£称为可 


， II 00 


X 1 < 6T, 


• • • 


的所有％ e £来定义每一个集取这样的集的总和作为任一可数赋范空间的确 
定零邻域系，则该空间成为线性拓扑空间. 
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我们请读者验证，上面的零邻域系的确在£中定义了一个拓扑，其中元素的加 
法与数乘元素的乘法运算是连续的. 

注意，任一可数赋范空间满足第一可数性公理，因为零邻域系可以用 e 只 
取值1，1/2,…，1/〃，…的（不改变拓扑的）可数子系来代替.此外，可数赋范空间中 
的拓扑可以利用某一度量给出，例 如： 


II ^ - y 1L 
-II ^ - r IL 

请读者证明，函数 p ( %， y ) 满足距离的所有公理且关于平移（即 pO + z ， y + z ) = 
p ( x , y ) 9 x , y,z E £)是不变的，并且由它产生的拓扑与原来的拓扑一致.于是，接上 
面弓 I 进的度量来理解这完备性时，我们可以谈论可数赋范空间的完备性.还要注意， 
序列14关于度量 （ 1 ) 是基本的，当且仅当丨关于范数 
基本的，且(按这个度量）收敛于元素％ 当且仅当它按每一个范数 || • 

都收敛于换言之，可数赋范空间的完备性意味着其中任一序列按每一个范数 

都是基本的，收敛的. 

例1如果用公式 


p( x ， y) = X 2 

n = 1 


( i ) 


G E 




中的每一个都是 


n 


严⑴ 


II/II 


sup 


d ^ 5 1 b 

O^k^m 


作为上面讨论过的闭区间上无穷次可微函数空间尺 [ a ，6 ] 的范数，则它是可数赋范 

空间重要的 例子. 显然所有这些范数彼此之间是一致的，而且它们定义了正是上面 
已经叙述的尺 [ a ，6] 中的拓扑. 


例2设心是由直线上所有这样的无穷次可微函数组成的空间，这种函数连同 

其一切导数在无穷大处趋于零比1/ U | 的任何幂次都快（即对于任何固定的与 
g ， 当 IH 


时，满足 条件 / /w (0—0 的函数).在这个空间中，我们定义可数范数 


— > 


系为 


t k f q \ t ) | ， 


11/11 


= 0 , 1 , 2 , 


sup 

k 9 q ^ 


m 


Ul\ 


不难证明，这些范数彼此之间是一致的.于是，是可数赋范空间. 

例 3 可数赋范空间重要的特殊情形，即所谓可数希尔伯特空间.设 7/ 是线性 
空间，其中给出内积的可数系（^，少父，并且假设与这些内积对应的范数 || ^ || n = 

彼此之间是一致的.如果这样的空间是完备的，则它叫做可数希尔伯特 


空间 


例 4 以下空间可以作为可数希尔伯特空间的具体例子.设少是所有使得对于 

每一个整数彡0,级数 


▽ A ： 2 
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收敛的数列 U J 的集合.设 


为这个空间的范数系.不难证明，这些范数彼此之间是一致的，并且在上面所指的意 
义下少是完备的.显然，每一个范数 || • IL 可以借助于内积 


(uh = y 


几 x n y 


给出，即少是可数希尔伯特空间，称它为速降序列空间 

如果£是可数赋范空间，则在其中所给的范数 || ， 
们满足条件 


，可以认为当时，它 


( 2 ) 


X \\ k ^ \\x 


因为不然的话，我们可以像原来的范数系一样，用£中定义同一拓扑的范数 

II ^111 = su p ( IMI 1， I 卜 II 2，".， " U 

以代替范数 Ihiu . 使空间£按每一个范数 II • h 完备化，我们便得到完备赋范空 
间系‘这时从关系式 (2) 及范数的一致性推得，当 A <Z 时，自然的嵌套关系 

E k D E , 

成立.于是，可以使完备赋范空间的下降链 


] E k D …； n E k DE 


E , D E 2 D 


參 •鲁 


与每一可数赋范空间 £ 对应.可以证明，空间£是完备的当且仅当£ = ri £,( 试证 

L _ 1 

/V — •丄 

之!）.例如，在闭区间 [ a ,6] 上无穷次可微函数空间 K [ a ，6] 是完备赋范空间 C n [ a 9 
6] 0=0,1，2,…）的交，其中 C n [ a 9 b ] 由具有直到 n 阶连续导数的函数组成，而在 

C n [ a ，6] 中的范数由公式 


广) ⑴ 


I/IL = 


sup 

a^t^b 

O^k^n 


定义 


在三十年代中，当巴拿赫的工作中基本上建立了线性赋范空间理论时形成了一个印象，对服 
务于整个分析学的具体需要来说，这一类空间是足够广泛的.然而，后来才弄清楚，事实并非如 
此.实际上，在一系列问题中如下的空间是重要的，像无穷次可微函数空间，所有数列组成的空间 
R " 以及对于不能用任何范数给出其自然拓扑的其他空间.这样一来，线性空间 一- 拓扑的，但不 
是可赋范的一这完全不一定是“怪异”或“病态”.相反，这些空间中的某些空间乃是有限维欧几 
里得空间自然和重要的推广，比如说，这种推广并不亚于希尔伯特空间. 
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1. 线性连续泛函 




1. 线性拓扑空间中的线性连续泛函 在第三章§ 1我们已经研究了定义在线 

性空间上的泛函.如果所说的是给定在线性拓扑空间上的泛函，那么连续泛函具有 
基本的重要性•通常，定义在空间瓦上的泛函/，如果对于任意乂 e E 及任意 e >0, 

存在元〜的一个邻域 f /， 使得对％ e u 有 

\f( x ) ~f( x o) I 

则称泛函 / 是连续的.特别，这个定义与线性泛函有关. 

如果£是有限维的线性拓扑空间，那么£中的任何线性泛函自然是连续的.在 

, 4 

h * 

一般情况下，由线性泛函不能推出它的连续性. 

下述论断虽然几乎是显然的，但#以后非常 重要： 

如果线性泛函/在任何一点％ E £连续，那么它在£上处处连续. 

事实上，设 y 是£中的任意一点且设 ^>0. 选择点 x 的邻域 f /， 使其满足条件 
(1)，则这个邻域的位移 


( 1 ) 


< 6 T ， 


V = U + (y — x) 


是所求的点: K 的邻域.因为如果 2 e F ， 那么 m-y E [/. 因此， 

I/O) -fir) 


.j 




f{z - y + x) -f(x) 

这样一来，验证线性泛函的连续性只需在一点，譬如在点 0 来进行就可以了. 
如果£是满足第一可数性公理的空间，则在£上线性泛函的连续性可用序列的 


< S 






4 
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语言来叙述•.如果由 x n ^ x(x E £) 推出/(\)—/( X )，则称线性泛函/在点 x E £连 

续. 检验连续性的这一定义与前面所引入的定义的等价性（在第一可数性公理成立 
时）的工作，我们留给读者去作. 

定理 1为使线性泛函/在£上连续，必须且只需在£中存在这样的零邻域，在 
该邻域上泛函/有界. 

证明 如果泛函/在点0连续，那么对任意 e >0,存在零的邻域，在该邻域上 

j 

% 

1 / 0)1 

反之，设 c / 是如此的零邻域，使得对％ e [/， 

\ f ( x ) I < c , 


< s 


并设 s >0 .则丟就是这样的零邻域，在其上 1/(4 I 这就证明了/在点0的连 


C 


续性，这也意味着在£上处处连续. 

习题 设 E 是线性拓扑空间，证明下述论断的正 确性： 

( a ) E 上的线性泛函/连续当且仅当存在这样的开集 UCE 及这样的数~使得 （多 /(") ，其 
中 /( V )是/在"上的 值集. 

( b ) E 上的线性泛函/连续当且仅当其核 U :/(4 =0} 在 E 中是闭的. 

( c ) 如果 E 上的任意线性泛函连续，则在 E 中的拓扑与凸核拓扑重合(参看第 H 章§ 1第3 
段中的习题 2). 

( d ) 如果 E 是无穷维的且是可赋范的，则在 E 上存在不连续的线性泛函（利用 E 中哈默尔基 
的 存在性，参看第三章§ 1第3段中的习题). 

( e ) 设在 E 中存在确定零邻域系，该系的势不超过空间 E 的代数维数（即 E 中哈默尔基的 
势.参看第三章§ 1第3段中的习题).于是在 E 上存在不连续的线性泛函. 

( f ) 为使线性泛函/在^上连续，必须/在每一个有界集合上 有界; 而在 E 满足第一可数性公 

I* 

s • 

理的情况下，必须且只需/在每一个有界集合上有界 • 

赋范空间上的线性泛函 设所考虑的空间£是赋范 空间. 按照定理1，任何 
线性连续泛函/在某一个零邻域中有界•但是在赋范空间中任何零邻域都含有一个 
球，这意味着/在某一个球上有界•由于泛函的线性性质，这等价于它在任意一个球 
上的有界性，特别，等价于在单位球 || % || C 上的有 界性. 反之，由泛函/在单位球 
II % || 上的有界性，根据定理1，推出/的连续性（因为这个球的内部乃是一个零 

邻域). 




这样，在赋范空间中线性泛函是连续的当且仅当其在单位球中的值总体有界 
设/是赋范空间 E 中的线性连续泛函.数 


f(x) I , 

即在空间五的单位球上值 \ f ( x ) | 的上确界，称为泛函/的范数.我们指出||/||的如 
下几乎是显然的 性质： 


( 2 ) 


SU P 
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这一点可立即由下述事实推出，即对任何有 


1 /( 义) 


2) 对任何 x E E 


(3) 


f(x) I ^ 1/ 


事实上，如果 x /0，那么元素 


属于单位球，因此依照泛函范数的定义 


/O) 


由此推出 （3) .如果 x =0, 那么在 (3) 式中左边与右边都是零 

习题设 C >0 是这样的数，它使 


(4) 


对任何无成立.试证明||/|| = inf C ， 其中 inf 是对所有满足不等式 (4) 的 C 取的. 

我们来研究赋范空间中线性泛函的例芋. 

例1 设 R n 是 n 维欧几里得空间， a 是该空间内任意一个固定的向量.内积 

/O) = (x 9 a) 

(其中％遍历整个 R n ) 显然是 R n 中的线性泛函.根据柯西-布尼雅可夫斯基不等式 


/( 尤 ） | = 丨 (x 9 a) 


(5) 


因此这个泛函是有界的，这意味着它在 R " 上连续.由不等式 (5) 得 


/O) 


因为这个不等式的右边不依赖于％，所以 


f(x) 


sup 


P ll/ll ^ || a || • 如令 ％ = a ， 得 
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/(«) 


2 


/(«)! = («,«) = 


a 


a 


所以 ll/ll = II a |1 

例2积分 


[ x(t)dt 

Ja 


I(x )= 


(其中玖 《) 是 [ a ，6] 上的连续函数)是空间 C[a 9 b] 中的线性泛函.这个泛函有界，其 

范数等于 b-a. 实际上， 


f x(t)dt ^ 

Ja 


I 尤⑴ \ (b - a) = || 欠 || (6 - a ) ， 


I(x) 


max 


同时，当 x ^ const 时等号成立. 

例3研究更一般的例子，设 y 。 ⑴是 [ a ，6 ] 上某个确定的连续函数.对任意函 

C [ a ，6]， 令 


f ^ ⑴ : To ⑴也 

Ja 


F(x) = 


这个泛函是线性的.它又是有界的，因为 


f 无⑴ : To ⑴ d 

Ja 

根据线性性质与有界性，这个泛函是连续的.由 （ 6 ) 式可推出其范数的估计 


I F(x) | = 


( 6 ) 


^ II I Jo (0 I 


t 彡 


Jo(0 I dt 


F 


( 试证明，事实上这里成立精确的等式!） 

例4考虑前面已提到的，空间 C [ a ,6] 中的线性泛函 


S tQ (x) = x(t 0 ) 

(第三章§ 1第5段).这个线性泛函在函数％(0的值由函数在已知点~的值 
确定.显然 


x ( t 0 ) I ^ IU ， 


同时，对= const 等式成立.由此立即得出泛函 S t 0 (t) 的范数等于 1. 

例5在任意欧几里得空间 X 中可以如在 IT 中那样定义线性泛函，选择某个 
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秦 


确定的元素 a e X ，并对任意 X e X ，令 


F(x) = (x^a) 


像在 R n 中的情形一样，容易验证同时有 


I F 




今后，我们仅研究线性连续泛函，而为了简明，“连续” 一词将略去. 

对线性泛函范数的概念可给如下一个直观的解释.我们已经看到(第三章§ 1) ， 
任意一个非零线性泛函都可有一个由方程 


f ( x ) = 1 


确定的超平面 i 与之对应.我们来求由这个超平面到点0的距离按照定义 c / = 
inf 1 || ^ || ，由在超平面/(4 =1上的估计 

f(x) ~1 


\fM I ^ ll/ll 


有 II % II ^1/ ll / ll . 这意味着 d ^ l / ll / ll . 另一方面，根据 / 的范数的定义，对任意 
s >0 可找到这样的 元素& ，它满足条件/(^) =1，使得 


1 > ( 11/11 -^) 


所以 


11/11 一 


f(x) =1 


因为 6 T > 0是任意的，得 


d = 1/ ||/|| , 

即线性泛函/的范数等于超平面 /( 幻=1到点0的距离的倒数. 

3. 赋范空间中的哈恩-巴拿赫定理 在第三章§2中，我们已经证明了一般情 
形下的哈恩-巴拿赫定理.根据这个定理，任何定义在线性空间£的某个子空间 L 
上的线性泛函/。，且该泛函满足条件 


l/oO) I < P(x) 

0>是£上固定的齐次凸泛函），那么可将这个泛函/。保持上述条件延拓到整个£ 
上.相应于赋范空间，这个定理可叙述成下列 形式： 

设 E 是实的赋范空间， L 是其子空间，而/。是 L 上的有界线性泛函.这个线性泛 
函可保范地延拓成整个空间£上的某一线性泛函/，即 


⑺ 
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1/ 


L± 


实际上，设 


l/ol 


L ± 


显然 Ml % II 是齐次凸范函.把它取为并应用一般情形下的哈恩-巴拿赫定理便得 
所求结果. 


哈恩-巴拿赫定理的这一形式可作如下的几何解释 


方程 


fo(x) = 1 

在子空间 L 中确定一位于距零点为1/ II /。 II 的超平面，把泛函/。保范地延拓为整个 
£上的泛函时，我们经过这个部分的超平面画出在整个五内的“大”超平面，并且 
“不许”这个超平面靠近零. 

哈恩-巴拿赫定理的复的形式(第三章§ 2定理 4 a ) 给出上述定理的复的 变形: 
设£是复赋范空间，/。是有界线性泛函，它定义在子空间 LCE 上. 则存在定义 
在整个£上的有界线性泛函/，/满足 条件： 


f(x) =f 0 (x) 


0 II L± 


我们来指出对于赋范空间由哈恩 - 巴拿赫定理推出的若干重要 事实. 首先作如 
下注解.线性空间中的凸集，如果它有非空的核则称为凸体.可以证明，在赋范空间 

中，集的核与其内点的全体显然是重合的.于是，在赋范空间中凸体是至少有一个内 
点的凸集.由此并由第三章§2定理5推出下列 事实： 

推论 1( 分离性第一定理）设4与 S 是赋范空间尤中的凸集，同时二者中至少 
有一个，比如说是凸体且其核与 B 不交.则存在把分离的非零线性连续 


泛函 


分离4与 B 的非零泛函的存在性由第三章§ 2定理5本身保证.我们来证明相 
应的泛函一定连续.事实上，如果 


(9) 


^ inf/( x ) , 


SU 


那么泛函/在4上是上有界的 .设％ 是集4的内点，而 f / o 。） 是％ 的完全含于4内 
的球形邻域.根据 (9) 式，泛函/在 f /(%) 上是上有界的.于是/在[/( I 。）上也是下有 

界的(请读者证明之!） . 因为在任意一个球上有界的线性泛函是连续的.于是论断得 
到证明. 


推论 2( 分离性第二定理）设4是赋范空间 Z 中的闭 集，％ ex 是不属于4的 
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点，则存在严格分离％与4的线性连续泛函. 

实际上，只要取％点的某一个凸邻域 f /， 使其与4不交，并考虑分离 f / 与4的 

泛函. （试证明，分离 f / 与4的非零连续泛函严格分离乂与 A ) 

推论3 ( 零化子引理）对巴拿赫空间尤的任意（闭的）特征子空间 i ，存在一个 
在 L 上等于零的非零线性连续泛函 /. 

实际上，设％洋 i 且/是严格分离％。与 i 的线性连续 泛函： 


f(x 0 ) 


Pf(x) 


> su 


于是在上 / hO ，因为否则右边的上确界将等于+ 00 . 

在给定的子空间上等于零的泛函的总体称为这个子空间的零化子并记为 i ±a) . 
推论4 如果 X 。是赋范空间 Z 中的非零元素，那么在 Z 上存在这样的线性连续 

泛函/，使得 


( 10 ) 


11/11 = 1 且 Ah ) = 11^ 


事实上，在由形如的元素所组成的一维子空间上，以公式 /(⑽。） =a ||〜 || 

首先定义泛函/，然后保范地将/延拓到整个 Z 上，我们便得到了满足条件 （10) 的 


泛函 


注对任意局部凸空间，推论 1-3 勿需修改仍保持有效，但是推论4则由下述 
论断代替:对任何存在这样的线性连续泛函 /，/ Oo ) /0. 

4•在可数赋范空间中的线性泛函 设五是具有范数 || • ||,U = 1，2, …）的可 

数赋范空间.不失一般性，可以认为(参看第三章§ 5第3段中的例 4) ，对任意 xEE 


( 11 ) 


|| ^ || 2 ^ 








• •鲁 


设/是£上的线性连续泛函.那么在£中存在零邻域[/，在 f / 上/有界.根据在可数 
范数空间中拓扑的定义，存在这样的自然数&及 s >0,使得球= U ： || ^ 

完全在 [/ 内.于是泛函/在这个球上有界，所以对范数 I 
这样的 c >0, 使得对％ 


< S 


有界且连续.即存在 


^ * 
♦ 


f(x) | ^ C x 


|| „中任何一个有界，则它在£上连续 • 
连续的线性泛函的一个族，而£ + 是£上 


另一方面，显然如果线性泛函按诸范数 | 

蟾 

于是如果是£上所有对于范数 II • 
所有线性连续泛函的一个族，那么 


①在第三章§4我们以此表示欧几里得空间中子空间的正交补.在下一节我们可看到，在欧几里得空间 
中正交补的概念与零化子的概念等价，所以表示法的重合是有根 据的. 
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秦 


E* =\J E ； 


( 12 ) 


此外，由条件 (11) 得 


E ； C E ： C 


C E* C 

n 


• _ • 


■ • 




如果/是瓦上的线性连续泛函，即 /e 五* JiJM/e E ： 的数 n 中最小的数为/的 
阶. 根据 （12) 式，£上每一个线性连续泛函都有有限阶. 


2. 共辆空间 


1. 共轭空间的定义 对于线性泛函可以定义加法和数乘•设 y ; 与/ 2 是某个线 
性空间£上的两个线性泛函.线性泛函 


/(^) =/i(^) +/ 2 ( 幻 ，X Ei E 


称为 / l 与/2的和 /l +/2 


泛函 


f(x) = afAx) , X Ei E 


称为线性泛函 /； 与数 a 的数乘 a /；. 

定义 A +/ 2 与 a / i 的等式也可 记为： 

(/i +/2)(x) =/i(^) ^fi( x )AoLfi)(x) = af^x). 

显然，和 /； +/ 2 与数乘 < 是线性泛函.此外，如果空间五是拓扑空间，那么由泛 
函/!与/ 2 的连续性可知/； +/ 2 与 q /1 也是在£上连续的 • 

易于验证，如此定义的泛函加法与泛函的数乘两个运算满足线性空间的所有公 
理.换句话说，定义在某个线性拓扑空间£上的全体线性连续泛函构成一个线性空 
间 ，称为与 E 共轭的空间，并记为 iT . 

习题五上所有并不一定连续的线性泛函的全体称为代数共轭空间，记为 E # . 试举出这样的 
拓扑向量空间[的例子，它有 


E* # E # 


在共轭空间 iT 中可用各种不同的方法引入拓扑，其中最重要的是强拓扑与弱拓扑. 

2. 共轭空间中的强拓扑 我们从最简单的情况开始，即原来的空间瓦是赋范 
空间. 对给定在赋范空间上的线性连续泛函， 




1 /(^) 
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而引入范数 概念. 这个量满足赋范空间定义中所有的要求.实际上， 

1) 对任意非零线性泛函/，||/|| >0， 

2) || a/|| = I a I * ll/ll , 


/ iO ) +/ 2 ( 欠) 


3) II /i +/ 2 


=su 


/ iO ) 


/ 2 o) 


/l + 11/2 


^su 


su 


这样一来，与赋范空间共轭的空间£ # 可赋予赋范空间的自然结构.在中与引入 
的范数对应的拓扑称为中的强拓扑.希望强调把作为赋范空间考虑时，我们 
将其写成 (£' 

我们来建立与赋范空间共轭的空间的下述重要性质. 

定理1 共轭空间（£*， 

证明 设1/„丨是线性泛函的基本序列.那么对任意^>0存在这样的 7 V ， 使得对 
所有的 / i ， m >7 V 有 ||/ n -/ ; 


) 来代替£ 


|| ) 是完备的. 


由此，对于任意 x E £得到 


\fn(x) _/ m O) I 彡 ||/„ -/ 

即对任意的％ e 五，数列(幻丨收敛. 


令 


f ( x ) = IO ) 


我们验证，/是线性连续泛函.线性性质可直接 验证： 

f(ax + py) =limf n (otx + By) = \im[af n (x) + fl/ n (r)] 


= a /0) +)8/( j ). 

为了证明泛函 / 的连续性，回到不等式 | 乂 U ) 
中令 m—>oo 而取极限，得 


，并在不等式 


X 


\f(x) -f n (x) I < 6T I 卜 II • 

由此推出泛函/-乂有界•于是泛函/=/„ + (/- /„) 有界，这意味着/连续.此夕卜，由上 
面不等式推出对所有 n 彡#，||/-又||彡&即 i / J 收敛于 /• 

应再次强调，这个定理的成立与原 f 空间是否完备无关. 一 

注 如果赋范空间£不完备，而云是五的完备化空间，则空间 E * 与（云）* 


同构 


实际上，如果£作为处处稠密的子空间被嵌入到£中，那么任一 £中的线性连 


续泛函/被从£连续延拓到整个£，用/表示这个（唯一的！）延拓.显然/ e 
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=||/||，且任一(£广中的泛函是 F 中某个泛函的延拓（即£上自己 

的收 缩). 因此，映射 /—/ 是空间 r 到整个空间(元 r 的同构映射. 

现在定义在与任意线性拓扑空间共轭的空间中的强拓扑.在与赋范空间共轭的 
空间中我们已定义了零邻域为满足条件 


/ 


的泛函的集合•换句话说，我们把£中当％遍历单位球11% II 时使1/(%) I 的 
线性泛函取作与赋范空间£共轭的空间中的零 邻域. 取所有可能的 &我 们便得 
到确定零邻 域系. 当 E 不是赋范空间而是线性拓扑空间时，自然 是在五 中取任意的 
有界集4代替单位球 • 中的零邻域定义为满足下列条件的线性泛函的 集合: 

对所有 x E A , 


\ f ( x ) 


采用不同的 s 与1我们便得到 £* 中的确定零邻域系. 4 

于是，中的强拓扑由依赖于正数 s 与有界集的零邻域的集合给定.在 

这里我们不准备验证如此得到的邻域系实际上把 £* 变成线性拓扑空间，虽然这并 

不复杂(参看 [9] )• 显然，在£ 为赋范空间的情形，刚才所说的中的强拓扑才与 
由范数定义的拓扑重合. 

我们指出，中的强拓扑必定满足分离性公理与（不依赖于£中拓扑的）局 
部凸性 • 事实上，如果 /。 e £* 且/。/0,则有在这样 的元％ e £ ，使得/。（％)/ 0 .令 

fo (^ o ) \KA = \ x 0 \ ，那么/。洚 f /^， 即 f 是：空间.为了证明中强拓扑 


2 


的局部凸性，只需指出，对任意^>0与任意有界的4 C £， 邻域 U e ，廉 E 中是凸的. 
E * 中的强拓扑用记号6表示，当要强调是在强拓扑中考虑 £* 时，我们将 £* 记为 

( E \ b ), 


3. 共辆空间的例子 

( 1 ) 设 E 是/ I 维（实的或复的）线性空间•在瓦中取任意的基^，… ， e „ ，则任意 


向量％ E £可唯一地表为的 形式. 如果是 E 上的线性泛函，那么显然 

t = i 

f(x) = ^f(e t )x 

i = l 

， e „ 上的值唯一地确定，同时这些值可以任意地给 


( 1 ) 


因此线性泛函被它在基向量 


• • • 


1， 


定. 令 


1， 如果 




0，如果纟# j _， 
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就可确定线性泛函 gi ， 
所以公式 （1) 可改写成 


显然这些线性泛函是线性无关的.很清楚，&(幻 = x ” 




m 


1 = 1 


的形式.于是，泛函 & ，…，心组成空间 r 中的基，即 r 是/ I 维线性空间 . £ # 中的基 
gi , …， g n 称为关于 E 中的基 q ，…， e „ 的对偶基. 

空间£中不同的范数诱导出中不同的范数.下面就是在瓦与£ + 中相互对应 
的范数对的一些例子(建议读者认真地进行相应的证 明）： 


1/2 


1/p 


(b) \\x 


p q 


p 




1 矣 i《n 


(d) || 无 


S 1 fi 


在这些公式中，% i ，…，^ l 是向量 x E E 在基 q ， 
泛函 / E 在对偶基^ 


，〜 中的坐标，而/；，••• ，乂是 


中的坐标 




习题证明所列举的所有范数在/ I 维空间中确定同一个拓扑. 

(2) 考虑范数为 


，收敛于零的序列％ = ( h ，巧，…，\，…）的空 


up I X 


) 是与范数为11/ 


间，我们来证明与这个空间共轭的空间 （ <， 


=X I 乂丨的所有绝对可和序列/ = (/1，/ 2 ,…，乂，…）的空间 A 同构的空间•任意 

71 = 1 

序列/ E A 在空间 c 。 中按照公式 


/U) = 1L- 

71 = 1 


( 2 ) 


^ II S \fn I ，所以 

n = 1 

1 i/J^ ii/ii. 

a = 1 


确定线性有界泛函/ . 显然 I / u ) 




在中考虑向量 
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^ i =( l ，0,0,…，0,0,…）， 
e 2 = (0，1，()，•••，0，()，•••）， 


=(0,0,0，...，1，()，•••）， 


fn 


fn 


I 如果人 

/(，)）= = i \ f n 

n = l J n n = 1 

= ii / ii . 于是， ii / 


且令〜 y 


= 0). 于是 ％ (yV ) E c 0 , || x (N) 


0,那么认为 


彡 1 


fn 


n 


fn 


且 


因此 lim/ {x W 


Z \ fnV 将此不等式与前面 

Tf — 1 

X lA I = II/II • 

ri = 1 

于是，我们构造了从空间 A 到空间< 内的线性同构映射 /->/. 留下要验证的 




所证明的相反的不等式比较一下，便知 ，I / 


是空间 A 在此映射下的象与整个 < 重合，即任一泛函/ E <可表为 (2) 式，其中 


/= \fn \ E h - 对任意 有％ = 


同时右端的级数在^中收敛于元 


n^n 9 


%，因为当>00时% 


Z 

ri = 1 


0. 因为泛函/巳 < 连续，则/ o ) = 


~ SU 




/ ( 〜) 


1>』（〜），所以只要验证1 lf ( e n ) 

ri = l n = l 


设^ 0 = 


S - 

n = l I 7 


并注意到 


< 


f ( € n ) 


x (N) E c 09 || ^ (yv) 


彡1，便有 


/ (O 




f ( e n ) = f ( x (N) ) 


/II. 


/ (O 


由此根据 # 的任意性断定 $ |/( e J 

n = 1 

(3) 不难证明，与空间 A 共轭的空间彳是与空间 m 同构的，其中空间 m 由所 
有的有界序列组成，％的范数为 || % 

(4) 设/>>1，~是所有这样的序列％ = 的空间 


< 


sup X 
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可以证明，与匕共轭的空间 V 与空间~同构， l 々> + l/g = l 、 中线性连续泛函的一 

般形 式为： 


A X ) = ^fn X n ； 

n = l 

证明中用到赫尔德不等式. 

(5) 我们来说明与希尔伯特空间共轭的空间的结构， 

定理2设丑是实希尔伯特空间，对丑上任意线性连续泛函/，存在唯一的元 

x 0 E #，使得 


^ = \x n \ El / = |/J E Z 


/ O ) = ( x , x 0 ) , x E H 9 


(3) 


并且 ll/ll = 

使得 11 /II = Ik 


反之，如果 ％。 e tf ， 那么公式 (3) 确定这样一个线性连续泛函/， 


尤 0 


于是等式 (3) 确定 7 T 与之间的同构 /— %. 

证明 显然对任意％ e 丑 ，公式 （3) 确定7/上的线性泛函.因为|/(幻 | 

( x , X 0 ) \\x 


X 0 II ，所以这个泛函是连 续的. 因为/(%。）= 


，则 11/ II = 

II % II • 我们来证明，丑上的任意线性连续泛函可以表为 (3) 的 形式. 如果/ = 0,那么 

令％ = 0. 现在设//0 及 H 0 = \ x ： f ( x ) =0} 是泛函/的核.因为/连续，所以 是 H 

中的闭线性子 空间. 在第三章§ 1第6段已经证明任意线性泛函的核的余维数等于 
1，所以考虑到第三章§4定理7的推论3,我们断言子空间凡的正交补丑。 1 是一维 

的，即存在这样的（非零）向量 y 。， 它与丑 。正交 ，使得任意向量％ e i / 可唯一地表为 

% =y + Ay 。， 其中; y G 丑。.显然，可以假定 


^0 




%。 =«/( y 。） y 。 ，则对任意％ e 


=1 


Jo 




H 有 


X = y + \y Q9 y E ff 0 , 

f ( x ) = A /( y 0 ) ， 

(^,% 0 ) = A ( y 0 ,% 0 ) = A /( jo ) ( jo , j 0 ) = A /( y 0 ) 


于是对所有的 a; E HJ { x ) = ( x 9 x 0 ). 如果 f ( x ) = (x 9 Xq) ,x E H,^\\(x 9 x 0 - x f 0 ) =0. 


tij lUi 9 X — Xq 一 Xq 9 Xq — X 


注 1 设 E 是不完备的欧几里得空间，而丑是希尔伯特空间，是£的完备化空 
间. 因为 f 与矿同构(参看第2段中的注），而 /T 与7/同构，于是下述论断是正确 
的:与 不完备的欧几里得空间£共轭的空间同构于空间£的完备化空间丑. 

注 2定理2对复希尔伯特空间也成立（除了用％。 =/( y Q ) y 代替％ =/( y 0 )To 
之外，证明完全一 样). 复的情形与实的情形唯一的区别在 于:现 在使与％ e 丑对应 

线性泛函/(幻=(%，％)的从丑到 iT 内的映射是共轭线性同构，即元 A %。 对应于泛 
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函 X / 


(6) 在例1一5中研究了赋范空间.现在研究可数赋范空间.设少是实可数希尔 
伯特空间，它是由所有满足 


1/2 


对所有 k = 1 , 2 , 


< 


的序列％ = 构成的.少中的内积是 


n = l 


k = 1 ， 2，… • 


汀 ^nJn ， 


具有内积（ • ， •）, 的空间少是欧几里得空间.设軋是少的完备化 空间. 易见，少 
可与由 II % 


的所有序列％ = UJ 所构成的希尔伯特空间等同起来.根据定理 
2,与钆共轭的空间 < 和旬同构.在这个同构下，与每个线性连续泛函 /E 


< 


对应的是这样一个序列/ = I/J 


1/2 


< 


_ 

f(x) = (x,f ) k = ^nxj n , x = \xj E 0 k . 


反之，每一个这样的序列确定少：中的一个元.现在我们不用序列 I / J 而用序列 

\ gn \ 来确定泛函/ E ，其中 I = /^乂.那么 


1/2 


f( x ) = X 

n = l 

于是少：可以和满足条件 


X n g 


In 

ri = l 


(4) 


< 


g 


的序列的希尔伯特空间等同起来，该空间的内积为 


(1) ^(2) 


) = 


(g 


，客 


因为少* = U 少“那么少*便是所有这样的序列的空间，对这些序列的每一 

友=1 

个都存在一个 I 使序列满足 ( 4 ). 


UJ E 少处的值是确定的且等于 Z 

71 = 1 


每一个这样的泛函在任一元 
这样，如果空间少是希尔伯特空间下降链的交 


x n g 
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少 = 厂1 少& ， 少1 3 < P 2 D 

k = i 

那么少 + 是希尔伯特空间上升链 的和： 


〕 a 〕 


• • • 


少二 U 屯：， <p ： C ^ c 


C 少 ： [ 


_ _ _ 


引入记号以=少_，是方便的•如果还以少。表示空间 z 2 , 那么便得到在两个方向上 

都是无穷的希尔伯特空 间链： 

… c C 

其中对每个灸=0，±1，±2,…有 

4. 二次共辆空间 因为线性拓扑空间£上的线性连续泛函本身构成一个线性 
拓扑空间，即与£共轭的空间 （ F ，6)，于是也可谈上的线性连续泛函的空间 

，即£的二次共轭空间，如此等等. 

我们指出，£中的任一元％。在上确定某一个线性泛函.事实上，令 

^ x 0 (/ ) =/(%)， 

其中％ 是£中的固定元素，而/遍历整个£'等式 （5) 使每一个/对应于某个数 

^^(/^，即确定了^^上的泛函.同时因为 

^x 0 (a/i + pfi) = a/lUo) + Pf 2 (x 0 ) = ouf / X0 {f x ) + / 3 if / X0 (f 2 ), 


C <P, C 0 O C <P., C 


C <P. k C 


_ ■ • 


_ » ■ 


mm % 




(5) 


那么这个泛函是线性的. 

其次，任意一个这样的泛函在£ + 上连续.事实上，设 e >0,又4是£中包含 
%。的有界集.在中考虑零邻域 U ( e , A ). 按照 U ( e , A ) 的定义，当 /E U ( s , A ) 


时有 


* K 0 (/) 丨 = 1/( ^0 ) 

而这就意味着泛函少％在点0连续，因此它也在整个空间上连续. 

这样一来我们便得到了整个空间五到其某个子空间 £" 内的映射.显然这个映 
射是线性的.这个£到内的映射被称为空间£到二次共轭空间内的自然映射， 
并用 7 T 来表示这个映射.如果在£上有充分多的线性泛函(例如，如果£是赋范空 
间或者那怕是局部凸与可分离的空间），那么这个映射是一对一的.因为此时对任何 
两个不同的£存在这样的泛函 /E f ，使得 /(/) //(，），即 iK 与_是 E # 

上不同的泛函.如果且有 tt ( E ) = E “ ，那么（可分离的局部凸）空间£称为半自反 

的.在空间中（作为空间 （ f ，6)的共轭空间）可以引入强拓扑，我们将其记为 

6 ' 如果空间£是半自反的且映射77: E — E ** 是连续的，则瓦称为自反空间.可以证 
明映射 tT 1 总是连续的.所以如果£是自反的，则自然映射 tt 是线性拓扑空 


^ S 
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间£与£* =(£" ，6 # )之间的同构. 

由于现在我们还可把£中的每个元看作是空间£“中的元，对线性泛函 /e £ 
的值引入更为对称的表示 


( 6 ) 


f(x) = (f ， x) 

以代替 /( 幻就更方便.对固定的/ e ['(/>) 可看作是£上的泛函，而对固定的〜 
它可看作 F 上的泛函（同时％已经显出中元的作用）. 

如果£是赋范空间（因此空间 E *， E ** 等也是赋范的），则空间£到£"内的自 
然映射是等距映射. 

事实上，设％是£中的元，以 II x || 表示它在£中的范数，而以|卜 || 2 表示它在 

设/是£ # 中任意非零元.于是 


£"中的范数.我们来证明 N 


(/，幻 


且因为第二个不等式的左边不依赖于/， 


X ^ sup ~~ 


1/11 


另一方面(赋范空间的哈恩-巴拿赫定理推论4)，对任一 ％ e £存在这样的非零 
线性泛函/。，使 


⑺ 


(fo^ x o) I = II /o 


^0 


所以 


) 


sup 

fE ： E* 


X II 2 ,这就是所要证明的.于是赋范空间£与在中的（一般说来不 

是闭的)线性流形 rr { E ) 等距.将£和 77(£) 等同起来，即可认为 ECE *\ 

由对赋范空间的自然映射的等距性推出 :半自 反性的概念与自反性 
概念对于赋范空间来说是相同的. 

由于与赋范空间共轭的空间是完备的，任何自反的赋范空间£都是完备的. 

有限维欧几里得空间与希尔伯特空间是自反空间的最简单的例子（对它们甚至 

有 E = E *). 

收敛于零的序列的空间 q 是完备的非自反空间的例子.事实上，正如我们在前 
面已经证明的 （ §2例2)，所有绝对收敛数列的空间 A 是与 C 。 共轭的，而 A 又与所 
有有界序列的空间 m 共轭. 

在某个闭区间 [ a ,6] 上的连续函数空间 C [ a ，6] 也是非自反的.然而，我们对这 


即 IU 
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个论断不进行证明了災 

当1 </>/2时的空间匕 是不与 具共轭空间重合的自反空间的例子 （ 因为 l p 
匕，其中1今 + 1 / ^ = 1，于是~ 

习题证明自反空间的闭子空间是自反的. 


= I 


) 


3. 弱拓扑与弱收敛 


1. 在线性拓扑空间中的弱拓扑与弱收敛 考虑线性拓扑空间£及£上所有连 
续泛函的总和.如果 y ; ，… ，又是 这样的泛函的任意有限组，且 e 是正数，那么集 


1，2,…， 7 l } 


( 1 ) 


在£中是开的，并且包含点0,即是某个零 邻域. 两个这样的邻域的交总包含形如 
( 1 ) 的集，因此在£中可引入拓扑 • 对这个拓扑，形如 （ 1 ) 的集的总和是确定零邻域 

系. 这个零邻域系称为空间£的弱 拓扑. 弱拓扑在£中是最弱的拓扑，在这个拓扑中 
所有在这个空间原先的拓扑中连续的线性泛函是连续的. 

显然，£中在弱拓扑意义下为开的任意集合，在空间£的原先的拓扑中是开的. 

但是，一般说来，反过来是不对的 （ 形如 （ 1 ) 的集在原先的拓扑中不一定构成确定零 

邻缚系）. 按照我们在第二章§5中所采取的术语，这意味着空间£中的弱拓扑比 E 
中先的拓 扑弱. 因而证实了对它所取的这个名字是正确的. 

产 

如果在£中存在充分多的线性连续泛函（例如，如果£是赋范的），那么£中的 

弱拓扑满足豪斯多夫分离性 公理. 同样容易验证，在£中定义的加法与数乘运算对 
于这个空间的弱拓扑是连续的. 


甚至在赋范空间的情况，£中的弱拓扑也可能不满足第一可数性公理.因此 ，一 

般说来，这个拓扑不用收敛序列的语言来 描述. 但是，用这个拓扑定义的£中的收敛 

性是重要的概念，称为弱收敛 • 为了区别，在空间£中用原先的拓扑（如果£是赋范 
空间，就用范数)定义的收敛性称为强收敛. 

弱收敛的概念可以用下述方式 叙述： 设|\|是£中元的序列，％ E £. 如果对£ 

上任意的线性连续泛函 < p ( x ) ，数列 | < p ( x n )\ 收敛于，则称弱收敛于^ 

实际上，为了简单，设％。=0,假定对任意 p E £* ,< p ( x n )—>0. 那么对点0的任意 


弱邻域 


f/ = U: |%U) 


< sji = 1 ， 2,… ， /c} 


存在这样的％使得对所有的 n ^ N , x n E f / (为此只需选％，使当时 

I aOJ 


，然后令 A ^ maxA ^). 反之，如果对每一个弱零邻域 f / 存在这样的 7 V ， 使 


1 


①甚至可以证明如下更强的 论断: 不存在任何以 c [ a ，6] 为共轭空间的赋范空间. 
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时 cp ( x n )—^0 这个条件显然对每一个固定 


得对所有的有心 E f /， 那么当 71 

的 p 都是满足的.由空间瓦的弱拓扑比瓦的强拓扑弱推出，所有的强收敛序列 

都是弱收敛的. 一 般地说，其逆是不成立的（参看下面的例子). 


2. 赋范空 间中的弱收敛 我们对于赋范空间来更详细地研究弱收敛概念 • 
定理1 如果是赋范空间中的弱收敛序列，那么存在这样的常数 C ， 使 


换句话说，赋范空间中的任一弱收敛序列有界 
证明在中考虑集合 


=I /： | (f,x n ) | ^ , k,n = 1 ， 2,… • 

根据 C / X ) 当固定心时作为/的函数的连续性，这些集合是 闭集. 因此集4 


A 


n (作为闭集的交)也是闭的.根据 uj 的弱收敛性，序列(/，〜）对每一个 /e 

* 

/I = 1 

£ # 是有界的，所以 


= U A k - 

k = l 

因为空间£ * 完备，则按照贝尔定理(第二章§ 3 ) 诸4的集中至少有一个，比如 
说是4。，在某个球机/。 ， d 中稠密，而因为处是闭集，则这意味着 

B [ f 0 , s ] CA kQ . 

但是这就意味着序列 I &!在球 B [A / ] 上有界，因此也在£ # 中的任意球上有 

界，特别在 t 中的单位球上 有界. 于是序列作为中元的序列是有界的 • 但 

是根据£到£ "内自然嵌入的等距性，这也就意味着序列 UJ 在 E 中的有界性. 

注在证明序列按范数的有界性时，我们仅利用了对任意，数列(/， 

&) 有界.于是，如果£中的序列 W 是这样的序 列:使 对任意 /e r ，数列 C / X ) 有 
界，则存在这样的常数 C ， 使得 II \ II < C . 这个论断可以 推广: 赋范空间£中的任意 
弱有界（即在弱拓扑中有界)子集强有界(即包含在某个球中）.实际上，假设存在 
这样的序歹 W CQ 使得 II % 

界，即集合被任意弱零邻域所吸收.特别，对任意/ e F 存在这样的 

%使 CN { x ：\( f 9 x ) | < 1| . 由此对所有的/ I 有 I C / X ) I 〈况 但是根据前面所作 

的说明，这与假设 h 

线性连续泛函有界，那么我们便得到重要结果 :为使 赋范空间的子集有界，必须且 
只需在上任意泛函 /e E * 有界. 

下述定理对于实际验证某些序列的弱收敛性常常是有益处的. 

定理 2设有赋范空间£中的元的序列，如果： 

1) || ^||被某个常数 M 所界定， || 〜 || 是总体有 界的； 

2) 对任意 /E A ，/(\)— /(幻，其中 △ 是某个集合，其线性包在中处处稠 


E 


)• 因为0弱有界，于是集合也弱有 


矛盾.如果顾及到集的弱有界性意味着在其上任意 
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密，则序列弱收敛于 

证明 由条件 2) 与线性泛函上运算的定义推出，如果 * 是 a 中元的线性组 


合，则 


~^ ( P ( X ) • 

现在设 p 是 E * 中的任意元， | 是收敛于 p 的、 A 中元的线性组合的序列.我们来 

证明幻•设 M 使 


^ M(n = 1 ， 2 ，…）且 || x 

少，则对任意 e >0,存在这样的尺，使对所有 


估计差 \( p ( x n ) - cp ( x ) |. 因为 
的 b [成立 [I p 


<Pk 


< e . 所以 


9 k 


^(^ n ) _ < P ( X ) 


<P( X n) - (Pk( X n) I + l^(^J _ (PkM 

( Pk (^ n ) - ( Pk ( X ) I * 




^ sMf + sD/I + 


(Pk( x ) - 中 （ X) 


但是，根据条件当 /I 
- ^(^)— >0. 

例 我们来看在某些具体的空间中弱收敛概念有怎样的意义 

(1) 在有限维欧几里得空间 

是 R n 中任意的标准正交基，且丨 


寸 < Pk ( x J ^ Pk ( x ). 因此，当 


时对任意 


- ► 


中弱收敛与强收敛一^致.事实上，设 q ， e 2 ，…， 
差 R ra 中的序列，它弱收敛于元％.设 


m 


4 


及 


A/ Af Ky J 




那么 


X k ^ ~ (< X k 9 e i ) ~^ 9^1 ) = %() ， 


即序列 ! 按坐标收敛于 1 于是 


1/2 


(0 


p(x k9 x )= 


0, 


即强收敛于 1 由于从强收敛总可推出弱收敛，在 ir 中这两种收敛的等价性便 
得到了证明. 

(2) i 2 中的弱收敛为使有界序列 Ud 弱收敛于〜只需满足 条件： 
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无⑺ 


(x,e.) ， 


1，2,…， 


其中 


= (1 ，0,0,…）， e 2 = (0，1，0…），… • 

实际上元&的线性组合在 空间& 中处处稠密（正如我们已看 见的乂 与其共辗空间 
重合).所以我们的论断可从定理2得出 • 

于是中有界序列1的弱收敛性意味着这些向量的坐标数列对每个 i = 
1,2,…都收敛.换句话说，（在有界的条件下）弱收敛与按坐标收敛一致.不难看出/ 2 
中的弱收敛与强收敛是不一致的.实际上，我们证明序列&，6 2 ，…人，…在中弱收 
敛于 O . Z 2 中的任何线性泛函/可记成向量％ E Z 2 与某个固定的向量 a = (^，％，•••) 

的内积 /( x ) = ( x , a ). 所以 /( 〜） 且由于当 n —> oo 时 a n — >0对所有的 a E 乙成 

我们得到:对4中每个线性泛函有 




l im /( e J = 0 


同时，序列彳 ej 在强收敛的意义下不收敛于任何极限. 

习题1 设希尔伯特空间丑中元的序列1\丨弱收敛于元\同时当 n 
证明在这种情况下序列 I 强收敛于 、即 II 

证明： 如果习题1中的条件 || \ II — |卜 II 代之以对所有的 〜II \ 
lim |卜„ || $ | M | ，则习题1的论断仍然成立. 

n — >00 

习题3 设 if 是（可分的）希尔伯特空间，而 (？ 是它的有界子集.那么由空间丑的弱拓扑在 Q 

中诱导的拓扑可由某个度量给定. 

习题4 试证明，希尔伯特空间中的任何闭的凸子集在弱拓扑中是闭的（特别，希尔伯特空间 
中的任何闭的线性子空间弱闭）.试举出希尔伯特空间中的闭集但不是弱闭的例子. 

(3) 连续函数空间 C [ a ，6] 中的弱收敛设丨是 C [ a ，6] 中弱收敛于函数 

的函数序列.序列丨按照 C[aM 中的范数有界.在定义于 C [ a ，6] 上的泛 
函中特别存在泛函 5 t 。，其 中每一个这样的泛函都是在某个固定点~处的函数值(参 
看§ 1第2段例 4). 对于每一个这样的泛函 S ,。 ，条件 

~^ S to ( x ) 


时 II X 


X II 或者 


wm 


习 




都意味着 


X n( t o) ~ >X ( t o)- 


于是，如果序列 k ⑴丨弱收敛，那么它 

1) 一致有界，即 U n (0 I 对所有的 n = l ，2,…及 成立. 

2) 在每一点收敛. 

可以证明，这两个条件的总合，对 C [ a ， 6] 中序列 k 0丨的弱收敛来说，不仅是 
必要的，而且也是充分的.换言之，在 C [ a ，6 ] 中的弱收敛与 （ 在有界的条件下）逐点 
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收敛~~"致 


显然，这种收敛与按 C [ a , b ] 的范数收敛（即连续函数的一致收敛性）不一致 
(试举出相应的例子). 

3. 共轭空间中的弱拓扑与弱收敛 在前节第 2 段我们在共辗空间 iT 中取形如 


9 x A ] 


U eA = 1 /: 1 /(^) 

的集的总体作为零邻域系后，引入了称之为强拓扑的拓扑，其中八是£中任意的有 
界集，而 s 是任意的正数.如果我们在这里把所有的有界集代之以所有的有限子集 
ACZE , 那么就得到所谓的共轭空间£ + 中的弱扑.由于所有的有限集合4 C £有界 
(一般说来，反过来不成立），显然空间的弱拓扑比这个空间中的强拓 扑弱. 一般 
说来，这两个拓扑不重合. 

在五 + 中引入的弱拓扑在这个空间中定义了某种被称为泛函的弱收敛的收敛 
性.线性泛函的弱收敛性是一个重要概念，它在泛函分析的许多问题中起着本质的 
作用，特别是在广义函数的理论中.关于广义函数我们将在下一节谈到. 

线性泛函序列丨^丨的弱收敛显然是这个序列在£的每个固定元上的收敛.换 
句话说，如果对于每一个％ e £，序列满足关系 


<Pn( X ) —<P( X h 

其中 p e £ '则 称序列弱收敛乎 p 显然，在共轭空间中，在强拓扑中收敛的序 
列也弱收敛(但反之不然). 

设£(因而厂 ） 是巴拿赫空间.成立与定理1类似的下述 定理： 

定理 1 + 如果 I/J 是巴拿赫空间上线性泛函的弱收敛序列，则存在这样的常 

数 C ， 使得 


II A II $ C ， n = 1 ， 2， •••• 

换言之，任何与巴拿赫空间共轭的空间元的弱收敛序列依范数有界 

证明与定理1的证明没有什么不同. 

下面的定理与定理2完全类似. 

定理 设是中的线性泛函序列 ， p e 如果： 

1) 是有界序列，即 


II <Pn II ^ n = I ， 2 , …； 

2) 关系（％，幻 —( p ， a ;) 对所有属于某一个这样的集合的％成立，这个集合的元 

的线性组合在£中处处稠密弱收敛于 P 

证明与定理2是一样的. 
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我们来看一个例子.设 £* 是连续函数空间 C [ a ，6] ①，且 

(p(x) = x( 0 ) , 


即 P 是5函数(参看§ 1，第 2 段，例 4 ).其次，设^⑴丨是满足下列条件的连续函 

数 序列： 


1) 当卜| > l/ri 时 < p n { t ) =0,^ p n (^) ^0 ； 

= 1. 

那么对于任意在 [ a ，6] 上连续的函数，借助中值定理可得当 n -^ oo 时 

J ^n(0^(0^ = J 


l/n 


(PniO^i^dt-^xiO) ， 


-l/n 


表达式 


[ ⑴％⑴山 

J n 


是 c [ a ，6] 上的线性 泛函. 于是 S 函数可表为在 C [ a ，6] 上线性泛函弱收敛意义下， 
“普通”函数序列的极限. 

注某个空间£上的线性泛函的空间 £• 可从两方面来研 究:或 者作为与原先 
的空间£共轭的 空间; 或者认为 £* 本身是基本空间，而空间 £** 是与之相关的共轭 
空间. 与此对应，我们可在 £* 中用两种方法引入弱 拓扑: 或者作为泛函空间，借助于 
E 中元的所有可能的有限组在 £* 中定义邻域，以引入弱 拓扑; 或者作为基本空间， 
借助于空间而引入弱拓扑•在自反空间的情形，这两者自然是一样的.如果£不 
是自反的，那么这两者在 £* 中是不同的 拓扑. 为了避免这里可能发生的混乱，我们 
把在基本空间中所定义的弱拓扑 （ 即借助于 i ； “ 在 E * 中定义的拓扑）简单地称为弱 
拓扑，而在泛函空间中的弱拓扑 （ 即借助于 E 在 E * 中定义的拓扑）称为弱 * 拓扑.显 

然，中的弱*拓扑比空间£中的弱拓扑弱（即在弱拓扑中的开集不少于弱 * 拓扑 
中的开集). 


共轭空间中的有界集 在线性泛函弱收敛概念的各种应用中，下述定理有 


重要的作用 


定理3如果£是可分的线性赋范空间，则在£的线性连续泛函的任何有界序 
列中含有弱收敛的子序列. 

证明在 i ： 中选取可数的处处稠密的集(七 ，巧，…，心， …） •如果 ^是£上线 

性泛函的 ( 依范数)有界序列，那么数列 


屮 1( 无 1) ，< P 2( X 1) ，…爪（欠 1) ， 


①我们假定0 E [ a ，6]. 当然，我们也可取任意其他的点代替点 t =0 


弱拓扑与弱收敢 
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有界.所以从中可以这样选子序列 


( 1 ) 


( 1 ) 




• • • 


使得数列其次，由 id ， 中可这样选子 


序列 


(2) . (2) 


，<P 


使得数列化⑵（巧） ， d 2 ) U 2 )，."， d 2 )( A ) ，…收敛.继续这个过程，我们得到序列族 


(1) 」1) 


( 1 ) 


，中 


(2) 」2) 




(其中每一个序列都包含在前一个序列内），使得 j / o 丨在点〜，々，•••，〜收敛.于 
是，取“对角线” 


，… ，心) ， 


<P\ 1) ,<P ( 2 2) 


后，我们得到一个线性泛函的子序列，使得对所有的 n j( p[ l) {x n )^ (^)，… 收敛. 

_» 

■ 

于是（根据定理2 * ) 序列 d 1 ) (幻 ,< P 2 V ( x ) ，…对任意 X E E 也收敛. 

这个定理连同定理1 # 衾明在与可分的巴拿赫空间共轭的空间中，诸有界子 
集且只有这些有界子集在弱#拓扑中是可数准紧的.我们证明，事实上这里准紧性成 
立，而不仅仅是可数准 紧性. 

首先证明如下定理. 

定理4设 S # 是与可分的赋范空间£共辄的空间£ + 中闭的单 位球. 则在 S # 中 


可用度量 


( 2 ) 


P(fyg) = X2' n I (f-gyX n ) I , 

给定由空间 F 的弱*拓扑所诱导的拓扑，其中是空间£的单位球 s 中某个固 

定的、可数的处处稠密的集合 • 

■ 

证明显然，函数 p (/， g ) 具有距离的所有性质.此外， P 对于位移是不变的: 


p(/+ Kg + h) = p(f,g)- 

所以，只需验证在 S * 中 由爸间 £* 的弱拓扑所定义的零邻域系与在 S * 中由距 
离 (2) 所定义的零邻域系等价，即 1) 任意“球” 

_ 

M 

Qs = l/ ： p(/ ? 0) < s\ 


包含，与£ + 中某个弱零邻域的交，且 2) 中任意弱零邻域包含 f 与某个 


的交 
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取#使得 2 ~ N < e /2, 考虑弱零邻域 

!/ ： I (/，〜) 


V = V 


< e /2 , k = 1，2，…， TV } 


9 x N ； e/2 


怎 1 ， 


于是，如果 /e s * nF ， 则 


PC/， 0 ): Z 2 ' n |(/^n) 1+ Z 2 

n = 1 n = A^+l 

N oo 

Y 2' n + Y 2~ n 

n = 1 n =7V+1 

BPS * nFC ^. 从而论断 1) 得到证明.我们来证明论断 2) .设 

\ f - 1 (/, y k ) I < M = 1，2,…，肌} 


C / X ) 


S 


< £， 


2 


U = U 

Vi • * • v • 
/ 1 9 9J 00 > 


是 E * 中某个弱 * 零邻域.可以假定 

稠密，于是可找到这样的下标化，…，，使得 

= max(n l9 --- =2 


因为集丨在 S 中处处 

< 8/2, k = 1,2, 

) s . 那么在 /e s * no 时，由不等式 


彡 1 ，/c = 1 ， 2, 


7 k 


，m 


设 N 


7 k ~ x 


， m 


- (7V+1 


S 2 " n I (f， x J 


< s 


得到丨 C / X ) I <24. 特别， 


C / X A ) <2^2 

因此我们对所有的 k = l ，2, …， m 得到 

( f 9 y k ) I ^ I ) 


= S/2 


s 


(f^Jk - X n k ) 


< 8 


Jk 


x 


于是 s * n ^ cf / •定理 证毕. 

显然，这个结果可自然地推广到任意的球，这意味着也可推广到任意有界子集 


MCE 


我们证明了（定理3)，从中每一个有界序列可选出弱*收敛的子序列.换 
句话说，在增补了弱 + 拓扑且与可分的线性赋范空间共轭的空间中，每一个有 
界子集 M 是可数准 紧的. 但是根据上面的定理4,每一个这样的集合是可度量的 
拓扑空间，而对于度量空间，紧性与可数紧性是一 致的. 于是，我们得到如下 结果： 

定理3 * 在与可分的赋范空间共轭的空间五*中，任何有界集 M 在空间 £* 的 
弱 # 拓扑的意义下是准紧的. 

现在证明，如果£是可分的线性赋范空间，则空间(£ '6) 中的任何闭球在空间 
的弱 + 拓扑中是闭的. 

因为在空间中的位移把（在弱*拓扑中的）闭集类变为自身，那么只需证明 
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在弱 # 拓 扑中任何形如 s / = ⑺ ll/ll 的球是闭的.设/。 〆 S 二按照泛函范数的 

定义，存在这样的向量％ e £，使% 

{/：/( ^是泛函/ 0 

此球 s / 在弱 + 拓扑中是闭的. 

_ 

由所证明的论断及定理 V 推出如下 定理： 

定理5在与可分的赋范空间共轭的空间中任何闭球 在弱* 拓扑中是紧的. 

前面所叙述的关于共轭空间中有界集的结果可以从赋范空间转到局部凸空间去，关于这一 
点，例如可参看 [42]. 


于是集 u 


1 ， /o ( 幻 


的这样一个弱邻域，该邻域连球 S / 的一个元都不包含，因 


广义函 


1. 函 数概念的推广 在分析的各种问题中，“函数”一词必须从不同程度的广 
泛性去理解•有时所考虑的是连续函数，而在另外的问题中谈到函数时必须假定一 
次或若干次可微， 等等. 然而，在一系列情况中，函数的古典概念甚至在最广泛的意 
义下来解释， g 卩如对于函数定义域中的每一个 X 值按任意的规则都有某一个数 y = 
/( 4与之对应，竟然也 不够. 下面是两个重要的例子. 

例1 沿直线的质量分布对于给出这个分布的密度是方便的.但是如果是在直 

线上有一点，它具有正的质量，那么这一分布的密度显然不能用任何“普通”的函数 
来描述. 


例2应用数学分析工具于某个问题，我们会碰到某些运算的不可行性.例如 
( 在某点或甚至在所有的点）不存在导数的函数，如果把导数理解为“普通”的函数， 
就不能进行微分.当然，这类的困难可以避开，比如说仅限于考虑解析函数的话，但 
是这种可容许函数范围的缩小在许多情况下是我们十分不愿意的. 

然而，类似的困难可以不用缩小的办法而用本质上推广函数概念的方法来克 
服， B 卩引入所谓的广义函数.我们在前面所研究的共轭空间的概念乃是引入相班定 
义的基础. 


我们再强调 一下： 广义函数概念的引入完全不是由尽可能扩充分析概念的意 
图所引起的，而是完全由于具体问题所导致的.实际上，在物理学中，广义函数已经 
应用相当久了，无论如何也比广义函数的严格数学理论的建立要早. 

在给出精确定义之前，我们先叙述构造广义函数的基本思想. 

设/是直线上一个确定的函数，它在每一个有限区间上可积，设^是在某一个 
有限区间外为零的连续函数(这样的函数我们今后称之为有限支集的）.对于每一个 
函数 P 可借助于确定的函数/，使数 


* 


[ f(x)<p(x)dx 


c />) 


(1) 
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与之对应(实际上，由于的有限支集性质，积分是对某个有限区间而取的）.换 
句话说，函数/可以看成是在某一个有限支集函数空间上的泛函（根据积分的基本 
性质，泛函是线性的）.然而，可在这样一个空间引入的一切泛函并不限于形如 （1) 
的泛函.例如，使每一个函数 p 对应于它在点^=0的值，我们便得到不可表为形如 
( 1 ) 的线性泛函.这样一来函数 /( %)以自然的方式包含在某个更广的集中——在有 

限支集函数上所有线性泛函的集合中. 

可用不同的方式选择函数 P 的范围，例如可以选取所有连续的有限支集函数. 
然而，今后将清楚，除了连续性与有限支集性之外，还要求可容许函数 P 满足充分严 
格的光滑性条件是合理的. 

2. 基本函数空间 现在给出精确的定义.在直线上考虑具有任意阶连续导数 
的所有有限支集函数 P 的总体属于尺的函数构成线性空间（具 If 函数的通常加 
法及数乘两种运算).在这个空间不能引入与下面所叙述的定理相应的范数，然而在 
这个空间中可用自然的方法引入收敛概念. 

设1为 [ 中元的序列，如果1 ) 对任何％ E X ，存在区间，在其外％为零 ® ; 

2) fc 阶0=0，1，2，_“）导数@序列|^^ ) 丨在此区间上一致收敛于 〆 ' (并不假定对 
不同的 A ： 有收敛的一致性. ） 则称收敛于函数 p E K 

在其中定义了上述收敛性的线性空间 X ，我们把它称为基本空间，而其元素称 
为基本函数. 

不难叙述 K 中的这样的拓扑，中所给出的收敛性从属于这一拓扑.这一拓扑由零邻域系生 
成，其中每一零邻域系由正连续函数的有限组 h ，…，给定，并且由对所有的％满足 

I cp(x) I < 7o( x ) ,•**, \ cp {m) (x) I < y m (x) 

_ 

的那些属于欠的函数组 k . 请读者验证，前面所叙述的 尺中 的收敛性实际上从属于这一拓扑. 

习题 用&表示空间尺的由所有在闭区间 [- m ， m ] 外为零的函数史 E K 所组成的子空间. 
在 空间& 中令 


I <p {k) (x) I ， 


二0，1，2,…， 


sup 


<P 


O^k^n 


可引入可数赋范空间的结构.试验证在空间中由这个范数系所生成的拓扑（它对应于序列收 
敛性）与在 I 中由前述空间 A ： 中的拓扑 （ 收敛性）所诱导的拓扑 （ 它对应于收敛性）重合.显然 


& C & C … C & C …，同时尺 = (J 试证明集<?匚尺当且仅当存在这样的 m 使得(？是可数赋 

m = 1 

范空间&的有界子集时对在尺中引入的拓扑是有 界的. 设 r 是空间尺上的线性泛函，试证明下 
述四个条件等价 :（a) 泛函 r 对空间 x 的拓扑 连续; （b) 泛函 r 在每一个有界集(?〔尺上 有界; （c) 
如果 E K 且 >0( 在 A： 中引入的序列收敛的意义下），那么八^^一^“…对于每一个 m ， 泛 
函7 1 在子空间& CK 上的收缩 L 是心上的连续泛函. 


_在其外函数 史为零 的区间，对于不同的史 E [，可能不同. 

③零阶导数照例应理解为函数本身. 
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3. 广义函数 

定义1 基本空间 X 上的任意连续泛函 7 Xp ) 称为（给定在直线 - 
的）广义 函数. 并且泛函的连续性理解为 j 卩果 序列％ 在基本空间尺中收敛于 p ， 则 

首先，我们指出，任何在任意有限区间上可积的函数 /( 幻生成某一个广义函数 
事实上，表达式 


< % < 00上 


T f (< p ) = [ f ( x )( p ( x)dx 

j -00 

是 K 上的线性连续 泛函. 这样的广义函数我们今后称为正则的，而任何其他的，即不 
能表为 ( 2 ) 式的广义函数称为奇异的. 

我们来举出奇异广义函数的一些例子. 

(1) 函 数”： 


( 2 ) 


TC < p ) = ( p (0). 

这是尺上的线性连续泛函，按照前面所引入的术语，即是广义函数•把 S (幻理解为 
当时为零，在点^=0变为无穷的“函数”，使得 


8( x)dx = 1, 


这个泛函通常记成如下形式 


I S ( x )( p ( x)dx 

j —00 

我们已在§ 1把 s 函数作为定义在某个闭区间上的所有连续函数的空间上的泛 

函而研究 过了. 然而把5函数作为[上的泛函来研究有一定的优越性，比如说，对于 
它可引入导数的概念. 

(2) “移位的 S 函数”•设 


(3) 


T (< p ) = ( p ( a ) 


这个泛函与 ( 3 ) 式类似，自然可记为形式 


S(x - a )( p ( x)dx 


(4) 


(3) “ s 函数的导数”•与每一个 p e 尺对应的数是 〆 (0) .下面我们将作些解 
释，为什么可把这个泛函看作是第一个例中泛函的导数. 

(4) 考虑函数 1 A . 它在包含零点的任何区间上都不可积.然而，对于每一个 
(P ^ [，积分 
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广 1 

I cpi^x^) — d^; 
J % 


在柯西主值的意义下存在且有限.事实上 

r°° I r R I 

I (p(x) — dx = (p (^) ——如 

J x J -/? x 


x J 


dx 


这里， （- 是这样的区间，在其外 p 变为零.右边的第一个积分在通常的意义下 
存在(积分号下是连续函数），而第二个积分在主值的意义下等于零.于是， 1 A 在 K 
上定义了某个泛函，即广义函数.可以证明，例1^中所举出的广义函数没有一个 
是正则的 （ 即不能表为如 ( 2 ) 式中的任何局部可积函数 /). 

广义函数的运算 对广义函数，即尺上的线性连续泛函，定义了加法运算和 

数乘运算.同时，显然对正则广义函数（即直线上“通常”的函数），作为广义函数（即 
线性泛函）的加法与函数的通常的加法相一致.数乘也是这样. 

在广义函数空间中引入极限过程的运算.我们称广义函数序列收敛于/，是 
指对每个 p G 满足关系 




(又，屮）—(/，屮) • 

换句话说，广义函数序列的收敛性定义为 它在尺 中每个元上的收 敛性. 具有这一收 
敛性的广义函数空间记为 iT . 

如果 a 是无穷次可微函数，则自然地用公式 

(af,cp) = (f,a(p) 

定义广义函数乘以 a 的积（等式右边的表达式有意义，因为 ap G [). 所有这些运 
算——加法、数乘、乘以无穷次可微函数都是连续的. 

我们不引入两个广义函数的积.可以证明，如果要求这一运算是连续的，那么不 

可能定义这样的积，而对正则的广义函数，这与通常的函数乘法一致. 

现在对广义函数定义微分运算并研究它的性质. 

首先设 r 是 K 上的泛函，这泛函是由某个连续可微函数/确定 的： 


[ f(x)<p(x)dx 

J — Oft 


T ( cp ) 


由公式 


dr 


(< p ) 


f 9 { x )( p { x)Ax 


dx 


确定的泛函 dT / dx 自然可叫做 7" 的导数.进行分部积分并考虑到每个基本函数 p 在 
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某个有限区间外变为零，我们便有 


dr 


3 -(^) = I f ， (x)<p(x)dx = - I f(x)<p , (x)dx 


于是，我们得到其中不含有 / 的导数的 f 的表达式.这一想法提示我们作如下定义 

定义2 由公式 


dr 


(<p) = - T{cp 9 ) 


dx 


dT 


定义的泛函称为广义函数 r 的导数 

显然，由这个公式定义的泛函是线性的且连续，即是广义函数，类似地可定义二 
阶、三阶以及更高阶的导数. 

在用符号/表示广义导数的同时，我们将用通常的符号 /' 来表示 /( 在刚才定义 
的意义下来理解）的导数. 

由广义函数的导数的定义可直接推出如下 论断： 

1 . 任何广义函数有任意阶的导数. 

2. 如果广义函数的序列 I/J (在广义函数收敛的意义下）收敛于广义函数/，则 
!/ J 的导数序列 i /1 1收敛于极限函数的导数 /'. 这一事实对任意阶导数都为真. 

、这等价于任何由广义函数构成的收敛级数可进行任意次数的逐项微分 • 

现在来研究几个例子. 

例1 由前面所说的，显然如果/是正则的（即“真正的”）函数，其导数存在且 
连续(或逐段连续），那么它的导数作为广义函数的导数与其通常意义下的导数 


dx 


致 




例2设 


1，当 ％ > 0， 

0，当 ％ ^ 0. 

这个函数称为赫维赛德( Heviside ) 函数，它定义了线性泛函 


(5) 


/( 尤）= 


= <p(x)dx 

J n 


(f 9 <p) - 


按照广义函数的导数定义，我们有 


(p^(x)dx = (p(0) 


(尸， p ) = - (/， 〆 ）= 


(因为^在无穷远处为零).于是赫维赛德函数 (5) 的导数是5函数. 

例 3由例1及2显然知，如果/是在点…分别有跃度 \，/ i 2 , …的函数， 
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它在其余的点上(在通常意义下）可微，那么它的（作为广义函数的）导数是通常导 
数 /' (在导数 /' 存在的那些点上）与形如-^)的表达式之和. 

I 

例 4把导数定义应用于5函数，得其导数为一泛函，该泛函在中每个函数上 

具有值 〆 (0). 而这正是我们前面称之为“5函数的导数”的那个泛函. 

例 S 研究级数 


^ sin nx 

它的和是周期为 277* 的函数，该函数在闭区间 [ -7T ， 7T] 上由公式 


( 6 ) 


当0 < X 7T 


2 ， 


f ( x ) = 


，当 一 7T 


x < 0 9 


2 


当％ = 0 


0 , 


确定.其广义导数等于 


I 8 (x - 2众 7 T ) 

= — 00 

这是某个广义函数(把它应用于任意有限支集函数 9( 幻我们总是得到仅有有限个 

逐项微分，我们得到发散级数 


(7) 


+ 7T 


2 


异于零的项).另一方面，对级数 X — ^ 


1 


cos nx 


然而在广义函数收敛性的意义下这个级数是收敛的[即收敛于表达式 (7)]. 于是, 
广义函数概念可以容许在通常意义下发散的级数和有完全确定的意义.许多发散积 
分也是 如此. 在量子场论和理论物理一些领域中经常碰到的就是这种情况.其实，在 
用傅里叶方法解数学物理方程的初等问题时就已发生这种情况.例如在解弦振动方 

时出现的三角级数，它仅在广义函数论的意义下有对％及 i 的二阶导 

数. 就是说，也仅在广义函数论的意义下三角级数满足方程. 

5. 基本函数范围的充足性 我们已经把广义函数定义为某一个空间上的线性 
泛函，即无穷次可微的有限支集函数空间尺上的线性泛函.也可选任何其他的空间 
作为基本 空间. 我们来研究把尺选定为基本函数空间的一些想法.这些想法已被应 
用到其他情况•在尺的元上加上有限支集性与无穷次可微的强条件后，一方面我们 
得到广义函数的一个更大的范围（基本空间的缩小显然导致共轭空间的扩大），而在 
另一方面我们得到了把分析的诸基本运算(取极限、微分)应用于广义函数的更大自 


d 2 u 2 d 2 u 

a? = a a? 


程 
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參 


由.而同时基本函数空间[并不太窄.在这个空间中有充分多的元，借助它们足以区 
别连续 函数. 确切地说，设与/ 2 是直线上两个不同的连续函数（因此它们是局部 
可积 的）. 那么存在这样的函数^ e K ， 使得 


f l (x)cp(x)dx 7^ / 2 (%)^>(%) dx. 


( 8 ) 


实际上，置/(幻 =y;u) -/ 2 (%)•如果 /( 幻孝 0,那么存在这样的点％，使得 
/(^o)^0. 于是 /U) 在包含点％的某一个开区间 （a々） 内保持符号不变.考虑函数 


，当 


Q (P~ x ) (x~ot) 


< p . 


a < x 


(p(x)= 


，对其余的 X. 

这个函数在 （a，0) 外为零，而在这个开区间内为正.此外，它有所有各阶导数，于是 
cp ^ K . ( 试验证在点 x =a ^ x 导数存在！ ） 同时，显然 

I f(x)cp(x)dx = I f(x)<p(x)dx 

•/ flfi J r\i 


0 


7 ^ 0 


于是我们便证明了，对于区分任意两个连续函数，空间尺是足够了屯 

按导数求 函数. 广义函数类中的微分方程 微分方程是应用广义函数理论 
的基本领域之一.即与微分方程有关的问题在很大程度上促进了这一理论的发展. 
基本上是应用于偏微分方程，我们不准备在这里讨论，然而，我们在这里仅涉及由广 
义函数解（常)微分方程的某些简单问题.我们从最简单的形如 

/ = f(x) 

的方程开始 C/U) 是广义的或“普通”的函数），即由按其导数求该函数的问题开始. 
先从/=0的情况开始. 

定理1 只有常数才是方程 




(9) 


〆= 0 


(在广义函数类中）的解. 

证明 方程 (9) 意味着对任意的基本函数 p 0 [， 

(/，妒 ） =(7， ~ < p r ) = 0 

考虑这样一些基本函数的集合尺 (1) ，其中每一个都可以表为某个基本函数的导数. 

显然，尺 (1) 是尺中的线性子空间.令= -< p ，（ x ). 当 p 遍历尺时函数化遍历 

K ( l ) ，等式 （10) 定义了尺 (1) 上的泛函 


( 10 ) 


J 


①这一论断也可推广到本质上比连续函数更为一般的函数上去，但是，为此须利用勒贝格可积性的概 
念，这一 1 概念将在下一^章谈到. 
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现在我们指出，当且仅当 


cp { x)dx - 0 


( 11 ) 


时基本函数 p 属于[ (1) ，即 [⑴ 是泛函 cp ( x ) dx 的核.实际上，如果 pU ) 

j —00 


( p ( x)dx 


( 12 ) 


0 . 




反之，表达式 


f 

J — 00 

是无穷次可微函数.如果 （11) 成立，则 0 U ) 是有限支集函数，其导数等于 < p ( x ). 按 
照第三章§ 1第6段的结果，可把任意基本函数^ e 尺表为 

(^1 “⑴）， 

其中％是一个固定的基本函数，它不属于尺 (1) 且满足条件 


少 ㈤ = 


(13) 


(p = (Pi ^ C(p 0 


cp 0 ( x)dx = 1 


为此只需令 


cp ( x)dx 且 ( Pi ( x ) = ( p ( x ) - ccp 0 ( x ) 


于是，如果给定泛函 y 在基本函数％ ( %)上的值，那么它就在整个尺上单值确 
定.令 ( y ，％) =«，得 


( y 9 ( p ) = (y 9 (Pi) + c ( y 9 cp 0 ) = 


acp ( a ; ) dbc ， 


即广义函数： K 是常数 a ，这就是所要证明的. 

由此推出，如果两个广义函数/与 g 满足等式 /' - g r 9 W \ f - g = const 

现在来研究方程 


〆 = f ( x ) 9 


( 14 ) 


其中 / U ) 是任意广义函数. 

定理 2方程 （14) 对每一个 / E / T 有属于 / T 的解 

这个解很自然地称为广义函数/的原函数. 

证明 方程 （14) 表明，对每个基本函数^ e 尺 
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( y \< p ) = ( r , - < p f ) = (/，妒) • 

这个等式在尺 (1) 的所有基本 函数％ 上定义了泛函 y 的值 

( y ， Pi ) = (/， - 厂妒 i ( f ) 屯). 

J _ m 


(15) 


现在利用前面所得 A ： 中元的表示式 


cp = <Pi + ccp 0 


置 ( 7 ， ％ ) = 0 ， 我们从而在整个 [ 上补充定义了泛函 y ， 即 

(/， - f <Pi (^)^)* 

j —00 

很容易验证这个泛函是线性的并且连续.此外，它满足 （14) 式.实际上，对每一 p ex 

(/,f (p r U)^) = (/ >)• 

J — m 


(y,<p) = (y ， <Pi)= 


iy f y < p ) = ( r , - < p ’）= 


这样，对每一个广义函数 /( % ) ，方程 


/ =/(尤） 

•加 

►. 

I 

的解存在，即每一个广义函数都有原 函数. 根据定理1，这个原函数被函数/(幻除不 
计一个常数项外唯一确定. 

所得到的结果很容易转到线性方程组的情形.在这里我们仅限于相应地叙述这 
个结果而把证明略去. 

考虑含有〃个未知函数、〃个齐次方程的线性微分方程组 


y\ = X a ik( x )y k9 


(16) 


= 1 ， 2 ,…， n ， 


其中〜是无穷次可微的 函数. 这样的方程组有某些“古典解” （ 即可表为“普通”的， 
同时又是无穷次可微的函数的解）•可以证明，在广义函数类中，方程组 （16) 没有任 

何新的解. 


对于非齐次方程组 


yi = Z 

A ： = 1 

(其中/ ( 是广义函数，而〜是“普通”的无穷次可微函数），解在广义函数类中存在并 
且除不计齐次方程组 X 16) 的任意解外被确定. 

如果在方程组 （17) 中不仅&，而且/：都是“普通”函数，则这个方程组的所有在 

夂#中的解同样是普通函数. 

7. 某些推广 前面我们研究了“一元实变量”广义函数，即直线上的广义函数. 


(17) 


+fi 
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基于这种基本思想，可引入在有界集上的广义函数，比如说，在闭区间上或圆周上的 
广义函数，多变量的广义函数，复变量的广义函数，等等.最后，对于直线上的广义函 
数，我们在前面所给的定义远不是唯一可能的.我们来简略地研究一下上面所列举 
的诸类型的广义函数中的某些广义函数. 

) 多变量函数 在 n 维空间中考虑这样一些函数 〆 〜，々，…，\)的总体 
这些函数对所有变量有任意阶偏导数，且其中每一个函数都在某一个平行六面体 

=1 ， 2,…， n 

之外为零.这个 f 是线性空间（具有通常的加法运算和数乘运算），在这个空间中可 
用下述方式引入收 敛性: 如果存在这样的平行六面体 A O \， i = 1 ， 2 ，…， n ， 在其 
外每个函数 A 等于零，而在这个平行六面体内，对于每个固定的非负整数组％，…， 

成立一致收敛 


a 




d r (p k 






dx 


dx 


dx 


dx 


•摯# 


• • • 


则记为 ( p k —( p . 

K n 上的任何线性连续泛函称为 n 元广义 函数. 任何在维空间的任一有界区域 
可积的“普通” n 元函数/(幻同时又是广义函数.与此函数对应的泛函的值由公式 

( f 9 ( p ) = \ f ( x )( p ( x)dx (x 


= (h ， … ， \) ，如 = dx^-dxj 


确定.如同在 n = 1 的情况一样，不同的连续函数确定不同的泛函（即是不同的广义 


函数) 


对于 n 元广义函数，极限概念、导数概念等等可借助与一元的情况一样的方法 
引入.例如，广义函数的偏导数由公式 


引入.由此显然可见，每一个/ I 元广义函数都存在任意阶偏导数. 

b ) 复广义函数 现在取在直线上无穷次可微的、具有有限支集的复值函数作 

为基本函数.在这样的函数的空间史上的线性泛函自然就称为复广义 函数. 注意，在 
复线性空间中存在线性泛函与共轭线性 泛函. 前者满足条件 ( a 是数） 

(/, acp ) = a ( f ,< p ) , 


dx 


dx \ 


% m m 


而后者满足条件 


( f 9 acp ) = a ( f , cp ). 

如果 / U ) 是直线上普通的复值函数，那么可以用两种方式把充上的线性泛函与 / 
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f(x)cp(x) dx 

J — m 


(/， 屮 ）i = 


( 18 J 


及 




f {x)cp{x) Ax 


( 18 2 ) 


也可以把两个共轭线性泛函与这个函数 /(%) 相对应，即 


i(/ ， 妒） = f(x)cp (x)dx 


( 18 3 ) 


及 


c/>) = 


f (x) (D {x)Ax 


(I84) 


从四种可能中选择一种就意味着确定了一种把“普通”函数空间嵌入广义函数空间 
的方法.复广义函数运算的定义与前面对实函数所作的定义类似. 

C ) 圆周上的广义函数 研究给定在某个有界集上的广义函数有时是有益处 
的. 作为最简单的例子，我们来研究圆周上的函数.对圆周上无穷次可微函数的总 
体，在用通常的方式定义了加法运算及数乘运算以后，我们便把它取作基本函数空 
间. 在这个函数空间中的函数序列 \( p n { x ) ( 称为收敛的，是指如果对于每一个 k = Q ， 

1，2 ，…， 导数序列丨 ( x ) ( 在整个圆周上一致收敛.因为在这里变量的整个集合 

(圆周）是有界的，基本函数有限支集性条件自动失去意义.我们把这个空间上的线 
性泛函称为圆周上的广义函数. 

圆周上的每一个普通函数都可以看作是给定在整个直线上的周期函数.把这种 
想法搬到广义函数上来，可把圆周上的广义函数与周期广义函数联系起来.同时，很 
自然把对任何基本函数 p 满足条件 


(f(x) ,cp(x - a) ) = (f(x) y cp(x )) 

的沒函 / 称为（以 a 为周期的）周期广义函数.我们在前面已经提到过的函数 




y 5(^-2^) 


+ 7T 


cos nx 


2 


可作为周期广义函数的例子. 

d ) 其他的基本空间 前面，我们把直线上的广义函数定义为无穷次可微的、具 
有有限支集的函数空间尺上的线性泛函.然而，基本空间的这种选择不是唯一可能 
的.例如，代替有限支集函数空间 A 可以取这样的更宽的空间作为基本空间 :它由 
在直线上无穷次可微的函数 pU ) 组成，其中 pU ) 连同其各阶导数比 1/ M 的任何 
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次幂下降得更快.确切地说，如果对任意固定的=0，1，2,…存在这样的常数 C 
(它依赖于;>4与^0,使得 




X P ( D ( q ) ( x ) I < C ptq9 


(19) 


< X < 


则认为属于这个基本函数空间，这个空间记为 S ^. s ^ 中的收敛性用下述方式 

定 义:如 果对于每一个 g =0，1，…序列(幻丨在任意一个有限区间上一致收敛， 
且如果在不等式 


< C 


X (p 




中常数 C p ， g 可选择得不依赖于 n ， 则称序列 | cp n ( x )\ 收敛于 cp ( x ). 

同时，这样得到的广义函数的范围比空间 K 的情形稍微窄了一些.例如，函数 

f { x ) = e 1 

是 K 上的线性连续泛函，而在上则不是.选择 S 。 作为基本函数空间有其方便之 
处，例如研究广义函数的傅里叶变换时就是这样. 

正如广义函数理论的发展所表明的那样， 一 般并不需要将它本身一劳永逸地用 
基本空间的某种固定选择联系起来，而根据所研究问题的范围采取不同的作法是适 
宜的.并且，毕竟本质的要求在于一方面使基本函数“充分地多” （ 以使借助于这些 
基本函数来区分“普通”函数，或者更准确地说，区分正则函数），而另一方面要使这 
些基本函数具有充分的光滑性. 

习题试验证，在空间义中，例如可以令 


= 〉 


(1 + un<p o) (x) 


sup 


<P 


p+q = n 


0 矣 




O^j^q 


而引入可数赋范空间的结构，并验证，在前面所定义的意义 下在心 中收敛的序列，在用这种范数 
确定的拓扑中也收敛 . 


5. 线性算子 


线性算子的定义与例 设£与仏是两个线性拓扑空间，称满足条件 


參 


4(0^ + Bx 2 ) = aAx 1 + (3 Ax 2 


的映射 


y = Ax (x E E E x ) 

为从 £ 作用到仏内的线性算子.所有使映射4有定义的 xEE 的总体 R 称为算子 
A 的定义域. 一 般地说，不能假定 R =£，然而我们总假定 A 是线性流形，即如果^ 

y ^ A ，则对于任何 ol,B,olx +/3 y E D A . 
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如果对于点 y Q = Ax 0 ( x 0 E Z ) A ) 的任意邻域 F 存在点％的这样一个邻域 U ， 使得 
当 x e c / nA 时，如 e F ， 则称算子4 在点％ 连续.如果算子4在每一点 xed a M 
连续，则称算子4连续. 

当£和仏是赋范空间时，这个定义与下述定义 等价: 如果对于任意 ^ >0存在 
这样的3>0,使得从不等式 


<5 ( x r 9 x fr £ D a ) 


可推出 


Ax f - Ax ,r 


< e. 


则称算子 4 是连续的. 

使如 = 0 的的集合称为线性算子 4 的核，并记为 KerA. 对于某个 ％ E 

使得 y = 如的 y e £ l 的集合称为线性算子4的象，并记为 ImA . 就像核 一样， 线性算 

子的象也是线性流形.如果算子连续且 R =£，则 KerA 是子空间，即 KerA 是闭的. 

至于线性连续算子的象，甚至当 A =£时，它也不一 定是仏 中的子空间. 

在本章一开始所引入的线性泛函的概念是线性算子的特殊情况.即线性泛函是 

从给定的空间到实直线 R 上的线性算子.当仏 = R 时，算子的线性性质与连续性的 
定义变成先前对泛函弓 I 入的相应定义. 

正是这样一系列下面将要对于线性算子来叙述的后继概念与事实乃是本章§ 1 
已阐述的适用于线性泛函的诸结果的十分自然的推广. 

线性算子的例. 

例 1 设五是 线性拓扑空间，对所有的％ 令 


1 % — % 


这个算子把空间中每个元变到其自身，称为单位算子. 
例 2设£与仏是任意线性拓扑空间且对所有 xBE 


Ox = 0 


(这里0是空间 A 中的零元），则0称为零算子. 

例 3把有限维空间变为有限维空间的线性算子的一般形式.设4是把具有基 

h ，…，〜的 n 维空间 R n 映入具有基/；，…，又的肌维空间 R m 的线性算子.如果％是 

中任意一个向量，那么 






x ： e ： 


根据算子4的线性性质 
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X x i Ae i - 

j = 1 

于是，如果知道了算子4把基向量~，…，变为什么，则算子4就给定了.考虑向量 

的展开，有 


Ax = 


k = 1 


* — 


由此很明显，算子 4 由系数矩阵 || 

间，其维数显然等于矩阵 || ~ || 的秩，即在任何情况下其维数都不超过 n . 注意，任 
何在有限维空间中所给定的算子自然是连续的. 

例4 研究希尔伯特空间//和在 i / 内的子空间将 i / 展成子空间与其正 
交补的直和，即把每个元 h E 开表为 


确定.空间 1 T 在 1 T 内的象乃是线性子空 


h = h x + h 2 (G H x y h 2 E ) 

的形式，令 PA 这个算子自然称为 // 到琴上的正交射影算子.不难验证其线性 

性质与连续性. 

例 S 在闭区间[«，6]上连续函数的空间内考虑由公式 


i/f(s) = j K(s ， t) cp(t) dt 

定义的算子，其中尺(0)是某个固定的二元连续函数.函数少⑴对任意连续函数 
史⑴是连续的，所以算子 （1) 实际上把连续函数空间变到自身.其线性性质是显然 
的.为了谈论它的连续性，必须预先指出在我们的连续函数空间考虑怎样的拓扑.建 
议读者在下述情况下证明算子的连 续性: a ) 当考虑空间 C [ a ， fc ] ，即具有范数 || p || 

= max | p (0 I 的连续函数空间; b ) 当考虑 C 2 [ a ，6] ，即 || p 

例6 在这个连续函数空间中考虑算子 

< A (0 =妒0⑴妒⑴， 

其中％ (0 是固定的连续函数.这个算子的线性性质是显然的.（在上面例子中所引 
入的范数下试证明算子的连续性 .） 

例 7对于分析，线性算子的一个重要例子是微分算子.可以在不同的空间来研 
究这个算子. 

a ) 考虑连续函数空间 C [ a ,6] 与在其中作用的算子 

职0 =/'(0* 

这个算子(我们认为这个算子是从 c [ a ，6 ] 仍然到 C [ a ，6 ] 内作用的算子）显然不能 
在整个连续函数空间上定义，而仅能在具有连续导数的函数的线性流形上定义.算 


( 1 ) 


1/2 


( | 妒 2 ⑴出) 
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子 D 是线性的，但不是连续的.例如从序歹 ! J 


sin nt 


(PniO = 


收敛于零(在 C [ «，6 ] 的度量下），而序列 


Dcp 


cos nt 


不收敛这一例子，上述论断是明显的. 

b ) 可以把微分算子考虑为从具有范数 


的， [ a ，6] 上连续可微函数空间 C 1 到空间 C [ aM 内作用的算子.在这种情形中，算 
子 D 是线性的、连续的且把整个 C 1 映到整个 C [ a ， fc ] 上. 

c ) 把微分算子考虑为从 C 1 到 C [ a ，6] 内作用的算子不很方便，因为虽然这时 
我们得到了定义在整个空间上的连续算子，但是并非对 C 1 中的任意函数都可应用 
这个算子两次.在比 C 1 还更窄的空间中，即在闭区间 [ a ，6 ] 上的无穷次可微函数空 

间内考虑微分算子是方便的.在这个空间中，拓扑由可数范数系 




+ max 


妒 1 


max 




<P 


a^t^b 


给定.微分算子把整个这空间变到自身，且易于验证，微分算子在此空间上连续. 

d ) 无穷次可微函数构成极窄的类.广义函数本质上使得在更宽的空间中把微 
分算子同时考虑为连续算子成为可能.上节已经讲过如何定义广义函数的微分.从 
那里所讲的很清楚，微分算子是广义函数空间中的线性算子，同时这个算子在下述 
意义下是连续 的:从 广义函数序列 i /„(0 丨收敛于/0)可推出1的导数序列收 
敛于广义函数/(0的导数. 

连续性与有界性 从£作用到&内的线性算子，如果定义在整个£上并把 
每一个有界集仍变为有界集，则称这个线性算子是有界的.在线性算子的有界性与 
连续性之间有着紧密的联系，即下述论断成立. 

I . 任何线性连续算子有界. 

实际上，设财〔£是有界集，而集 4 ATCA 无界.那么在 A 中存在这样的零邻域 
V ，使得集没有一个元包含在 F 中.可是这样一来存在这样的序列\ E M ， 使 

n 

得没有一个元>„属于 F ， 于是我们得到①，在£中+^->0,而序列 } 在 
中不收敛于0,这与算子4的连续性矛盾. 




E 


①参看第三章§5第1段中的习题 1. 
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n. 如果 4 是从£作用到仏内的线性有界算子，且在空间£内第一可数性公 

理成立，则算子 a 连续. 

实际上，如果4不连续，则在 A 中存在这样的零邻域 F ， 以及£中这样的确定 
零邻域系 | W ，其中 f /„ + 1 C ，且对每一个 / i 存在这样的％ 


-U n MnAx n ^rtV.E 

n 

中的序列\有界(甚至趋于零），而序列如„在^中却无界（因为它不含于集 w 中 
的任何一个).这样.如果算子4不连续，而在£中又成立第一可数性公理，则 a 


E 


无界 


论断证毕. 

于是，对于给定在满足第一可数性公理的空间 （ 特别是，任何赋范空间与可数赋 
范 空间属于这一种情况 ) 上的算子，有界性等价于连续性. 

前一段例 1-^ 中所引入的算子都是连续的.根据刚刚证明过的论断 I ，所列举 
的这些算子都是有界的. 

如果£和仏是赋范空间，那么由£到仏内作用的算子4有界的条件可叙述如 
下 :算子 4如果把任何球变为有界集，则称算子4有界.根据算子的线性性质，这一 
条件又可这样 叙述: 如果存在常数 C 使得对任何/ E E 有 


II M II ||/|| , 

则算子4有界.满足这个不等式的 C 中最小者称为算子4的范数并记为 II A 

定理 1对任意从赋范空间作用到赋范空间内的有界算子4， 

11 ^ 11 


( 2 ) 


A 


Ax = sup 


su 


p ,l 


I X I 


证明 使用记号 


Ax || . 根据 4 的线性性质，下列等式成立 


sup 


| Ax I 


Ax 


U P 


sup 




IMI 幻 


所以对任意元％ 


彡 a ， 


Ax || a \\ x \ 


由此得出 


A = infC ^ 


其次，对任意的 s >0，存在这样的元\#0，使得 


^ Ax ^ / % 
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或 


(a - s) II x 


^ Ax^ ^ C I x 


所以 


^ infC = I A 


由于 s 的任意性 ， M ||. 因此 ， P || = a . 

3. 算子的和与积 

定义 1 设4与 S 是两个从线性空间£作用到空间仏内的线性算子.我们称 


使元 


y — Ax + Bx G E x 

与元％ E £对应的算子 C 为算子4与 B 的和这个算子在属于算子4与 B 的 
定义域的交的所有元上有定义. 

易于验证 ,C=A+B 是线性算子.如果4与 B 连续，则 C 也连续. 

如果瓦和&是赋范空间，而算子4与 B 有界 JIM + B 也有界，同时 

M + B II ^ WA 


(3) 


B 


+ 


事实上，对任何％ 


(A -h S) X 


Ax + Bx II ^ Ax 


Bx 


+ 




彡 （M 


B\\ ) lull ， 


+ 


由此便得出 （3) 式. 

定义 2设4与 S 是线性算子，同时4由空间£作用到空间仏内，而 B 由空间 
E x 作用到空间£ 2 内，使 E 2 中的元(也）对应于元％ E £的算子 C 称为算子4 
与 B 的积&4•算子 C = ^ R 4 的定义域 Z) c 由使如 e Z) fi 的那些 X e A 组成.显然算 

子&4是线性的.如果4与 S 连续，则 C 也连续. 

证明： 如果 A 与 Z ) s 是线性流形，则也是线性流形. 

如果4与 fi 是于赋范空间内作用的有界算子，则算子似有界，且 

WBA \\ ^ WB 


习 


(4) 


A 


事实上， 


B(Ax) II ^ B 


(5) 


Ax II ^ B 


A 


由此便得出 (4) 式. 

三个或更多个算子的和与积可逐次加以定义.这两种运算是结合的 
算子4乘以数的积 M 定义为使元对应于元％的算子. 
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定义在整个£上并把£映入(其中£和&是确定的线性拓扑空间）的所有 
线性连续算子的总体又(£， A )，对于前面引入的加法运算与数乘运算，构成线性空 
间.如果£和仏是赋范空间，则又(£，&)是赋范空间（具有前面所给定的算子范 


数) 


习题设五是赋范空间 ，而仏 是完备赋范空间. 那么: a ) 赋范空间又 ( EA ) 是完 备的; b ) 如 

，则级数文4收敛于某个算子4 £又 (五, 尽）且 


果4 e 又 ( E ， 尽）且 Z 


tri k = i 


( 6 ) 


A 


A 


逆算子，可逆性设4是从£作用于&内的算子， R 是定义域，而 ImA 是这 




个算子的象. 

定义 3如果对任意 : K e ImA ，方程 


Ax 


= y 


有唯一^解，则称算子 a 是可逆的. 

如果4可逆，那么对于每一个 y E ImA 可对应唯一的元％ E 是方程如 =y 

的解.实现这一对应的算子称为4的逆，记为4 _1 . 

定理 2线性算子4的逆算子 A— 1 也是线性的. 

证明首先指出，算子4的象 IW， 即 ZVi 是线性流形.设 h 
证，下列等式 成立： 


E ImA . 只需验 


72 


^ _1 («iri + OL 2 y 2 ) = a l A ~ 1 y l 

^ Ax x , Ax 2 = y 2 . 根据 4 的线性性质有 


⑺ 


A - 


Ji 


A ( a 1 x l + a 2 x 2 ) = a x y x + a 2 y 2 


按逆算子的定义 


^ J \ = x \ Ji 


由此，将两个等式分别乘以叫和％并相加便得 


A ~ 


A ' 


OL\OCy + OL2^2 


7 i 


Ji 




另一方面，从 (8) 式及从逆算子的定义推出 


% 2 = A ~ l ( a l y l + a 2 y 2 ) 


OL^X^ 


此式连同上面一式给出 


A ~ 1 ( oL 1 y l + a 2 y 2 ) = a 1 A ' 1 y l 


A ' 


Ji 


定理 3( 关于逆算子的巴拿赫定理）设4是把巴拿赫空间£一对一地映到巴 


3 


U 


的 


00 


u 


H 


■■ 


n 


s 


II 


II 


H 


m 




■■ 


II 


n 


II 


u 


s 


径选 


V/ 


m 


a 


It 


_■ 
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■■ 




II 


s 


= 
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H 
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II 
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_ 


(. 


移动球层广使其中心落在坐标原点，便得到球层 A = U :0 <)8 < 

我们证明，有某个集在 P 。 中稠密•设 z ，则 z - y。e P 。 且 

PUio) ||^ M 


< 


z 


^ n( 


A " 


To 


To 


彡 71( II 


+ 2 


To 


To 


2 


To 


二 71 Z — Yq 


\\ Z - Jo 


( 10 ) 


( 1+ 2 II To II /)8) 


^ n 


Jo 


A ① 


/ j 8) 不依赖于 

iV = 1 + 汀 [1 +2 || 7 0 || / 々 ]• 

于是根据 （10)， z - y Q E My ， 而由乂在 尸中稠 密推出 My 在 P 。 中稠密 • 

考虑 & 中任意非零元 ，总 可选取 A 使 )8 < || Ay || CaJPAyE / V 因为 Mv 在 
p 0 中稠密，可以构造收敛于打的序列 h e 于是序列收敛于 y . 显然，如果 

y k e ，则对任意实数 E 仏.这样一来， My 在内稠密，所以也 

A 

在仏内稠密. 

考虑非零元 y e 仏.按已证明的引理，可把 y 展成 W 中的元的 级数： 


m ( 1 +2 


To 


v 


r = ri + 72 + 


同时 


<3 II r II / r . 

在空间五中考虑由元 h 的原象， B 卩元％ - A ~ l y k 所组成的级数 
这个级数收敛于某个元&因为成立不等式 


Yk 


< 37 V II r II /2 


A' 


彡 N 


X 


Yk 


Yk 




同时 


I II % II ^ 37V || r || X 


= 37 V || y 




% 


2 


根据级数 Z & 的收敛性与算子 a 的连续性，可将4逐项地应用于这个 级数. 我 


们得 


Ax = Ax, + Axn + 


= j \ + r 2 + 


= r 


①方括号 [ ]表示一个数的整数部分 
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由此％ =A~ l y. 此外， 


A-'y 


x || ^ 3A^ || r || . 

因为估计式对任意 y #0为真，于是算子 1 有界 • 

我们来举出这个定理的若干重要的 推论. 首先举出这个定理在4不是一对一映 

射情形的自然推广. 

推论 1( 开映射定理）巴拿赫空间 E 到（整个）巴拿赫空间&上的线性连续映 
射4是开的. 

这一点可由上述已证明过的定理及下述引理推出. 

引理 设£为巴拿赫空间，而 i 是它的某个闭子 空间. 由空间 E 到商空间 
上的映射 s 是开的，其中£//>是使包含 XGE 的剩余类与 X 对应的商 空间. 

实际上，设 Z =£/ L ， 而 G 是£中的开集且厂•设 z。E r. 则存在属于 

b nc 的元现在设 f /( % ) 是点〜的 S - 邻域，它全部含于 C 中，设 z 是点 
z 0 E 尸的邻域中的任意元，即 II II < A 按照商空间中范数的定义，这表示 
存在这样的元％ E B _1 z ， 使得 

点％的 f 邻域包含在尸内.因此，厂是幵的 • 引理证毕. 

把从空间五到空间 A 上的映射4表为从空间 E 到空间 ^/KerA 上的映射 B 

( 根据引理它是开的）和从空间 Z 到空间仏上的一对一映射 C ( 根据定理3，它是开 
的）迭加后，我们得知4是开的. 

推论 2( 拼三组引理）设£，仏，£ 2 是巴拿赫空间分别是从£到仏内和 
从£到内的映射，同时 S 把£映射到整个上（即 Imfi = E 2 ). 如果这时有 

KerA D KerB ， 

则存在把 A 映入&内的线性连续算子 C ， 使4二 CB 

这可用如下的图解形式地 表示： 




< £ r ， 即 ％ E U ( x 0 ) ( ZG . 于是 z E BG = 厂，艮口 


x o 


( 11 ) 


B 


KerB — E —— >E 2 




n 


A 


KerA —► E - > E x 

事实上，对于每个元 z E £ 2 考虑它的全原象^ _1 2 E £• 由条件 （11) 推出，属于 

B l z 的所有元％由算子4变成同一个元 y . 我们把这个元 y 对应于元&所得到的算 
子 C 把£ 2 映入仏内，并且显然算子是线 性的. 算子 C 又是连续的（从而是有界算 

子).事实上，如果 G 是仏中的开集，则它在映射 C 下的全原象「乂可记为 B ( A ~ l G ). 
根据算子4的连续性 T 1 G 是开的.于是根据推论1，5(^4_ 1 G ) 也是开的. 

习题1设 f 和 A 是赋范空间4为从五作用到 A 内的线性算子3的定义域 A CE 为线性 

流形. 如果由条件〜 e 巧八― ^， Av ~> y 推出％ e A 及如=7，贝 I ]称算子4是闭的.试证明，任何 
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有界算子都是闭的. 

习题2考虑空间五与&的直积五 X&， 即由所有可能的点对 [x，y] j E 并赋以 

范数 II [x,y] 

间.被称为算子4的图象的集合心=丨 [%,y],^ ^ D A 9 y = Ax \ CExE , 可与算子 4 相对应.试验证 
ExE , 中的线性流形 G 是闭的当且仅当算子4是 闭的. 试证明，如果 E 和 A 是巴拿赫空间，而算 
子4定义在整个 E 上且是闭的，则算子4有界(关于闭图象的巴拿赫定理) • 

提示 把定理3应用于由 G 作用到 E 内的算子 

P ： [ 


rlli ( II • II 和 


分别是 E 和&中的范数)所得的线性赋范空 




习题3设 E 和&是完备的可数赋范空间.试证明，如果4是一对一地把 芯映到 &上的线 

性连续算子，则逆算子 4 _1 连续. 叙述并证明对于可数赋范空间的闭图象定理. 

考虑把巴拿赫空间 E 映入巴拿赫空间&内的有界线性算子4的集 3§{E,E X ). 
这个集是一巴拿赫 空间. 从这个空间中可分出一个把£映到整个&上的、并具有有 

界逆算子的算子集 罗叉 （E，EO . 这个集在又(£，仏）中是 开的. 即下述定理是正 


确的 


定理4设戽 E ，且设是又(£，&)中的任意算子，它满足 || 

<1/ Mo " 1 II . 则算子％ + A 4) _1 存在且有界，即 


A = A 0 + AA E ^{E,E X ). 

证明 固定任意元 y e &，考虑由空间£到自身的映射由下述公式 定义: 

y — Aq ^ A A.x. 

1 II _1 得出，映射 B 是压缩映射.因为 E 是完备的，于是映射 B 


Bx = A/7 


由条件 || A 4|| < 
存在唯一的不动点 


x = Bx = Aq 1 j - Aq 1 A Ax 


由此 


Ax = A 0 x ^ Ax 


=Y 


如果如' = y ， 则 /也 是映射 s 的不动点，因此 V =%. 这样一来，对任何 r E ，方程 

= y 在£中有唯一解，即算子4具有逆算子4 _ 1 ， 它定义在整个仏上.依照定理3 ， 
算子 A ' 1 有界，这就是所要证明的. 

定理 S 设 E 是巴拿赫空间 ，1 是 E 中恒等算子，而4是将£映为自身的有界线 
性算子，且 IM || < 1.则算子 ( / - 4 ) _ 1 存在、有界且可表为 




(I -A) 


( 12 ) 




证明 算子 (/-4) _1 的存在性及有界性可由定理4推出（可是这也可由下面引 
用的推理得出）. 
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因为 mii < 1 ，所以 y 




空间 E 是完备的，所以由级 


A 


A 




_ 


数 Z 


的收敛性推出级数和 Z w 是有界线性算子.对任意 n 有 


A 


^ A k (I — A ) = J 一 A 


(/- a ) X a 


而取极限，并考虑到 M n+1 || ^ M II “ 1 —0,便得 


(/ 一 A ) VA k = YA k ( I - A ) = L 


由此 


=IX ， 


{I - A )~ 


这就是所要证明的 


设4是将巴拿赫空间五映到巴拿赫 空间仏 上的有界线性算子.试证明存在这样的常 
数 a >0, 使得如果 B E 又(£：，&)且 \\A-B 

共轭算子 考虑线性连续算子 y =儿^，它把线性拓扑空间£映入线性拓扑空 
间&•设 g 是定义在仏上的线性泛函，即 g e ，把线性泛函 g 作用于元 y = A . 容 
易验证， g (如）是定义在£上的线性连续泛函，用/来表示它.于是，泛函/是空间 
E * 中 的元. 对于每一个泛函 g E C ，都对应于一个泛函/ G E \ 即得到从映入 

E * 的某个算子.这个算子称为与算子4共轭的算子并记为 . 

用符号 (/>) 表示泛函/在元％上的值，我们得到 ， （g » (/>) 或 




习 


，则 B 把瓦映到整个&上（巴拿赫) 




( g 9 Ax ) = ( A * g 9 x ) 


这个关系可取作共轭算子的定义. 

例 有限维空间的共轭算子设实 n 维空间 R n 被算子4映入 ( m 维）空间 IT ， 
设 || % || 是这个算子的矩阵.映射 y =如可记为等式组的 形式： 


X a ij X j ， 

7 = 1 


1，2,…， 


m 


ji 


而泛函/(幻可记为如下形式 


f( x ) = Z fj x j 


由等式 


/(%) = g{Ax) = TgiYi = y = X x j X ^i a 
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得到/； = Z 因为由此推出，算子 r 可由算子 4 的矩阵的转置矩阵 


给出 


由定义立即可得出共轭算子的下述性质 

1. 算子^是线性的. 


2. { A + B ) * = A * + B \ 

3. 如果 A ； 是数，贝 fJ ( M 广 

如果4是从£到仏中的连续算子，则是从 ( C ，6 ) 到 (E * ，6 ) 中的连续算子 
(试验证之!）•如果£和仏是巴拿赫空间，则这一论断可以用下述方式更准确地 


表述 


定理6 如果4是把巴拿赫空间£映入巴拿赫空间仏的有界线性算子，则 


A 


A 




证明 根据算子范数的性质有 


( g , Ax ) | ^ || g 


( A * g 9 x ) 


A 


由此， \\^ g \\ ^ M 


客 II •因此 


A 


^ A 


(13) 


Ax 


设 ％ E E ^Ax 9^0. 令 = 


G A •显然， 


i . 根据哈恩-巴拿赫定理 

的推论，存在这样的泛函& || g || =1且(《，7。）=1，即^» || 如 || •由关系式 

= ( gM ) = | ( A * g , x ) I ^ \\^* g \\ • \\ x \ 


Yo 




I Ax 


Ax 


彡 A 


g 


A 




n\\A\\ ^ IM * ，连同 （13) 式给出 


A 


A 


定理 证毕. 

习题 设五和 A 是自反的巴拿赫空间 4 e 证明 

下述论断是关于逆算子的巴拿赫定理的一个有用的推论. 

引理 (关于算子核的零化子的引理）设4是线性连续算子，它把巴拿赫空间 E 
映到整个巴拿赫空 间仏上 .则 


(KerA ) 1 = IrrL 4 


(14) 


事实上，我们可先验证包含关系 


(KerA ) 1 D ImA * • 


(15) 
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學 


如果 /E ImA * ，则存在这样的元 g E ，使得 / = 4*g ， 对所有的％ E KeM 有 

( f , x ) = ( A * g , x ) = ( g 9 Ax ) = 0,即 /E ( KeM ) 丄. 


现在证明相反的包含关系成立 


( KerA) ± C ImA 


(16) 


设 / E ( KeM ) i . 于是对于映射 


fi E —及 £* ―> E x 

拼三组引理（推论 2) 的条件都满足.所以存在这样的元 g e £ r ，使得(/，％)= 

(g» ，即 / dY 从而包含关系 （ 16) 成立，这就表示已经证明了等式 （ 14). 

6 - 欧几里得空间中的共轭算子•自共轭算子 我们来研究，当4是希尔伯特空 

间/实的或复的）中有界算子的情形.根据关于希尔伯特空间中线性连续泛函一般 
形式的定理，对于每一个 y E ff ， 使之对应线性泛函 

(ry)(x) = (x,y) 

的映射 r 是由空间//到整个共轭空间 / T 上的同构（如果丑是复的，则是共轭同 

构)•设 ，是 与算子4共轭的算子.显然，映射 A 
性 餐子. 易见，对于任意 E 


l A * r 是在 " 中作用的有界线 


( Ax , y ) = ( x 9 A * g ) 


因为 M 

不言而喻，对于实或复的有限维欧几里得空间，上面所说的结果也成立. 

我们作如下约定.如果 E 是(有限维或无穷维的）欧几里得空间，贝！ I 把前面所定 

义过的，于空间/?中作用的算子称为于同一空间/?中作用的算子4的共轭算子. 

应当强调，这个定义不同于在任意巴拿赫空间£中的共辄算子的定义.按照后 

者，共轭算子4 + 作用于共轭空间£'区别于算子，有时把算子称为埃尔米特 


^4 || ，而映射 r 及是等距的，于是 || 4 


木 


= | A 




( Hermite ) 共轭 算子. 为了不使术语和表示复杂化，我们将以^代替，且说成共 
轭算子 • 然而要记住，在欧几里得空间的情况，共轭算子总是理解为本段所指的 


意义 


显然，在欧几里得空间/?中与4共轭的算子可以定义为这样的算 子:对 于任意 
的 〜 y e /?，它满足等式. 


( Ax 9 y ) = { x , A * y ). 

因为算子4和作用于同一个空间，有可能成立等式在欧几里得空间 （ 特 
别在希尔伯特空间）中我们可分出重要的一类算子. 
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定义4 作用于欧几里得空间/?中的有界线性算子1如果有4= ，即如果对 
所有的 hy e ft 


( Ax , y ) = ( x , Ay ) ， 


贝! 1 称4是自共扼算子. 

我们指出与算子4共轭的算子 ，的 如下重要性质.设 A 是欧几里得空间 ft 的 
子空间，如果由 x E R x 推出心 E &，则称乂是对算子4的不变子空间.如果子空 

4 

间圮是对于4的不变子空间 ，则乂 的正交补是对于的不变子空间.事实上， 
如果 y e <，则对所有％ e &有 


( x 9 A * y ) = ( Ax 9 y ) = 0, 

因为 Ax E R r ，别，如果 4 是自共轭算子，则对于它的住意不变子空间的芷交补本 

身 ，也是对于4 b 不变子空间. 

习题试证明，如果4与 B 是欧几里得空间中的有界线性算子，则成立如下 等式： 

(aA + BB ) 


PB\ 


( AB ) * = B * A * , 

r =i ( j 是单位算子). 

7. 算子的谱.预解式®在算子的理论中，恐怕未必能指出比谱的概念更为重要 
的概念了.我们首先注意对于有限维空间情形谱的概念. 

设4是 n 维空间 C n 的线性算子，如果方程 

Ax - kx 

有非零解，则数 A 称为算子4的特征值.所有特征值的总体称为算子4的谱.而 
所有其他的 A 值称为正则点.换句话说，如果算子4 - AJ 是可逆的，则 A 是正 则点. 
这时 (4 _ A /) ^定义在整个 C n 上，并且作为有限维空间中的任意算子，它是有界的. 
于是，在有限维空间中有两种可 能性： 

1 ) 方程如=有非零解，即 A 是4的特征值，这时算子 (4 - A /) _1 不存 在； 

2) 存在定义于整个空间上的算子 (4 - A /) _1 ，即 A 是正 则点. 

但是如果4是定义于无穷维空间£中的算子，那么还有第三种可能性，即 

3) 算子 (4 - A /) ― 1 存在，即方程如=仅有零解，但是这个算子不是定义在整 

个£上（且可能无界）. 

引入下述术语.设算子4作用于（复）巴拿赫空间£，如果算子 /? A = (A - XI ) ~ l 
( 它被称作算子4的预解式)定义在整个£上，因而有界（定理3 )，则把数 A 称为对 


①凡是谈到算子的谱的地方，我们都假定算子作用于复空伺. 


5. 线性算子 


177 


算子4是正则的.所有其余的值 A 称为算子4的谱.算子4的任何特征值属于谱，因 
为如果对某％#0，（4 - A /)% =0,则 (4 - A /) - 1 不存在.特征值的总体称为点谱.谱的 
其余部分，即这样一些 A 的 集合: 对于它们， （ 4 - A /) _1 存在，但不是定义在整个 E 
上的，则这些 A 的集合称为连 续谱. 于是，每个值 A 对于算子4或是正则的，或是特 

征值，或是连续谱 的点. 算子可能存在连续谱 —— 这是算子理论在无穷维空间的情 
形与有限维空间情形下的本质区别. 

设4是作用于巴拿赫空间£的有界算子.如果点 A 是正则的，即如果算子 
M - A /) M 定义在整个£上且有界，则对于充分小的 S ， 算子 (4 - (A + 3)/)^ 也定义 
在整个£上且有界(定理 4) ，即点 A + S 也正则.这样一来，正则点构成开集.因此， 

谱，即上述集的补构成闭集. 

定理 7 如果4是巴拿赫空间£中的有界线性算子且 | A | > Mil ，则 A 是正则 




证明因为，显然 


A — XI = 一 


那么 


r(-f) = -士 S 


/? A = (A - A /) 


当 II 4 II < IA I ，这个级数收敛并给出定义在整个£上且有界的算子（定理 5) .换言 
之，算子4的谱包含在以零点为中心，以 || A || 为半径的圆中. 

例1在空间 C [ a 9 b ] 中考虑由公式 


A.x ( ^~ tx ( ^ ) 


(17) 


定义的算子儿贝 ! J 


(A - = (( - \ 

算子 （17) 对任意 A 可逆，这是因为由等式 


(t - \ = 0 

得出连续函数玖0恒等于零.然而对 A e [ fl ，6], 由公式 


(^4 — A /) ~ l x ( t ) = 


~j~ x \ 0 


t 


给出的逆算子不是定义在整个 C [ a ，6] 上并且无界（请证明之 !>. 这样一来，算子 

(17) 的谱是闭区间 [ a ，6 ] ，同时没有特征值，即仅有连续谱. 

例2在空间 Z 2 考虑由下述方式所定义的 算子： 
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A ：( x l , x 29 ---) -> (0，h ,% 2 ，•••）• 


(18) 


这个算子没有特征值(证明这一点！）.算子有界，但是仅在 z 2 中的子空间 A =0 
上有定义，即 A = 0是算子的谱点. 

习题除了 A =0以外，算子 （18) 的谱是否包含任何其他的点？ 

注 (1) 任何定义在复巴拿赫空间（该空间至少有一个异于零的元）上的有界线性算子有非 
空的谱.存在这样的算子，其谱由唯一的点组成(例如数乘算子). 

注 ( 2 ) 定理7可用下述方式更准确地表述.设 


(可以证明，这个极限对任意有界算子4存在），于是算子4的谱完全位于中心在零点、半径为 r 的 
圆内.量 r 称为算子4的谱半径 

注 ( 3 ) 对应于点 a 和 A 的预解算子与彼此可交换并满足关系 

^ ~ =(綷- 

在这个等式两端乘以 M - A /) M - fjJ ) 以后，这个关系很容易验证.由此可推出，如果 A Q 对4是正 
则点，则在 A = A 。 点， /? A 对 A 的导数存在，即极限 




R 




Aq +AA 


lim 

△ A~►O 


AA 


(在按算子范数收敛的意义下)存在且等于 /? 2 A() . 

习题设4是复希尔伯特空间丑中的有界自共轭算子.试证明，它的谱是实轴上的闭有界 


子集 


6. 紧算子 


1. 紧算子的定义与例 与已经详细讨论过的有限维空间中的线性算子不同， 

在无穷维空间中一般线性算子的研究是极为复杂的，本质上是很难捉摸的问题.然 

而某些重要类型的算子却可以比较完善地阐述.其中最重要之一是所谓的紧算子. 

这些算子一方面按其性质接近于有限维的算子（即把已知空间变到有限维空间的有 

界算子 ） ，可以充分详细地 讨论; 而从另一方面说，它在各种不同的应用中起着重要 

的作用，首先是在积分方程论中，这将在第九章中阐述. 

定义1 如果将巴拿赫空间£映人自身（或映入另一个巴拿赫空间 ) 的算子 

A 把每一个有界集变为准紧集，则算子4称为紧算子或全连续算子. 

在有限维赋范空间中，任何线性算子都是紧算子，因为它把任意有界集变为有 

界集，而在有限维空间中任何有界集都是准紧的. 

在无穷维空间中算子的紧性本质上是比单纯的连续性（即有界性）有更强的要 

求.例如，希尔伯特空间中的单位算子是连续的，但绝不是紧的.（证明这一点依赖于 
下面所研究的例 1.) 
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研究几个例子. 

例1设/是巴拿赫空间£中的单位算子.我们证明如果£是无穷维的，则算子 
I 不是紧的.显然，为此只需证明 ，瓦中 的单位球 （ 不言而喻，它被算子/变成单位球 
本身)不是准紧的.这一点本身又可由下述引理推出，该引理今后我们也需要. 

引理1设七 ，^ 2 , …是赋范空间五中的线性无关向量， K 是由向量％1，•••，%„生 

成的子空间，则存在满足下述条件的向量序列 n , r 2 ,-： 

=1 ； 2) e £ n ； 3) >1/2， 

其中 P (7 n ， U 是向量 h 到的距离，即 


1) 


y 


一尤 || 


y 


^n-\ 


证明实际上，因为向量 h , x 2 , …线性无关，则 〜洚 且 =a > 

0 .设/是中这样的向量，它使% 

P ( X n ， E n - l ) = P (\ - ^ ， E n - l ) ，向量 


< 2 a . 于是，因为 


J 


满足所有条件 1)—3) .同时可取七/||巧 || 为 7l . 

引理 证毕. 

利用这个引理，在任何无穷维赋范空间的单位球内可以构造这样的向量序列 

显然，这样的序列不可能包含任何收敛的子序列.而这就 


: S 


IrJ ，使 p ( Hi ) > 


2 


表明准紧性不成立. 

例2设4是把巴拿赫空间£变为其某个有限维子空间的线性连续算子.这样 
的算子是紧的，因为它把任何有界子空间 MCE 变为有限维空间的有界子集，即变 
为准紧集. 


特别，在希尔伯特空间中，在子空间上的正交射影算子当且仅当这个子空间是 
有限维时是紧的. 

例3 在空间 Z 2 中考虑用下述方式定义的算子 A 如果％ =(心，巧，…， 

〜，…），则 


L 


I 


4 


V ) 


( 1 ) 


Ax — I x 


，2 2, ’2 


这个算子是紧的.事实上，因为 Z 2 中任何有界集都含于这个空间的某个球中，只需证 
明球的象是准紧的，而根据算子的线性性质，只需对于单位球验证这 一点. 然而算子 
(1) 把空间4中的单位球变为包含在基本平行六面体(参看第二章§7,第1段）内 
的点集.因此，这个集是完全有界的，也就意味着是准紧的. 


) .在数列1\丨具有怎样的条件时，这个算子在4中是 


习题 ^Ax = (a x x 


a 2 尤 2 ,…， W，. 


• • 


1 ， 
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紧的？ 


例4在连续函数空间 C [ a ,6] 中，形如 


[ K ( s , t ) x ( t)dt 

J rw 


Ax = y ( s ) 


(2) 


的算子构成一类重要的紧算子. 

我们来证明如下论断的正确性 ：如果 函数尺 G ，0在正方形 a ^ s ^ b , a ^ t ^ b ± 
有界且它的所有间断点都位于有限条曲线 

t = (Pk( s ) , k = I ， 2,…， n 

上，其中 A 是连续函数，则公式 (2) 在空间 C [ a 9 b ] 中确定紧算子. 

我们指出，事实上，首先在所述条件下，对闭区间 [ a ，6] 上任意^积分 (2) 存在， 
即函数 yO ) 有定义.其次，设 


奶川， 


Af = 


且设 G 是这样一些点 （ s ， f ) 的集，使得至少对于 A ； = 1，2,…， n 中的一个成立不等式 


( Pk ( s ) 


< 


t 


l 2 Mn 


开区间的并 


= U {,: U 一 <PiX s ) 

A = 1 ^ 

乃是这个集合在任一直线 s = const 上的迹•设 f 是在正方形 fl < si < 6内的集合 G 
的补集.因为 F 是紧的，而函数尺 ( M ) 在 F 上连续，则存在这样的5 >0 ， 使得对 f 中 

任意满足条件 


} 


< 


\2 Mn 


s ’ 一 s ” + f | < 5 


(3) 


的点（，/)，（，4")有 




< 


3(6 - a) 

现在来估计差 : KO - y (，）， 这时假定 k -，| <&我们有 


Iy(0 - y( s，r ) 


K ( s ，， t ) - K ( s , f 9 t ) I \ x ( t ) \dL 

为了估计右端的积分，我们把积分区间 [ a ,6] 分为开区间的并 G (0 UG ( S ") 与闭区 
间 [ a ，6 ] 的其余部分，前者记为 P ，后者记为注意到 P 是一些开区间的并，其长度 

之和不超过 e /(3 M )， 便得 
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K ( s f ， t ) - K ( s \ t ) I U (0 \dt 


< —X 


p 


显然，沿 p 的积分可有估计 


s 


K ( s \ t ) - K ( s ”， t ) \ x ( t ) \dt 


< 


x 


Q 


这样一来， 


(4) 


\y(s f ) - y(s ff ) I < ^ \\ x 

不等式 (4) 表明，函数: Ks ) 连续，即公式 (2) 实际上定义了一个把空间 C [ a ，6] 
变到自身的算子.其次，由不等式 (4) 还看出，如果 UG ) 丨是 C [ fl ，6] 中的有界集，则 
与之对应的集 I y ( s ) 丨等度连续.最后，如果 || % || ，则 


sup | y ( 5 ) | ^ sup \ K ( s , t ) U ⑴ I 出 


y 




( Af (6 - d ) x || . 

于是，算子 (2) 把 C [ a ，6] 中的任何有界集变为一致有界和等度连续的函数集， 
即变成准紧集. 

例 4 a 函数 K ( s 9 t ) 的间_点排列在有限条只与直线 
上，这一条件是本质的.例如设 


st 交于一点的曲线 


5 = con 


1， 当以 1/2, 

0，当 s 彡 1/2 ； 


K(s , t ) = 


,0^^1为其间断点.具 


W \ K ( s ， f) 定义在正方形 0 Q < 1 上，以整个闭区间 

有这样的核 0 M ) 的算子 (2) 把函数玖变为间断函数. 

例 4 b 如果当《 时令 K ( s ， t ) =0,则算子 (2) 具有形式 


S — 


2 


J K ( s , t ) x ( t)dt 

我们将假定，函数 [( M ) 当艺时 连续. 那么由例4所说的推出，算子 (5) 在 C [ a , 
b ] 中全连续. 

这个算子称为沃尔泰拉@型算子. 

注在我们所取的紧算子的定义下，可以证明，闭单位球的象是非紧的（虽然它 
是准紧的).实际上，我们在空间 C [ -1 ，1]中考虑积分算子 


(5) 


y ( 5 ) = 


①沃尔泰拉是意大利数学家，他是关于泛函分析与积分方程的一系列工作的 作者. 




182 


第四章线性泛函与线性算子 


J x ( t)dt 


Jx { s ) — 


按照前面所证明的，/是 C [- l ， l ] 内的全连续算子.令 

『0，如果 - 1 ^ i ^ 0, 

x n ( t ) = \ nt , 如果 0 < f 彡 l / n , 

1，如果 1 /tt < £ < 1. 

那么 x n S C [ -l 9 l ] 9 \\ x n \\ = 1对所有的 n 成立，且 


如果一 1 ^ i ^ 0, 

如果 T 0 < i ^ l / n , 

l /(2 n ), 如果 lAi < ^ 1. 


0 , 


Jnit) = Jx n ( t ) = 


Tit /2, 


显然，序列 y „ 在 c [ -1 ， 1 ] 中收敛于函数 


0，如果一 1 <艺<0， 

t ,如果 0 < ^ ^ 1. 

而 7(0 不是 C [-1 ，1 ] 中任何函数(在映射 7 T ) 的象，因为函数/(0间断. 

然而可以证明，如果空间是自反的（例如希尔伯特空间），那么在紧线性映射下， 
闭单位球的象是紧的. 

2. 紧算子的基本性质 

定理 1如果 MJ 是巴拿赫空间£中紧算子的序列，它依范数收敛于某一算子 
4,则算子4也是紧的. 

证明 为了确定算子4的紧性只需证明，对于£中任何元的有界序列 A ， 
•，〜，…，由序列 I 丨里可抽出收敛子列. 

因为算子皂紧，则从序列 J 里可选岀收敛子列.设 


r(0 = 


X 2 ， 


戈⑴ V 2 )… r 0) 

人1 ， x 2 ， ， 


( 6 ) 


是使 j A lX ( n l ) ( 收敛的子 序列. 现在考虑序列 j 丨，由它仍然可以选出收敛子序 


列. 设 


^ (2) ,4 2) ， 


是从序列 (6) 中选出的这样的子序列，使得 M 2 < 2) } 收敛.这时，显然 M 4 2) 丨也收 
敛.进行类似的讨论，我们可以从序列 bi 2) 丨中选出这样的子序列 、 


义 ( 3 ) r (3) ... r (3) 

乂 1 9^2 9 l^n 9 


使 M 3% i 3) 丨收敛. 如此 等等. 然后我们取对角线序歹! 1 
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义⑴ r (2) 

义1 9^2 ’ 


算子岑， 4， …， 4， …中的每一个都把这个序列变为收敛序列.我们来证明，算子 A 
也把它变为收敛序列，从而便确立了算子4的紧性.因为空间瓦是完备的，则只需证 
明 |如卜丨 是基本 序列. 我们有 


Ax ^ - Ax [ 


^ II ~ ^k x 

设 II 〜 II < C . 先选取 t 使得 \\ A - A h || < e /(3 C )， 然后选取这样的％使对所有的 

71 > #与肌>_足不等式 


A ,.%: 11 - A,.x 


⑺ 


AlX ^ — Ax 


\A 


A 


< s /3 


( 这是可能的，因为序列1 A k x [ n ) 丨收 敛). 在这些条件下，由 （7) 可得 :对充 分大的 n 与 


有 


Ax : 11 - Ax 


定理证毕. 

易于验证，紧算子的线性组合也是紧的.因此，在定义于£上的所有有界线性算 

子的空间又(£，£)内，诸紧算子组成一个闭的线性子空间. 

现在我们来看，紧算子的全体对于算子的乘法运算是否封闭.事实上，甚至成立 
本质上更强的论断. - 

定理 2如果4是紧算子，而 B 是有界算子，则算子从与似都是紧的. 

证明 如果集合 MC £ 有界，则也有界.因此是准紧的，而这意味着算 
子从是 紧的. 其次，如果 M 有界，则 M 准紧，那么根据 B 的连续性,集合 BAM 也是 
准紧的，即算子&4是紧的. 

定理 证毕. 

推论 在无穷维空间£中，紧算子不可能有有界逆. 

事实上，如果不是这样，则单位算子/ = 4在瓦中紧，而这是不可能的 （ 参看 


例 1) 


注定理2表明，在所有的有界算子环 双 E ， E ) 中紧算子构成双侧理想屯 
定理3与紧算子共轭的算子是紧的. 

证明 设4是巴拿赫空间£中的紧 算子. 我们来证明，作用于内的共轭算子 
4 # 把£ # 中的每个有界子集变为准紧集.因为赋范空间中的每一个有界子集都含于 
某个球中，所以只需证明3 # 把每个球变为准紧集.根据算子的线性性质只需证 


①在某个环沢中的一个子环 IX ,如果 a 那么 are II 及 TO ell , 则称这样的子环为（双侧）理 


拍 

想 
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明闭单位球 S # # 的象^ S # 是准紧的._ 

我们中的元看作只是在紧集石上的函数，而不是看作整个空间瓦上的 
函数，其中&是单位球 S 在映射4下的象的闭包.这时，与 S + 中泛函对应的函数 cp 

的集合少将是一致有界和等度连续的.事实上，如果 || ^ || ，则 

sup l ^(^) | = sup 1^(^；) I ^ II <p II sup II Ax 


彡 A 


x^AS 


xE.AS 


且 


I 屮 ( 义 ’ ） - (p(x n ) 

因此，这个集 2 在空间 C [4 S ] 中是准紧的（根据阿尔采拉定理).但是，具有由 
连续函数空间 C [ AS ] 的通常度量所诱导岀的度量的集少与集^ S # 等距 S # 具 
有由赋范空间 F 诱导出的度量).事实上，如果 A ， g 2 e S * ,1 J 

II Si ^ S2 




< (p 


^ v \( A* gl - A * g 2 , x ) 


- sup I (gj - g 2 9 Ax) I 


H 1 以 1 — 以 


=sup I ( gl - g 29 z ) I = p(gi 9 g 2 ) 


zE AS 


因为 0 是准紧的，则它是完全有界的.因此，与它等距的集也完全有界.所以 
^5 # 在£$中准紧. 、 

定理证毕. 

注 不难验证，集 少 在 C [ AS ] 中是闭的，所以0是紧的，从而集^ S # 紧，虽然 

(正如从第1段的注中所看到的）闭单位球在任意全连续映射下的象可能不是紧的. 
在刚刚证过的定理中情况与如下一般情况 不同: 中的闭单位球 S # 在空间的 * 
-弱拓扑中是紧的（参看§ 3定理 5). 由此也推岀对任意紧算子集 S # 的象(在空间 
F 的度量下）的紧性 • 

习题1设4是巴拿赫空间中的有界线性算子.试证明，如果算子是紧的，则4也是紧的. 
习题2为使希尔伯特空间//中的线性算子4是紧的，必须且只需与它 ( 埃尔米特)共轭的算 
子 ，是 紧的.试证明之. 

3. 紧算子的特征值 

定理 4在巴拿赫空间£中，任何紧算子4对于任意3>0,仅有有限个线性无 
关的特征向量，这些特征向量对应于其模超过 S 的特征值. 

证明 设人 1 ， 2 ，…， A „ ，…是算子4的任何一个特征值序列（它们彼此不同或 
有重复），且 I A „ | >5；^,^,-,^ ，…是与它们对应的特征向量序列，且设这些向量 
线性无关. 


应用引理1 ( 第1段)且构造这样的向量序列 h ， y 2 ，…，，…使得 
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1) Jn E E n; 2) II y n II = 

由 h ， i 2 ， •• w 生成的子空间. 

根据不等式 IA 


!； 3) P(y n ， E n-l) = ^ \\yn- X II >1/2 ，其中£„是 


^E n ， 


s , 序列有界.我们断言，由象序列 g } 不可能选出 


收敛的子序列.事实上，设 y „ = y 


那么 


a k x k 


A 


A 


X n = y 


其中 




G E 

n 


所以对于任意/>>分 




^ 4 ( ^.p. \ — ^ 4 ( ILi 


- (y 


y P 


A 


A 


% J q 


)I > 1/2, 


因为 y 


G E P -\- 
这与算子 4 的紧性矛盾. 

特别，由刚证明的定理推出，与紧算子4的已知特征值 A #0对应的线性无关的 
特征向量的个数是有限的. 

由此定理还可推得，在圆外部 | A 丨 >5 > 0 ， 紧算子4的特征值 A „ 的数目是有限 
的，因此，算子4的特征值可按其模非递增的次序 |Ai |^| A 2 1 >…来编号. 

4. 希尔伯特空间中的紧算子 上面我们谈到了在任意巴拿赫空间中的紧算 
子.现在补充关于希尔伯特空间中紧算子的若干事实，添加于上述知识中. 

如果算子4把任何有界集变为准紧集，我们便称4是紧算子.由于 //=/ r ，即// 
是对于可分空间共轭的空间，在此空间中，任何有界集 （ 且也仅是这些有界集）是弱 

准紧的.所以，在希尔伯特空间中紧算子可定义为把任何弱准紧集变为强拓扑中准 
紧集的算子. 

最后，在某些情况下，希尔伯特空间中的紧算子这样定义还更为方便 : " 中算子 
A 如果把任何弱收敛序列变为强收敛序列，则称4为//中的紧算子.事实上，设上述 
条件成立，且设 M 是//中有界集.集 M 的每一个无穷子集都含有弱收敛的序列，如 

果该序列可变为强收敛的序列，则是准紧的.反之，设4是紧算子，是弱收 
敛序列且％是 UJ 的弱极限.那么 M 心丨含有强收敛的子序列.同时，根据4的连续 
性，弱收敛于 i 由此得出，{^ J 不可能有多于一个的极 限点. 因此 | 丨是 
收敛序列. 
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5. H 中的自共轭紧算子对于有限维欧几里得空间中的自共轭线性算子，关 
于把这样的算子的矩阵在某个标准正交基中化为对角形的定理是熟知的.本段中我 
们把这一定理推广到希尔伯特空间中的自共辗紧算子上.本段的结果无论是对于实 

的希尔伯特空间还是对于复的希尔伯特空间都成立.为了确定起见，我们将假定 H 
是复的. 


我们首先指出"中自共辄算子的特征向量与特征值的某些性质，其实，这些性 
质与有限维自共轭算子的相应性质完全类似. 

I . H 中自共轭算子4的所有特征值都是实的. 

事实上，设 = ， || x || /0，则 


X ( x , x ) - ( Ax 9 x ) = ( x , Ax ) = ( x ,\ x ) = X ( x 9 x ), 


由此 A = A . 

n . xt 应于自共轭算子的不同特征值的特征向量是正交的. 

实际上，如果如 = Xx 与办 =/ ty , 同时 A //!， 那么 

A (^, r ) = ( Ax , y ) = ( x , Ay ) = ( x 9 / juy ) = fJi ( x 9 y ), 


由此(欠， y ) =0. 

现在证明如下的基本定理. 

定理 5( 希尔伯特-施密特 (Schmidt )) 对于希尔伯特空间//中的任意自共轭 

线性紧算子存在对应于特征值 UJ ( A „ /0)的特征向量的标准正交系丨，使 
得每个元 f e 好可用唯一的方式记为形式 


卜 1 c k(Pk + r , 

k 

其中向量 f e ]^^4，即满足条件硭'=0;同时 

H = X ^k c k<pk 9 


并且若系 I 是无穷的，则 limA „ =0( n->oo ). 

为了证明这个基本定理，我们需要如下一些辅助命题. 
引理 2如果弱收敛于$且线性算子4是紧的，则 

Q(D = ( A LyD= Q(i) 


证明对于任何 n ， 


(AH)- ( 欠 K) 


(^ n ^ n ) - 1+ 1(^ ，么） - （4 K ) 




但是 
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(此，0 - I ^ II ^ 


A(g n - O 


且 


(AfnO - （ M，^0 I = I ~ i)) 


一 f ) II ， 




因为数 II 么 II 有界，而 II II — 0,那么 

I ( A L^n) - ⑷，彡） I — 0 , 


这就是所要证明的. 

引理3 如果泛函 


\Q(i) I = 丨 （«) 


在单位球上的点心处达到极大，其中4是线性有界自共轭算子，则由 U 。，!/) =0 


推出 


( A € q 9 v ) = ( fo , 知）= 0 


证明 显然||匕 


^0 + a V 


其中 a 是任意复数.由 || 心 || = 1得出 


=1 


其次 


Q (0 


[ Q (^ o ) + a (^o > 17 ) 


ur 11 ^7 

(你， 卩） 


\ 2 Q(v)l 

数 a 可取得使其模任意小，并且使 a ( Ai 09 V ) 为实值.于是 a d ”) = W 你，7/ ) 且 

QU) = QUo) + 2a(A^ 09 rj) + 0(a 2 ). 

由此等式显然可见，如果(屯 Q ， r /)/0, 那么 a 可选取得使 I > ICK &) |，而这 
与引理假设条件 矛盾. 

由引理3可直接推出，如果 I (?( f ) I 当 f = f 。 时达到极大值，则心是算子的特征 


向量 


定理5的证明 我们将按归纳法来构造诸元％，使得它们的次序与其相应的特 
征值的绝对值递减的顺序 
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IaJ ^ | a 2 | 彡 






• • • 


• •拳 


相一*致 


为了构造元我们考虑表达式 I = 1(^,0 1并证明它在单位球上达到 

极大值•设 


S = 


(似) 


且…是这样的序列： II 芩 


=1，而且当 

(^x，0 I 

因为单位球在//中是弱紧的，则从 U 中可选出弱收敛于某个元 w 的子序列來同 

时 II 7/ || 且根据引理2 


时 


->5 


S . 




我们把元 r / 取为显然 || T / || 丝毫不差地等于 1.( 事实上，设 || 1/ 

V II V II ，那么 


令 Vi = 


=1且 I ( At ] 1 , T ] l ) I > S ，这与 S 的定义矛盾 .） 同时 


Vi 


A(p^ — A i (pi ， 


由此 


,< pi ) 


s. 


( 如 1 ,<pl) 


A 


(( Pi ，妒 i ) 


现在设对应于特征值 


Ai ， A 2 ，…， A 


的特征向量 


< Pi，(pw ,(P 


已构造 好了. 设 ，史2 ，…是张在 < P \ 9< Pn 上的子空间.考虑属于 

H © M (< Pl ，屮2,…， < Pn ) 

( 即与％ ，…， < P n 正交)且满足条件 || f || < 1的元的全体上的泛函 

I (MO I. 

集 < 是对于4的不变子空间（因为子空间财(％，％，…，^ ) 是不变的而4是共轭 

的). 把上面所进行的论证应用于，我们得出，在中存在对于算子4的特征向 
量(把它记为 ( p n + l )- 

可能有两种 情况： 1) 经过有限步后我们得到子空间 <，在 <中（屯 oo ; 
2) 对于所有的 n ， 在 M „ x 上(屯 <)/0. 


M 
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在第一种情形由引理 3 知被算子4 变为零(置 V = 你 >) ，即整个 < 由对应 
于 A =0的特征向量组成.所构造的向量系丨由有限个元组成. 

在第二种情形，我们得到特征向量的一个序列丨^丨，对于其中每一个，都有 
A „^0. 我们来证明 A „—0. 序列(如同任何标准正交序列）弱收敛于零，所以诸 
% A < p n ^ X n ( p n 应当依范数收敛于零，由此 | A 


设 


， … ） = r\ 7^ o 


= H QM{(p x 9 (D 29 


M 


，<P 


•參# 


如果 f 且@0,则(屯 Ilf 2 对所有 n 成立，即（屯 =0. 由此根据 

引理 3( 当 


| =0) 应用于 M 1 ， 我们得出义=0,即子空间 M 1 被算子4变 


为零 


由系1的构造知，任何向量可表为 

^ = c k ( pk + ，其中 = 0 


由此推出 


i^^k c k<p^ 

定理证毕.这个定理在积分方程论中起着基本的作用，积分方程将在第九章叙述. 

注已证明的定理表明，对好中任何自共轭紧算子 a ，存在空间好的一个由该 
算子的特征向量组成的正交基.实际上，为了得到这个基只需用子空间 Mi 的任意一 
个正交基去补充在定理的证明中构造的特征向量系丨，这个财 1 的正交基可被算 
子4变为零.换言之，我们在这里所得到的结果与关于把有限维空间中自共轭算子 
的矩阵在正交基中化为对角形的定理是完全类似的. 

对于〃维空间中的非自共轭算子，这样的化简一般说来是不可能的.然而成立 
如下定 理:在 n 维空间中的任何线性变换至少有一个特征向量.不难验证，这一论断 
不能推广到好中的紧算子上.事实上，设在 Z 2 中算子4由公式 


L\ /V* — LM ( /V^ /V* • • • /V* • • • | 

/IX — /I V x l 9 x 2 y y x n 9 ) 


0 ， 无 i 


， 2 ，， 


给定.这个算子是紧的(验证这一点！），但是一个特征向量也没有(试证明之) 

习题试求算子 (8) 的谱. 
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集4的测度概念是下面这些概念的一种自然 推广： 

1) 区间 A 的长度 K A ); 

2) 平面几何图形 F 的面积 S ( f ); 

3) 空间几何图形 G 的体积 V ( G ); 

4) 非减函数 p ⑴在半开区间 [ a , 6) 上的增量 〆 6) -< p ( a )； 

5) —个非负函数展布在某一直线（区间）、平面域或空间域、……上的积分. 
这个概念起源于实变函数论，尔后又应用到概率论、动力系统理论、泛函分析和 

许多其他的数学领域里去. 

在本章§ 1里，我们从矩形面积的概念出发来阐述平面集的测度论.测度的一 
般理论将在§ 2和§ 3里阐述.不过读者甚易发觉在§ 1里所进行的一切讨论都具 

有一般性，从而不需要作任何重大修改就可以照样推广到抽象的测度论去. 


1. 平面集的测度 


1. 初等集的测度 我们来考察 (\ y ) 平面上的这样一个集族©，其中每一个集 


里的％由 


I < x < b ， 
a < x $ b ， 


i < x < b ， 
a < x < b 


这种形式的不等式之一所确定，而 y 则由 


^ y ^ d, 


^ y < d. 


C 




1. 平面集的测度 


191 




< j ^ c /, c < y < d 


这种形式的不等式之一所确定，这里 a 、 b 、 c、d 都是一些任意 的数. 属于该集族的 一 
切集我们都称为矩形 • 如果 a <6和 c <<那么由不等式 

所确定的闭矩形就是通常意义下一个包含了边界的 矩形. 如果 a = 6 和 c < d 或 a <6 
和 c = c ?， 那么它就是一个闭 区间. 如果 a =6 ，c = d ， 那么它干脆就是一个点.最后剩下 
一 种情况，如果 a >6或 c ，那么它就是一个空集.开矩形 


a < x < b ， 


< 


< 


依据 a 、6、 c 和 d 之间的关系可以是一个不包含边界的矩形或者是个空集.其他类型 
的每一种矩形 （ 我们称为半开矩形)或者确实为矩形，但无一边、无两边或无三边，或 
者是个开区间，或者是个半开区间，最后还剩下一种情况，它甚至可能是一个空集. 

平面上一切矩形所构成的类我们用©来表示. 

对于每一个矩形比照初等几何里众所周知的面积概念我们可以按下面这种方 

式来定义它的测度.即 

a ) 空集的测度等于0; 

b ) 由数 a 、6、 c 和 d 所确定的一个（闭的、开的或半开的）非空矩形的测度等于 

(b - - c). 

这样一来，对于 © 里的每一个矩形 P 就有数 m ( P ) ——它的测度——与之对 
应，并且满足下列 条件： 

1) 测度 m ( P ) 取非负的实 数值； 

n 

2) 测度 m ( P ) 是可加的， BP 如果 P = U 心，以及当4左时6门/\ = 0，那么 

h = 1 

m { P ) =兔 m ( P k ). 

k = 1 

我们的任务是把那暂时还仅是对矩形定义的测度 m ( P ) (保持性质 1) 和 2)) 而 
推广到更广泛的一类集上去. 

首先我们将测度概念推广到所谓的初等集上去.如果一个平面集至少能用一种 
方法表成有限多个两两互不相交的矩形的并集，那么就称该集为一初等集. 

往后需要用到下面的定理. 

定理1两个初等集的并集、交集、差集和对称差集也都是一些初等集. 

于是，按第一章§5所引入的术语，初等集组成一 个环. 

证明显然，两个矩形的交集仍然是一个矩形.因此，如果 

U P k 和 B = \j Qj 


A = 



第五章测度，可测函数，积分 


192 


_ 


是两个初等集，那么 


AHB = \J (P k H Qj) 


也是一个初等集- 

容易验证，两个矩形的差集仍然是一个初等集.从而，由矩形里减去某一初等集 
我们仍然得到一个初等集(是一些初等集的交集).现在假定集4和集 B 是两个初 

等集，显然可以找到一个既包含了集4又包含了集 S 的矩形 P . 于是集 

AU B = P\[(P\A) H (P\B)] 

根据上面所说的理由就是一个初等集.由此，从等式 

A\B = A n (P\B) 


和 


AAB = (AU B)\(A n B) 

就可推出初等集的差集和对称差集都是初等集.定理得证 

现在我们可以定义初等集的测度如下 :如果 


A =U P k9 


其中诸匕是两两互不相交的矩形，那么 


m f (A) = ^ m(P k ). 

k 

我们来证明， z / i ' M ) 与集4表成有限个矩形的和集形式的方法无关.设 


A 


U P k =U Qj, 


其中 h 和都是矩形，并且当时^ nP A = 0 ， 仏 n 仏= 0. 因为两个矩形的交 
MP k np y •仍然是一个矩形.所以根据矩形测度的可加性， 

^m(P k ) = Y m(P k n Qj) = X m (Qj^ 


特别对于矩形来说，测度 W 与原来的测度 w 完全相同. 

甚易看出，像这样定义的初等集的测度是非负的并且是可加的. 

我们来揭示初等集测度的下述重要性质. 

定理2如果4是一个初等集，而是这样一个有限初等集族或可数初等集 


族，使得 


AC\J A n9 
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那么 


’⑷ < y 


( 1 ) 


证明对于任何^>0和给定的显然可以找到这样一个初等闭集皋它包含 
在4里并且满足条件 


m f ( A ) ^ m f ( A ) - s /2. 

( 只需将组成4的&个矩形的每一个 A 换成面积大于 / n ( P .) - s /(2 k ) 而又整个包 
含在4内的闭矩形就行了 .） 

其次，对于每个疋总可以找到一个包含疋的初等开集疋，使其满足下列条件 


m f ( A n ) ^ m'iAJ 


2 


显然 


AC\J A n 


根据海涅-博雷尔 （Heine - Borel ) 引氣从{足 J 里可以选出一个有限集族疋 i ，…， 




来覆盖住 A 这时显然有 


m r ( A ) ^ 2肌’(<). 

i = 1 

( 因为否则 J 就会被其面积之和小于 m f { A ) 的有限个矩形所覆盖，而这显然是不可 
能的 • ）因此 


(疋) 


2 肌’ (疋) 

i = 1 


m 9 { A ) { A ) 






+ 


2 


2 


2 




= y rrt f ( A n ) 


2 


2 


由于 s >0 的任意性，由此就可推出 （1). 

定理2所揭示出的测度 W 的性质（集的测度不超过有限个或可数个覆盖它的 
那些集的测度之和)称为半加性.由它又可推出下述的可数加性或 or 加性. 

设初等集4可表示为可数个两两互不相交的初等集< ( /I = 1，2 ， …） 之和： 


A = \J A n 

n = l 


由此 
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m'iA) = ^ m f (A n ). 

n = l 

(即可数个两两互不相交的集之和的测度等于这些集的测度之和) 

事实上，根据加性对于任何#有 


’⑷ > 7M ’（ (J <) = X m ， ( A n) 

n = 1 = 1 


当时取极限就得到 


肌’⑷彡 Z 肌’(疋) • 

71 = 1 

根据定理2有相反的不等式 成立. 这样一来，测度^的^加性得证. 

注读者可能会造成这样一种印象，认为平面上的测度的 o ■加性可以自动地由 

它的可加性通过取极限而 得到. 事实上并不是那么一回事（我们在定理2的证明中 

本质上是利用了刻划平面集的度量性质与拓扑性质之间的关系的海涅-博雷尔引 

理)•在§ 2里当研究任意抽象集的测度时我们可以看出，由测度的可加性一般说来 
并不能推出它的 (7 加性. 

2. 平面集的勒贝格 (Lebesgue) 测度 匈等集并没有穷尽几何和古典分析里遇 

到的一切 集合. 因此自然企图将测度概念(仍旧保持它的基本性质)推广到比那种边 
界平行于坐标轴的矩形的有限并集更广泛的一类集合上去 

勒贝格在20世纪初叶才算彻底地解决了这个问题. 

在阐述勒贝格测度论时，不但需要考察矩形的有限并集而且也需要考察矩形的 

无穷 并集. 并且这样约定，是为了避免考虑那种具有“无穷测度”的集合，首先只限于 
考虑那些整个属于正方形 E = \0^ x ^ l ；0^ y ^ l } 的集合. 

在所有这些集合的全体上定义函数从* (4) 如下. 

定义 1数 




( 1 ) 




称为集4的外测度，其中下确界是对所有可能覆盖集4的有限或可数个矩形来 


取的 


注1如果我们在外测度的定义中所考虑的覆盖集不仅是由矩形所组成，而且 
是由（有限多个或可数个)任意初等集所组成，那么显然会得到同样的值 (4) ，因 
为每个初等集是有限个矩形之和. 

注2 如果4为一初等集，则 ^(4) 

事实上，设 A ，…，为构成4的矩形.于是，根据定义 


^'(^4) = X m ( p i) 

1 = 1 
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因为诸矩形 P 屬盖所以， （4) < 

i = 1 

有限或可数矩形组，那么根据定理 2 , 肌 '(4) 彡 Z •因此， （4) = m '(4). 

_ 

J 

定理3如果 4 C (J <， 其中 4 是一个有限集族或可数集族，那么 


'(4). 若1 1是覆盖4的任意 


m 




( A ) ^ y ^( A n ) 


( 2 ) 




特别，如果 4 CS ， 那么， （4) ( B ). 

证明根据外测度定义，对于每个 <，总可以找到这样的有限矩形族或可数矩 
形族 IPJ ， 使得圮 C (J ^且有 


Y^Pnk) (A n ) 


2 


其中 s >0可以任意地选取.于是 


^cu U 


从而 


(^) ^ S lrn(P nk ) ^ ^>*( 圮） +& 

n k n 

由 s >0 任意性，由此就可推出定理的结论. 

因为 W 和在初等集上完全相同，所以定理2是定理3的特殊情形 • 

定义 2集4称为(在勒贝格意义下）可测，如果对于任何 s > 0 ， 总可以找到这 
样的初等集 B ， 使得 




( AAB ) < e , 

仅在可测集上定义的函数称为勒贝格测度，我们用 M 表之 

注我们所引入的可测性定义有十分直观的意义.它表明，如果一个集可以用 

初等集“任意精确地逼近”，那么这个集就称为是可测的. 

这样，我们定义了某一称为可测的集类肌£以及定义在该集类上的函数 g (勒贝 
格测度).现在要确立下述 事实： 

( 1 ) 可测集的全体对取有限和或可数和以及交的集运算是封闭的（即肌£ 
为一 cr 代数，参看第一章§5第4段). 

(2) 函数在上是 cr 可加的. 

下面这些定理是这两个结论的分层证明. 

定理4 可测集的全集是可测的. 

这可立即从等式 


(3) 
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(E\A)A(E\B) = AAB 


推出，而该等式可以直接加以验证. 

定理5有限个可测集的和集与交集是可测集. 

证明 显然只需对两个集加以证明就够了.设皂和禹是两个可测集.这表示， 
对于任何 s >0总可以找到这样的初等集均和 S 2 ，使得 

(A 1 AB l ) < e/2 ,a* (A 2 AB 2 ) < e/2. 




Mrt vL 

因为 


{A x U U B 2 ) C (A.AB,) U (A 2 AB 2 ), 


所以 


[(A, UA 2 )A(B { UB 2 )] ^fji*(A 2 AB 2 ) 

但是 A u b 2 为一初等集，因 此集皂 u 4 是可测 的. 

两个可测集的交集的可测性可以从定理4和关系式 

A x f\A 2 = E\[(E\A X ) U (E\A 2 )] 


* 




(4) 


推出 


推论 两个可测集的差集与对称差集也都是可测集. 

这个推论可从定理4和定理5以及等式 

A x \A 2 = 乂 D (£*V1 2 ) ，乂 AA 2 = U (A 2 \^4 2 ) 


推出 


定理 6 如果岑 ，…， < 是两两互不相交的可测集，那么 


( u ^) =以⑷ 

\ ft=l 1 4=1 


(5) 




为了证明这个定理需要下面的引理. 

引理 对于任意两个集4和 S 有 


⑷ \^a*(AAB) 




引理的证明 因为 


4 CB U (AAB), 


所以根据定理3 


( 4 ) ^fjL*(AAB). 

由此推出在 ， （W 的情形下引理的 结论. 如果 (4) ，那么引理 

的结论可从建立类似不等式 




(B) ^u*(A) +a*(AAB) 
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推出 


定理 6 的证明 和定理5 —样，只需对两个集的情形加以考虑就够了.选择任 
>0和这样的初等集£ 1 和 B 2 ，使得 


音 


S 


(A.AB,) < 


( 6 ) 






(7) 


(A 2 AB 2 ) < 

令和根据定理5,集4是可测的.因为集岑和集毛不相交，所 




8 


以 


B x nS 2 C (A.AB,) U (A 2 AB 2 ) 9 


从而 


m , (B l Pi B 2 ) ^： 2 s 


根据引理从 (6) 和 (7) 推出 


(9) 


从） - a { A x ) I < 


m 


( 10 ) 


(4) I < 

因为在初等集的全体上测度是可加的，所以从 (8) - (10) 就得到 

f (B) + m\B 2 ) - m , (B l H B 2 ) 


f (B 2 ) 


m 


s 




m 


^ fJL *( A x ) + fi *( A 2 ) -4 s . 

还需注意 3 ABcCA , AB , ) U ( A 2 AB 2 ) 9 最后有 

jul *( A ) ^ m f { B ) -2 s 

^Li * (i4j ) + Li* ( ^2 ) 一 6 右 . 


因为 f >0 可以选得任意小，所以 


(A) ^ a* (i4j) + u* (A 2 ) 




因为 （ 根据定理3 ) 相反的不等式 


(4) +J ul*(A 2 ) 




总是正确的，最终就得到 


(4) =〆 （义） +〆 (A 2 ). 

因为4和4是可测的，所以这里的可以用 M 来代替 

定理得证. 

从这个定理，特别可以推出，对每个可测集4都有 
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jul(E\A) = 1 - fju(A). 

定理7可数个可测集的和集与交集都是可测集 

证明设 


汲1，汲2,…人， 


是一个可数可测集族，并且4 = u 心令况=人\ U 4 显然4= u <， 并且诸 

n = 1 A = 1 n = l 

集1„两两互不相交.根据定理5及其推论所有的集都是可测的.根据定理6和外 
测度的定义，对于任何有限的〃都有 

LM 1) 

A = 1 ^ A ： = 1 


彡，⑷ 


因此级数 


71 = 1 

收敛.从而对于任何 s >0,总可以找到这样的 7 V 使得 




( 11 ) 


2 


因为集 c = U 允可测 （ c 是有限个可测集的和集），所以对于集(：总可以找到这样 

71 = 1 

的初等集 s 使得 


(CAB) < 


( 12 ) 




2 


因为 


AAB C (CAB) U \JK), 


所以从 (11) 和 （12) 就可推出 


(AAB) < s 9 




即4可测 


因为可测集的余集是可测集，所以从等式 


DK=E\ M (E\A n ) 


就可推出定理关于交集的结论. 

定理7加强了定理 5. 下面的定理是定理6类似的加强 




平面集的测度 


199 


定理8如果1是一个由两两互不相交的可测集所构成的序列，并且4 = 

U 那么 




证明根据定理6，对于任何/ V 都有 


= Y ,^ A n ) 

n = 1 




当 N ^ oo 时对上述不等式两端取极限就得到 


n = l 


( 13 ) 


另一方面，根据定理 3 


n = l 


( 14 ) 


从( 13 ) 和 （ 14 ) 就可推出定理的结论. 

在定理8中揭示的测度这个性质称为测度的可数可加性或 or 可加性.从 or 可加 
性就可推出下述所谓的测度的连续性. 

定理9 如果岑 3^3 …是一个由可测集套所构成的序列，并且4= n 


那么 


fi(A) = \ima(A n ) 


证明只需考虑4 = 0这种情形.因为一般情形在将圮换成4 W 后就可以化 
成这种情形.我们有 


(Aj\y4 2 ) U (^4 2 \A 3 ) U 


A 


m m m 


与 


A n = (七 U U ( 七 +1、D U …， 

i 

并且诸被加项是不相交的.因此根据 M 的^可加性 


M ) 

A = 1 


(15) 


和 


M A n ) = 


(16) 


时趋于 0. 这样一来，当 n ^ oo 时 


因为级数 （15) 收敛，所以它的余式 （16) 当 


n — ^oo 
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这就是所要证明的. 

推论 如果岑 C 4 C …是一个由可测集人所构成的单调递增序列并且 


4 = LMn ， 


那么 


n — ^oo 

为了证明这个推论只需将集4换成它们的余集，再利用定理9就 行了. 

在这一段结束时我们还需注意一个十分明显而重要的情况.每一个外测度等于 
0的集4是可 测的. 只需令 fi = 0，于是 

fi *( AAB ) = fi*(AA 0) = fi *( A ) =0 < 


这样一来，我们就将初等集的测度推广到对取可数个和集与交集的运算是封闭 
的更为广泛的一类肌 £ 上去，即肌£为一 or 代数.所构造的测度在这种类上是 cr 可 

加的.上面所建立的这些定理可用来构造按勒贝格意义晕可测的那些集的全体的下 
述表示. 


每一个属于 E 的开集都可以表示成开矩形（即可测集）的有限或可数的并集， 

所以根据定理 7 ，所有的开集都是可 测的. 闭集是开集的余集，从而它们也都是可测 

的. 根据定理7,可测集应该是所有这样的一些集，它们能够从开集与闭集利用有限 

次或可数次取可数并集与可数交集这种运算而 得到. 但可以证明，所有可测集要比 
这些集多得多. 

3. 若干补充与推广 前面我们仅考虑了那些包含在单位正方形£= |0$ x ， 
里的 集合. 取消这个限制并不 困难. 例如，可用下述方法来实现.将整个平面表 

成半开正方形 E nm = ln < x<n + l 9 m < y^m + lj ( n 9 m 都是整数）之和.如果平面集 

^与每一个这种正方形 I 的交集是可测的，那么我们就说该平面集4 
是可 测的. 这时根据测度定义我们令 


M A ) = X^( A nm)- 

n,m 

右端的级数要么收敛于有限值，要么发散于+ 00 • 因此测度 M 也可以取无穷大值.前 

面所揭示的关于测度和可测集的一切性质显然可以照样推广到这种情形上来 o 仅 

需注意，具有有限测度的可数个可测集之和可以具有无穷测度.在整个平面上的可 
测集类用11表之. 


①但是为使级数 （15) 收敛，在定理9中必须增加条件^(七) 

可能不正确. 


可以举例来说明缺少这个条件定理 


_ 
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在这一节里我们阐述了平面集的勒贝格测度的构造.类似地可以构造直线上之 
集的勒贝格测度，三维空间里的集的勒贝格测度或一般任意〃维欧几里得空间里的 
集的勒贝格测度.对每一种情形，都按同样的方法来构造 测度: 从对某个最简单的集 
族(在平面情形是矩形集族，在直线的情形是开区间 （ a ，6 ) ，闭区间 [ a ，6 ] 和半开区 
间 ( a ，6]，[ a ，6) 的集族，等等）的早已有定义的测度出发，我们首先定义这些集的有 
限并集的测度，然后再把它推广到更广泛得多的一类集（勒贝格可测集）上去.可测 

性定义本身可以一字不改地适用于任何维空间里的集. 

我们已从面积的通常定义出发引入了勒贝格测度概念.对于一维情形，类似的 
构造是依赖于开区间（闭区间、半开区间）的长度这个概 念的. 但是这里还可以用另 

一种更一般的方法引入测度概念. 

设为某一定义在直线上的非递减的左连续函数.令 

m(a,b) = F(b) - F(a + 0) ,m[a,b] = F( b + 0) - F(a) , 

_ _ _ 

_ 

m ( a , fe ] = F( b + 0) - F( a + 0) 9 m[a 9 b) = F(b) - F(a) • 

容易看出，象这样定义的区间函数 m 是非负的与可加的.将这一节里所作过的类似 
讨论运用到它上面，我们就可以构造某一测度同时对该测度是可测的那些 
集的全体 U F 对取可数并集与可数交集这类运算是封闭的，而测度则是^可加 
的.对 & 是可测的这一集类 ，一般 说来，是依赖于函数 F 的取法的.但是对于任一 
个选定的 F ， 开集与闭集是可测的，从而它们所有的可数并集与可数交集显然都是 
可测的.利用这种或那种函数 f 所得到的测度称为勒贝格-斯蒂尔切斯 ( l^besgue - 

Stieltjes ) 测度.特别，直线上通常的勒贝格测度就与函数相对应. 

如果测度对于任一通常的勒贝格测度 M 等于0的集都等于0,那么就称该测 
度为一绝对连续测度(对 At 而言).如果测度全部集中在一个有限点集上或一个 
可数点集上（当 F 的函数值所构成的集是一个有限集或一个可数集时就属这种情 
况），那么称该测度为一离散测度.如果测度/^对于任一单点集都等于0,那么就称 
该集为一奇异测度.但是有这样的集 M 存在，它的勒贝格测度等于0，而它的余集的 
测度~也等于 0. 

可以证明，每一测度可以表成绝对连续测度、离散测度与奇异测度三者 之和. 
我们在下一章还要回到勒贝格斯蒂尔切斯测度 上来. 

不可测集的 存在. 我们看到了勒贝格可测的集类是非常广泛的.自然会发生这 

样的问题，一般说来是否有不可测集存在？我们指出，这个问题的回答是肯定的.最 

简单的是在圆周上引入勒贝格线性测度来构造不可测集. 

设 C 是周长等于1的圆周，而 a 是某一无理数.将圆周 C 上那些经过旋转 mxir 

角 （ n 为整数)后可彼此互变的点归为一类.每一类这样的点显然是由一个可数点集 
所构成的.现在从每一类里选取一点，我们来证明，像这样所得到的集（用少。表之) 
是不可测的.用^ ^ 表示从少。 旋转角度 naw 后所得到 的集. 容易看出，所有的集^ ^ 
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两两互不相交而其和集就构成了整个圆周 C . 如果集0。是可测的话，那么与它合同 
的集札也将会是可测的.因为 


c = U ， 当打/肌时少 „ 门少 m = 0 ， 


所以根据测度的 cr 可加性，由此就会推出 


1 = X 


(17) 


但是所有彼此合同的集应该具有相同的测度，因此如果少。是可测的，那么 

=〆％)• 

如果 〆 少。）=0,那么等式（ I 7 )右端那个级数之和等于0;如果 〆 匙）>0,那么该级 
数之和等于无 穷大. 由此可见，等式 （17) 是不可能成 立的. 因此集少。（从而每一个 

是不可测的. 


般测度 概念. 测度从半环到环上的 扩张. 加性和 




① 


加性 


1. 测度的定义 我们从矩形的测度（面积）出发，构造了平面集的测度然后将 
测度概念推广到更广泛的集类 上去. 我们所构造的测度本质上完全不是矩形面积的 
具体表达式而仅是它的一般 性质. 即我们仅利用了面积是非负加性集函数以及矩形 
的全体是半环就将平面测度从矩形扩张到初等集 上去. 在构造平面测度的勒贝格扩 
张时还利用了一条重要的性质就是它的 CT 加性. 

在§ 1里对平面集深思熟虑阐述的构造可以给出完全一般的抽象形式.这样它 
的适用范围将会大大地扩大.这两节就研究这个问题. 

首先引入下述基本定义. 

定义1 如果集函数 〆 4) 满足下面三个 条件： 

1) 函数 MW 的定义域％是集 半环； 

2) 函数 〆 W 的值是非负的 实数； 

3) MW 是可加的，即对于集4 e 关于（两两互不相交的）集的任 

何有限分解式 


A = U … U A 


满足等式 


①在这一节及以后诸节中我们将系统地利用第一章§ 5里所阐述的一些概念和事实 
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= ^M A k) ， 

k = 1 


那么就称该集函数 〆 w 为集 4 的测度. 

注 从分解式 0 = 0 U 0 就可推出 〆 0) =2从（0)，即 〆 0) =0. 

2. 从半环到其所生成的环的测度扩张 在构造平面集测度时第一步是将测度 
从矩形推广到初等集上去，即推广到两两互不相交的矩形的有限和集上去.现在我 
们来考虑这种构造的抽象类比.首先叙述下面的定义. 

定义2 如果集 C 并且对于每个 4 E (5 m 成立等式 

w ⑷， 


则称测度 At 为测度 m 的扩张. 

本段的目标是证明下列命题. 

定理1 对于每一给定在某个半环上的测度 m ( A ) ，有一个且仅有一个扩张 
存在，而以环(即 @ m 上的极小环）为其定义域. 

证明 对于每个集4 E 沉 （@ J 都有分解式 


= U ( B k G ，当& # ^ 时仏 n b z = 0) 

A ： = 1 

存在(第一章 § 5 定理 3) .按照定义，令 


A 


( 1 ) 


m r ( A ) = X m ( B k ) 

k = I 

容易看出，由等式 (2) 所确定的测度 m '(4) 与分解式 （1) 的选法无关.事实上，我们 
考虑下面两种分解式 


( 2 ) 


y 5 i =yc y , fi ,E^E^ 

因为所有的交集 A n c y 都属于 © m ，所以根据测度 m 的可加性 


A 


X m ( B i) = X Z m ( B i n c j) = X m ( c j) ， 

i = 1 i = 1 / = 1 / = 1 


这就是所要证明的 • 

由等式 (2) 所确定的函数 zn ' M ) 的非负性和可加性是显而易见的，于是测度 
在环 9 t ( ) 上的扩张的存在性就得到了证明. 


为了证明它的唯一性，需注意，根据测度扩张的定义，如果4= U ，其中 S 

k = l 

是里两两互不相交的集，那么对于测度 m 在环沉 （@ J 上的任一扩张 G 都有 
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⑷== T m(B k ) = m r (A ), 


即测度 G 与由等式 (2) 所确定的测度 W 完全相同.定理得证. 

按本质来说，我们在这里用抽象的术语重复了在§ 1里将测度从矩形扩张到初 
等集上去的那套方法.初等集类是矩形半环上的极小环. 

从测度的可加性和非负性可推出下面这些差不多是极为明显的但却是重要的 


性质 


定理2设 m 是给定在某个环沉 m 上的测度，而集4，义，…，炎属于沉于是 

71 

I . 如果 U 并且当 w •/时 木门劣=0，那么 


X m ( A k) ^ 

k = 1 


如果 U 4 31那么 

k = 1 


_ 


X m{A k ) ^ m(A) 


特别，如果并且況，那么 ). 

事实上，如果小，…，圮两两互不相交并且包含在4里，那么根据测度的可加性 




⑷= X m ( A k ) 

k = l 


+ 


m 


m 


由于饥 U \ U <) 彡0,由此得到性质 i . 

A ： = 1 

其次，对于任何卓，4 e 9^有 

m{A l U A 2 ) = m(A l ) + m(A 2 ) - Pi A 2 ) ^ + m {^i) 

根据数学归纳法由此得到 


( U 4 卜2>(火) 

x k=l 7 k=l 


最后，又根据测度的可加性从 AC u 4推出 

A ： = 1 


(U -rn( U A k \A) ^m( U 

X k = l 1 X k = l } X k = l 1 


m(A)= 


由此根据上述不等式就推出性质 n . 

对于给定在集环上的测度我们证明了性质 i 和 n . 但若测度原来是给定在半环 


2. 一 般测度概念.测度从半环到环上的扩张.加性和 o * 加性 
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上，那么在将它扩张到环上时，属于原来半环的那些集的测度并不改变.因此性质 I 
和 n 对半环上的测度也是正确的. 

3. C 加性 在分析学的各种问题里不仅需要考虑集的有限并集而且需要考虑 
集的可数并集.我们加之于测度（定义 1) 的可加性与此条件有联系，自然要用更强 
的要求 or 加性来代替. 

定义 3测度 m 称为可数可加的或 d * 可加的，是指如果对于属于其定义域 
并且满足条件 


^4 = U 当 •时禹 DAj = 0 

n — \ 


的任何集4 2 ,…，<，…，等式 


肌⑷ =X m ( A n) 

n = l 


成立 


我们在§ 1里所构造的勒贝格平面测度是 o ■可加的（定理 8) .另外更自然的 
可加的测度的例子可以构造如 下:设 


} 


X = 


/y* >v 

丄 1 ， 


黎# 響 


为一任意可数集并且 A >0是这样的一些数，使得 


!/> 

n = 1 


=1 


对应的可测集类由集 Z 的一切子集所构成.对于每一个 AcJf 令 

饥⑷= 


GA 


容易验证，是 cr 可加的测度，并且 rrt ( X ) = 1. 这个例子自然会出现在与概 
率论有联系的许多问题里. 

我们来指出一个是可加但非^可加的测度的例子.设 Z 是闭区间 [0 ，1 ] 的有理 

• , 

_ 

,I 

点集，而是由集 X 与[0，1]里的任意开区间（〜6)，闭区间[^6]或半开区间（〜 
6]，[ a ，6) 的交集所构成的集.容易看出， © m 为一半环.对于每一个这样的集 




(5 ， 

m 9 




m(^ab) = b - a. 

这个测度是可加的，但它不是 cr 可加的，因为 m ( Z ) = 1，同时， X 又是一个由可数个 

孤立点所构成的并集，而每一个孤立点的测度为 0. 

在这一节和下一节里我们所要考察的测度，将假定是 cr 可加的. 

定理 3如果定义在某一半环 @ m 上的测度 m 是 (7 可加的，那么测度 w 在环 
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況（上的扩张从也是 cr 可加的. 

证明设 4 e 9U@J,s n E 3l(©J，n = l ， 2 , …，且 


4 = U 召 n ， 


并且当时屹 n 坟= 0. 于是在 © m 里就有这样的集劣和存在，使得 

A = U ^ j 9 B n = |J B^.n = 1，2,…， 

_ • 

J i 

并且这些等式每一个右端的那些集都是两两互不相交的，而对 i 与 y 求和所得到的 
并集都是有限集(第一章§ 5定理3 ). 

设 C n ..=^ n 4 容易看出，诸集^•两两互不相交，并且 


A , 


= U U c nii ,B m = y c nij 


因此根据测度 m 在 @ m 上的 (7 加性就有 


( A j) = X X m ( C mj ) ， 


(3) 


( B ni) = X 


(4) 


m 


而根据在 9 t ((5 J 上的测度 At 的定义 


m a ) = y m (^ j ) ， 


(5) 


= Z 肌 (A) 


( 6 ) 


从 ( 3 ) -(6) 就可推出 〆 a ) = Z (这儿对 i 与 y 分别求和所得到的级数之 

n = 1 

和都是有限的，并且所有这些关于〃的级数都是收敛的 .） 

现在我们来证明 OT 可加测度的下述基本性质，它们是定理2中所陈述的那些性 
质推广到可数和的情形.既然我们揭示了测度扩张到环上时仍保持测度的 (7 加性， 
因此可以从一开始就认为测度是给定在某个环況上的. 

定理4 设测度 m 是 (7 可加的而集4，岑 ，- A ，…属于环沉于是 

00 

lor 如果 u 火而当 i 巧时次 n 牟=0，那么 


Z m ( A k ) ^ 肌⑷； 

fe = 1 


般测度 概念. 测度从半环到环上的 扩张. 加性和 O ■加性 
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Dor (可数半加性）如果 （J 火34,那么 

k = 1 

00 

X m ( A k) ^ m(A). 

k = 1 

证明 如果所有的火都不相交并且包含在 4 里，那么，根据性质 I (定理 2) ，对 

于任何〃都有 


X m ( A k) ^ m(A). 

k-l 

当 n — 沈 时取极限就得到定理的第一个结论. 

现在我们来证明第二个结论.因为沉是一个环，集 


= (A n nA)\ U ^ 

k = 1 


B 


属于沉因为 


4 = U B n ， B n CA n9 


而诸集氛两两互不相交，所以 


m ( A ) = Y. m( ^ B n) ^ X m ( A n)- 

n=l n=l 

* 

注 刚才所证明的定理的结论I (7 显然不依赖于所论测度的 (7 加性; 它对于任 
何加性的测度都保持 正确. 反之，结论 IIo ■主要利用了测度的 cr 加性. 事实上，在上 
面所举的可加的但非 Or 可加的测度的例子中，测度为1的全空间叉却被那种每一点 
的测度为0的单点集的可数和集所覆盖.此外，不难确信性质 ncr 事实上与 (7 加性 
等价. 事实上，设 At 为某一确定在半环@上的测度.设集岑，4,…，疋，…属于@， 

U 火并且所有的4两两互不 相交. 于是根据性质 I O ■(正如我们已看出任何测 

k 

度都具有性质 I OT) 


A = 


Y ,^ A k ) 


如果 M 也具有性质 n a ，那么（因为火的全体覆盖住 a ) 


Y ,^ A k ) ^ M A ) 

k = 1 


这样一来 
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k = l 

验证测度的可数半加性(性质II or) 往往比直接确定它的 or 加性要简单些 


3. 测度的勒贝格扩张 


给定在一个含有单位集的半环上的测度的勒贝格扩张 如果给定在半环 
的测度 m 仅具有可加的性质(但非 cr 加性），那么将它扩张到沉（ @ m ) 上去就 
在相当大程度上穷尽了所有这种测度从原始的半环到更广泛的集类的推广的所有 
可能性.要是所论测度是 cr 可加的，那么测度 w 可以从推广到比环 9 l (@ J 更 

为广泛得多的集类上去，并且在某种意义上是最大的集类上去.这可以利用所谓的 
勒贝格扩张来实现.首先我们来讨论给定在一个含有单位集的半环上的测度的勒贝 
格扩张. 一 般情形将在下一段中讨论. 

设在某一含有单位集£的半 环集© ^上给定了 C 7 可加测度在由集£的一切 

子集所构成的集族 U 上定义函数， （4)( 外测度）如下. 

定义1 数 




〆 ⑷= inf ^m(B n ) 


( 1 ) 


称为集的外测度，其中下确界是对集扒 e @ m 里所有能覆盖集4的有限覆盖 
或可数覆盖取的. 

外测度的下述性质在整个今后的理论体系中占有重要的地位. 

定理 1( 可数半加性）如果 


4 C LMn ， 


其中I七1为有限集族或可数集族，那么 


〆 ⑷ < y ( A n) 


这个结论的证明与§ 1定理3的证明完全相同，因而不再 重复. 

定义 2集4称为 （ 按勒贝格意义)可测，如果对于任何右 >0,总可以找到这样 
的 S e 沉 （@ m ) ，使得 


jll*(AAB) < 

仅在可测集上定义的函数称为勒贝格测度 （ 或简称为测度）并用 g 表之.显 
然， @ m 里和況 （ SJ 里的所有的集都是可 测的. 这时如果4 ，那么 

/i(A) = m(A). 
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这个等式的证明完全与关于平面上的集的证明类似. 

从等式 


A , AA 2 = ( EU ,) A ( E \ A 2 ) 

可推出，如果4是可测的，那么它的余集也是可测的. 

现在我们来揭示可测集的一些基本性质并在其上定义勒贝格测度 
定理 2 —切可测集所构成的集族肌是一个环. 

证明 因为永远有 


A 1 O A 2 = A l \( A l \i4 2 ) 


和 


a , ua 2 = £\[(腹 j n ( e \ a 2 )]. 

只需如下证明就行了•如果山 e 肌冰 e 肌，那么 肌 

设小和毛是可测 的. 于是存在这样的仏£ 和 s 2 e 9t(@j， 使得 




和 u *( A 2 AB 2 ) < 


2 


2 


s 




B = B , \S 2 E 9t(© m ) 和利用关系式 

( A . XA ,) C ( A . AB ,) U ( A 2 AB 2 ) 9 


就得到 


lx ( AAB ) < e - 

由于 6T>0 的任意性，由此就可推出集 4 的可测性. 

注 显然£为环 M 的单位集，这样一来，肌就是一个集代数 
定理3 在可测集族肌上函数是可 加的. 

这个定理的证明是§ 1定理6的证明的逐字逐句的重复. 
定理4 在可测集族肌上函数/ X( 4) 是 or 可加的 • 

证明设 




A = \j A n , A , A Xj A 2 , 

n — \ 


E 肌，当 wy 时 A t C\Aj = 0. 根据定理 1 


_ • • 




( 2 ) 


4 


而根据定理 3 ，对于任何 TV 都有 


f^( A ) U 4) = ^M A n) 

' n=l / n =1 


■if. 
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由此 




( 3 ) 


从 (2) 和 (3) 就可推出定理的结论 . 

在§ 1里讨论勒贝格平面测度时我们证明了不仅可测集的有限和集与有限交 
集是可测的，而且可测集的可数和集与可数交集也是可测的.这个结论在一般情形 

下也是正确的，即下面的定理是正确的. 

定理 5按勒贝格意义可测的集族肌是一个含有单位集£的 (7 代数. 

证明 因为 


HA n =E\ M (E\A n ), 


又因为可测集的余集是可测的，所以只需如下证明就行了.如 果皂， 4 ，…， < ，…都 
属于肌，那么4 = U 圮也属于肌.在§ 1定理7中关于平面集所进行的这个结论的 

n 

证明对于一般情形仍然可以逐字逐句地搬过来. 

正如平面勒贝格测度的情形一样，从测度的 (7 加性就可以推出它的连续性，即 
如果 M 是一个定义在^代数上的 (7 可加测度34 3…3圮3 • • •是一个单调递减 
可测集套，并且 


A = n <， 


那么 


g ( A ) = lim^(AJ , 

n—^oo 

而如果 皂 C ^ l 2 c … c 疋 c • ••是 一个 单调递增可测集套，并且 


A = \J A n , 


那么 


iJi(A) = limu ( A n ) 


在 § 1 定理 9 对于平面测度所给出的证明可以一字不改地用于一般情形. 

这样，我们揭示了集族肌是一个 a 代数而在其上定义的函数 M 4 ) 具有 tr 可加 
的测度所具有的一切性质.因而下列定义是正确的. 

定义 3 定义在可测集族肌上的函数 AtM) 称为测度 m 的勒贝格扩张# = 
L ( m ) 在肌上与外测度， U ) 完全 相同. 

2. 给定在不含单位集的半环上的测度扩张 如果半环@。不含有单位集，在其 
上定义了原始测度 m ， 那么在上一段中所阐述的勒贝格扩张的构造就要作些为数不 
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多的 修改. 外测度的定义1仍旧保持不变，但外测度，仅定义在4的这样的集族 

上，对于每一个里存在一个具有有限和乙的集 （J 5„作为其覆 

可测性定义无需作任何修改仍旧保持不变. " 几 

定理2到定理4和最后的定义3仍旧保持 正确. 关于存在单位集的假设在定理 
2的证明中需要用 到它. 为了给出一般情形下定理2的证明，必须独立地证明下述命 
题••从卓 e m 9 A 2 s m 就可推出皂 U 4 巳 肌 但这个结果可从下述包含关系推出 

(A 1 U A 2 )A(B l U B 2 ) C U (A 2 AB 2 ). 

当不包含有单位集的那种情形，定理 5 就由下面的定理6来代替. 

定理6 对于任一原始测度 m ， 勒贝格可测集族肌是一个^ 环. 并且当且仅当 

I 

测度 G 疋）小于某一与#无关的常数时，由可测集 < 所构成的可数并集 4 = 




jnL 


U <才是可测的. 

i = l 

这个结论的证明留给读者去完成. 

注 既然现在我们所论及的测度仅取有限值，因此后面这个条件的必要性是很 


明显的 


由定理6可推出下面的事实. 

推论 由某一固定集4 e 肌的一切子集 b e 肌所构成的勒贝格可测集族乳 
构成了一个代数. 

例如，由任一闭区间 [ a ，6] 的一切子集所构成的勒贝格可测集族（通常意义下 
直线上的勒贝格测度)是一个 (7 集代数. 

在结束本段之前我们还要指出勒贝格测度的一个性质 

定义4 对于测度 At ， 如果从 〆 4) =0和水 C 4 就可推出水是可测的•那么就称 
测度 M 为一完全测度. 

显然，这时 ) =0. 不需费多大气力就可以证明 ，任一 测度的勒贝格扩张是 
个完全测度•这个结论可以推导如下•对于 f (1^4 和=0必然有 ( f ) =0, 
而任何 / T ( C ) =0的集 C 是可测的，因为 0 E 沉 （ SJ ，所以 




▲ 


(CA 0 ) = / ul * ( C ) = 0. 

a 代数上的每一 (7 可加的测度，只要在每一测度为零之集的任一子集上令其等 
于零，就可以将它扩张成为一个完全测度. 

补注1 关于原始的测度 m 是给定在半环上(而非给定在某一任意的集族上）的这个假设对 
于它的扩张的单值性是重要的.考虑单位正方形里的竖矩形族和横矩形族，即这样的一些矩形， 
它们的长或宽等于 1( 图 18) ，并且取每一个这样的矩形的面积作为其测度.这样的测度扩张到由 
这些矩形所生成的代数 ( 尤其是 CT 代数)上就可能是非单值的 ( 请指出至少有两种不同的扩张). 

补注2 现在我们来指出测度的勒贝格扩张过程与度量空间的完备化过程之间的联系.必须 
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注意 〆 MAB ) 可以取作环 31(®」 里的元<5之间的距 
离.于是 5 K ( ) 就变成了一个度量空间 （ 一般说来它是 一 
个非完备的度量空间），并且它的完备化空间恰巧是由一切 
可测集所 构成. （但是这时从度量观点来看，如果^ 

= 0，那么集4和集 B 便没有什么区别 .） 

习题1 设测度 w 给定在 X 里的集半环匕上(包含有 

单位集），而为其外测度.证明:集4当且仅当它具有下 

述性质，即按卡拉泰奥多里 ( Carath^odory ) 意义 可测: 对于任 

一子集 ZCX 有下列等式 


(Z) 


(Z n A) +a*(Z\A) 






成立时称集 A 按勒贝格意义)可测. 

设 o * 可加测度 w 给定在一个包含有单位集 X ( m ( X ) = 1 ) 的环 SR 上.对于每一 ACX 
除引入外测度，以外还同时引入内测度，令 


习 


(A) = 1 -/jl*(X\A). 

甚易看出，恒有〜（幻 ^( A ). 证明 ：当且 仅当集4可测时(在定义2的意义下） 

⑷=， ⑷. (*) 
当测度是给定在包含有单位集的环上的那种情形，等式 （* ) 常作为集的可测性定义. 

3 •在 CT 有限测度的情形下可测性概念的扩充 如果原始的测度 W 是给定在空 
间 Z 中的某一不包含单位集的半环上，那么上面所引入的集的可测性的定义显得过 
于狭窄.例如，如果 X 是个平面，那么这样的一些集，诸如全平面、带形域、圆的外部 
等， 就具有无穷面积，按上述定义，这些集合都不属于可测集•自然地扩充可测性概 
念，容许测度也可以取无穷值，使得可测集的全体，与原始的测度是给定在一个包含 

有单位集的半环的情形那样，是个^代数(而不仅是个5环) • 

同时我们仅限于考虑实际上是最重要的情形，即所谓^有限测度，尽管相应的 
构造可以移用于一般情形. 

设^可加测度 m 是给定在集 X 的子集所构成的某一半环 上. 我们说这个测 
度是^有限的，如果整个可以表示为里之集的可数和集(但非之集的有 
限和 集). 在平面的一切矩形上所定义的面积可以作为^有限测度的一个例子.用下 
述方法可以得到一个不是 (7 有限测度的简单 例子. 设在闭区间[0，1 ] 上给定了某一 
函数 / W . 对于闭区间[0，1]的每一有限子集4 ，令= Z / U ). 

如果/(4/0的那些点 x 所构成的集是不可数的，那么这样的测度在[0，1]上将不 
是 CT 有限的. 




* 




这样，设肌是 I 里^可加的与 (7 有限的测度，并且定义在半环 t 上:设 U 

i = l 
k~l 

B i 9 B ^ 从半环 4 转移到由它所生成的环汧 （© J 上，然后用 ^\ U 怂来代替 

i = 1 
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A ，可以认为， X 表示为两两互不相交的可测集（我们仍旧用 A ， B 2 ，…来 表示它们） 
的可数和集.对 m 应用上一段所阐述的勒贝格扩张过程，我们就得到定义在 S 环肌 
上的测度 M •设 S 6肌，而肌是肌里所有包含了 B 的集所构成的 集族： 

肌 5 = 1 C：C E 3 Sfl,B C C (. 

于是就是一个包含有单位集 B 的 o * 代数 ( 参看定理6的推论). 

现在我们来考虑与每一个 怂有 可测交集的集4的全体 U : 

A D B t E. 飢 Bi , 


换句话说 y e n 意味着4可表为形式 


U 其中次 e 

t = l 

集族11是一个 a 代数（验证之!），我们称它为 a 代数的直和.我们称构成 

I 

a 代数 U 的集 ( 4 ) 为可测的并且用下述方式来定义每一个这样的4的测度 / T : 如果 


(4) 


A 


= U 卓 ， A i E ^Bi ， 

i = 1 


A 


那么 


= X〆 禹). 

i=i 

由于每一个集的测度是非负的，这里右端的级数收敛于某一非负值或发散于+ 

定理 7在上面所作的这些假设下，下列三条结论是正 确的： 


1 ) (7 代数 U 和测度从与肌里满足条件 （ J 怂=尤的那些互不相交的集 尽所构 

i = l 

成的集族的取法无关； 

2 ) 测度 / T 在 U 上是 (7 可 加的； 

I 

3) AW <oo 的那些集4 E U 的全体与5环肌完全相同并且在这个5环上 f 




证明 1 ) 首先我们注意 ， a e u 的充要条件 为:对 于任一 c e 肌都有 e 
肌这个条件的充分性是明显的，因为它表示，特别有 Mn 尽 e 肌 （i = i ，2 y …）.我 
们来验证它的必要性 • 设4 e U 和 c e m 令 q = cns .. 于是 






A DC = ]J (A n C -). 


因为对于每一个 yv 都有 
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A^( U (A DC,) ) U C,) 

l—l l — l 


所以根据定理 6 ，集 4 n c 是可测的 • 

设 I 和 jB / 丨是肌里这样两个互不相交的集族，使得 UB t = UB ； = X . 如果 

A E U ， 那么由于肌里每个集的测度 g 是非负的，等式 

n B i ) = n n b * ) = n b * ) 

■ • _* 墨 

1 M J 

成立，即根据集族 [ B . imB ；] 来定义 / Tu ) ，我们都得到同一结果. 

2) 设⑷04⑴并且 A = U •于是根据测度 M 

k 

在肌上的 (7 加性有 


n n 尽） 

i = 1 i^k = 1 

= i ^), 

k 


1(1 MA 

fe = 1 i = 1 


⑴ 


nB t ) 


即 g 是 (7 可 加的. 

最后， 3 ) 可直接从定理6推出. 

注上面所阐述的可测性概念的扩充(允许测度取无穷值)可以无需假设原始的测度的 (7 有 
限性,例如，可按下述方式来扩充. 

设 x 为某一空间而 3 W 为其子集所构成的某个5环•集4 CZ 称为对 3 W 是可测的，如果对于任 
一5£肌都有 AnBe 肌.不难验证，对肌是可测的集族 II 是一个包含有单位集 X 的 cr 代数， 

并且，如果 SW 本身就是那个包含有同一单位集 X 的 o •代数，那么 II = m 

今设在 I 里给定了某一 or 可加的测度/ X ，根据第2段，我们可以认为它已经扩张到某个5环 
肌上;又设 U 是 J 中对肌可测的集的全体.集4 e U 称为零集，如果对于任一 B e 肌都宥 M M 

nB ) =0. 现在按下述方式在 II 上定义测度(一般说来也可取无穷值） ：如 果对于给定的4 e U 
有这样的5 e 肌存在，使得为一零集，那么令 

jjl(A) = 


对于所有其余的 AGU ^ 


M = 


不难验证，测度 A 是 tr 可加的并且在 S 环肌 ClI 上与 M 完全 相同. 

4. 按约当 （ Jordan ) 意义的测度扩张 本章§ 2里所考虑的测度仅满足可加性条件，我们证 
明了 ，每一 个这样的测度 m 可以从半环 @ TO 扩张到由这些半环所生成的极小环 5 R (@ ro )±. 但是 
将测度推广到比 8^((5^ 更为一般的某种环上去也是可 能的. 相应的构造称为按约当意义的测度 

扩张 ® .古希腊的数学家早就有这种能适用于一系列特殊情形的构造思想，用测度为已知的集 f 


①约当，法国数学家 （1838 〜 1922) 
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肇 


和^分别从里面和外面去近似地“量度”集4，即使得 


lS ： m 是给定在某 个环汧 上的测度. 

定义 5如果对于任何 s>0 在环沉里都有集氺和，满足条件 

A f C A CA \ ) 


< 


那么就称集 4 为约当意义下的可测集（简称为约当可测集). 

下列结论是正确的. 

定理 8约当意义下的可测集族 ST 是一个环. 

设 U 是这样的一些集4所构成的集族，对于这些集 < 況 里存在集 B 3皋对于 SR 里任何皋按 


照定义令 


fi ( A ) = inim ( B ) , 

bda 

\ 

ll ( A ) = supm ( B ). 

— BCA 

b 

函数； I ( W 和 〆 W 分别称为集 4 的“外”约当测度和“内”约当测度.显然，恒有 

定理 9环 9T 与那些 ¥4) 的集4 e IX所构成的集族完全相同. 

对于 U 里的集有下列诸定理成立. 


定理10 如果4 C (J 那么 /IM) 彡 Tfi ( A k ). 

A=1 k=l 

定理 11如果卓匚4(灸=1，2，一,/1)和态门冷=0,4 > /,那么 


丛⑷ > ^ f ±( A k ) 


现在我们在域 


( 5 .. = m 


上定义函数 m 为外测度和内测度的公共值 


= 丛 (>0 = 

从定理 10 和定理 11 以及从下面这个明显的事实，对于 4 e 沉, 

/1(A) = a ( A ) = m ( A ) , 


就可推出下列结论. 

定理 12函数 〆 4) 是测度并且是测度 m 的扩张. 

所阐述的这种构造对定义在环上的任何测度 /n 都适用.特别是它可以适用于平面集.这时可 
取初等集的全体（即矩形的有限和集)作为原始环.初等集环显然依赖于平面坐标系的选择(取矩 
形的边与坐标轴平行).当转到约当平面测度时这种对坐标系的选择的依赖性就消 失了: 从任一 
坐标系 IA 出发，它与原始坐标系&，巧1通过正交变换 


x x + sin 


^2 + 


COS 


1， 
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x 2 + 


x x + cos 


=一 sin 


^2 


相联系，我们会得到相同的约当 测度. 这个事实可从下面这一般的定理推出. 

定理 13两个定义在环队和況 2 上的测度叫 和％ 的约当扩张 AH =•/( 叫）和 A =7 ( m i ) % 

全相同的充要条件为 


3^ C S 把 ，在队上 /^ 乂 ）= fJhiA ) , 

況2 C ，在況2上 m 2(4) = 

如果原始测度 W 不是定义在一个环上而是定义在一个半环上，那么先将 W 扩张到环 m 
(@ m ) 上然后再按约当意义扩张，最终就得到测度 

j ( m ) = j ( r ( m )). 


自然称该测度为它的约当测度扩张. 

测度扩张的单值性 如果集4按约当意义对测度 M 是可测的，即属于 9 ^ =9^ (® J ， 那 

么对于测度 m 的任彳何一个定义在汧*上的扩张测度心值 AM ) 与约当扩张•/ =)( 饥）的值 / M ) 完 

全相同.可以证明，测度 /71 越出按约当意义可测的集族 9 T 的范围以外的那种扩张将不再是单值 

, • 

« ■ 

的.这个定理可以更确切地表述如下.对于某一集皋如果 

1) 有测度 m 的测度扩张 M 存在，/ X 是定义在集4 上的； 

2) 对于任何两个这样的测度 A 和/^都有 


睾 


= 弘2⑷ ， 


那么就称集4为测度 W 的单值性集. 

下面的定理成立：测度 m 的单值性集族与按约当意义对测度 m 是可测的集族完全相同， BP 

s •* 

_ 

v * 

与环 9 T 完全相同. 

然而，如果只考虑那些 cr 可加的测度及其 （ o ■可加的）扩张，那么一般说来，单值性集族就要 


广泛得多 


因为正是 o * 可加的测度这种情形最重要，所以我们引入下述 定义. 
定义 6对于某一集 < 如果 

1) 对4定义的测度 / n 的 cr 可加扩张 A 存在（即使得4 e @ A )； 

2) 对于每两个这样的 cr 可加扩张 A 1 和 A 2 下面这个等式是正确的 


乂1 (4) = 乂2 (4) ， 

那么就称集4为^可加测度 W 的^单值 性集. 如果4是^可加测度 M 的^单值性集，那么根据 
定义，对于测度 / x 的定义在4上的 cr 可加扩张有唯 一 可能的值 A ( i 4) 存在. 

容易看出，每一个按约当意义可测的集按勒贝格意义也是可测的（但是，反过来不成立! 
试举例说明.），并且它的约当测度与勒贝格测度完全 相同. 由此就可直接推出^可加测度的约 

当扩张是 o ■可加的. 

每一个按勒贝格意义可测的集4是原始测度 w 的^单值 性集. 事实上，对任何 s >0,对于< 
存在这样的 BE 汧，使得•无论怎样定义测度 w 对于4的扩张 A , 都有 

A ( B ) = m f ( B ) , 

因为测度 m 在汧 =汧（ ) 上的扩张是单 值的. 其次 
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\(AAB) 


(AAB) < e, 




从而 


I X(A) - m’ （ B) 

这样一来，对于测度 W 的任何两个 CT 可加扩张 Ai 和 A 2 有 

Ai(>l) - A 2 (>1 ) 丨 < 


由此，由于5 >0的任意性 


入1 (4) = 入2 (^) • 

可以证明，按勒贝格意义可测的集族穷尽了原始测度 m 的所有单值性集族. 

设 zn 是某一具有定义域 © 的可知测度而 3 K = L ( ©) 是它的勒贝格扩张的定义域.容易确 

信，只要半环满足条件 


(Be (5, cm, 


恒有 


1(^) = 1((5) 


4. 可测函数 


1. 可测函数的定义及其基本性质 设 z 和 r 是两个任意集，从它们里面可以 
分别选出两个子集族和对于以尤为定义域以 r 为值域的抽象函数 y = 

/(4,如果从 a e ©，就可推出/^^^^那么就称厂/⑷为一 ㊉ ^^^可测 


函数 


例如，如果就取数直线 R 作为 X 和 F ( 即看作实变数的实函数），而取 R 的一切 
开子集族（或一切闭子集族)作为和，那么可测性的上述定义就变成了连续 
性的 定义. 取所有的博雷尔集族作为和 @ y ， 我们就得到所谓的 B 可测函数（或 
博雷尔可测函数). 

在以后我们感兴趣的主要是从积分论观点来看可测性概念.在这种看法下，定 
义在某一集 Z 上的数值函数(在 X 上给定了 (7 可加测度 m ) 的可测性概念就具有重 
要的意义.并且取 Z 的一切对 m 为可测的集所构成的集族作为而取直线上的一 
切 B 集的全体作为 © p 由于每个 (7 可加测度可以扩张到某一 ^代数上去，自然一 
开头就可以假定是一个 tr 代数.这样 一来， 对于数值函数我们就得到下述可测 
性定义. 


定义1 设 X 是一个在其上给定了一个在 (7 代数上有定义的 (7 可加测度 M 
的集.实函数/(%)在 z 上称为 At 可测的，如果对于数直线上的每一个博雷尔集4， 


都有 


厂 1 ⑷ e © 
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类似地，定义在 X 上的复函数 〆X )称为 g 可测的，如果对于复平面的每一个博 
雷尔子集都有 ( P ~ 1 ( A)E © . 容易验证，这等价于该函数的实部和虚部分别是弘可 


测的 


定义在直线上的数值函数称为是博雷尔可测的（或 B 可测的），如果每一个博 
雷尔集的原象是一个博雷尔集. 

定理 1设 U 与 Z 是三个任意集，从它们里面分别挑选出子集族与 
@ z ， 又设定义在尤上的函数: K =/( 均是（屯，^)可测的，而定义在 F 上的函数 
2=尽(30是（^，@0可测的.于是函数是 （@ z ，@ z ) 可测的 • 

简言之，可测函数的复合函数是可测函数. 

证明 如果4 E © z ，那么根据函数容的（(^，屯）可测性我 们有 ： g — 1 。） = 

又根据函数/的可测性，集厂 ! （ B ) 属于，即 /“（^ M )) = 

供 A ， 即函数 p 是（(^，屯）可测的. 

推论 M 可测数值函数的博雷尔函数是 M 可测的.特别， M 可测的函数的连续函 
数是 M 可测的 • 

往后，当不会引起误解时，我们将可测性”简写为“可测性”. 

定理2 '实函数 /( 4是可测的充要条 件为： 对于任何实数 c ， 集 U :/ (幻 <4是 


可测的 


证明 条件的必要性是显然的，因为半直线（- 

■ _ 

明条件的充分性，首先注意，由一切半直线 （ -00 ， C ) 的集族 I ：所生成的 (7 代数与直 
线上的一切博雷尔集的 (7 代数完全相同.但根据第一章§ 5第5段，推知每一个博 
雷尔集的原象属于由那些属于5：的半直线的原象所生成的 (7 代数，即实函数/是可 


) 是一个博雷尔集.为了证 


，C 


测的 


刚才证明的这个条件常用来作为可测函数的定义，即函数 / U ) 称为可测，如果 
所有集皆为可测. 

2. 可测函数的运算 我们证明，给定在某一集上的可测函数的全体对算术运 


算是封闭的. 

定理 3两个可测函数的和、差、积是可测的.两个可测函数之商，在分母不为零 
的条件下也是可测的. 

证明 这个定理可以分成几步来证明. 

1 ) 如果/可测，那么对于任何常数 A 和 a ， 函数妒和 a +/显然是可测的. 

2) 其次，如果/和 g 是可测函数，那么集 


\ x ： f ( x ) > g ( x )( 


是可测的.事实上 


\ x ： f ( x ) > g ( x ) I = (J \ x ： f ( x ) > r k \ n < r k \ 9 

k = 1 
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其中求和是对按任何次序编号的一切有理数 G 遍取的.由此得出 

\x ： f(x) > a - g ( x ) I = \x ： f(x) + g ( x ) > a\ 


是可测的，即可测函数之和是可测的. 

3) 由 1) 和 2) 推出差 /_ g 的可测性. 

4) 可测函数之积是可测的.事实上，利用恒等式 


/客= 7[ (/ + g ) - (/ - 茗）]， 


4 


表达式右端是可测函数.这个结论可从1)一3)和定理1的推论推出，因为根据该推 
论可测函数的平方是可测的. 

5) 如果 /( 幻是可测的且 /( 幻#0,那么1//(幻是可测的.事实上，如果 C >0, 


那么 


\x ： l/f(x) < c] = \x ： f(x) > l/cj u \x ： f(x) < 0| ； 


如果 c <0, 那么 


{ X : l/f(x) < C ( = { X ：0 > f(x) > l/cj ； 


而如果 c =0, 那么 


\x ： l/f(x) < c] = \x-J(x) < c\. 


每一次在右边我们都得到一个可测集.由 4) 和 5) 就可推出商^可测性 

g(x) 

(在的条件 下). 

这样，我们就证明了，对可测函数施行算术运算仍然得到可测函数. 

现在我们来证明，可测函数的全体不仅对算术运算是封闭的，而且对极限运算 
也是封闭的. 

定理 4 对于每个％ 0 X ，可测函数列都是收敛的，其极限函数是可测的. 

证明设 Ah )— /(幻，于是 


l/k\ 


\x ： f(x) < c( = U U U 


(i) 


事实上，如果 /( 幻 < C ，那么就有这样的 & 存在，使得 /( 幻 <c-2/L 其次，对于这个灸 
可以找到这样大的〃，使得当 m > n 时九(％)满足不等式 

f m (x) < C 一 1/L 


而这表示％包含在等式 （ 1 ) 的右端. 

反之，如果％属于等式 （ 1 ) 的右端，那么就有这样的 A ： 存在，使得对于一切充分 
大的 m 都有 
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fm(x) < 

但由此推出/(%) < C ，即％包含在等式 (1) 的左端 

如果函数乂(幻可测，那么集 


l/k 


iO) 

可测. 因为可测集的全体是一个 (7 代数，所以根据 （1) ，集 

\ x ： f ( x ) < c ( 


l / k \ 


也是可测的，这就证明了/(%)的可测性. 

注从适才所述可以看出，函数的可测性概念与所论空间具有的任何测度没有 
联系. 仅应挑选出所谓可测的集族.但是实际上，可测性概念，照例是用于那些定义 
在某一具有固定测度的空间 Z 上的函数的，而该测度是给定在空间 X 的子集的任何 
一个 (7 代数上的.往后我们考虑的正是这种情况. 

正如我们已经指出，定义在某一集 Z 的子集的^代数©上的^可加测度，无损 

于一般性，可以假定是完全的，即假定如果4是一个测度为零的可测集，那么它的每 

一 个子集 f 是可测的（当然 ) =0). 测度完全性这个条件我们今后将处处假定 
是满足的. 

3. 等价性 在研究可测函数时往往可以忽略它们在测度为零的集上的值.由 
于这个缘故，引出下述定义. 

定义2 如果两个定义在同一可测集瓦上的函数/与 g 满足条件 

jj ,\ x ： f ( x ) 7 ^ g ( x ) } = 0, . 

那么函数/和 g 就称为等价函数(用符号/〜 g 表示). 

再引入下述 术语. 如果某一性质在£上除去一个测度为零的点所构成的集外在 
E 的其余的一切点上都满足，那么就说 ，某一 性质在£上几乎处处都满足.这样一 
来，如果两个函数几乎处处都相等，那么就可以称这两个函数为等价函数. 

定理5 如果定义在某一可测集£上的函数/(幻 与在 E 上的某一可测函数 
g ( 4等价，那么函数 /( 幻也是可测的. 

证明 由等价性定义推出集 


\ x ： f ( x ) < a \ 与 { x - g { x ) < a \ 

彼此仅可能相差某一测度为零的集 （ 由于假定测度是完全的).从而，如果它们中的 
第二个集是可测的，那么第一个集也是可测的. 

注 在古典分析里函数的等价性概念不起重要作用，因为在古典分析里主要是讨论一元或 

多元连续函数，而对这些函数等价性就相当于恒等性.确切地说，如果两个在某一闭区间 E 上连 

续的函数/和 g 是等价的(对勒贝格测度而言），那么它们就完全相同.事实上，如果在任一点％ 

上/(%) ，那么根据/和 g 的连续性就可以找到点％的一个邻域，在该邻域内的一切点上 

都有 /( 幻这样的邻域的测度是正的.因此连续函数不可能是等价的，如果它们不完全相 
同的话. 


对于任意可测函数，两个函数的等价性绝不表示它们完全相同.例如,在数直线的有理点等 
于1而在无理点等于零的那个函数就与恒等于零的函数是等价的. 
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几乎处处收敛性 由于在许多情况下可测函数在这种或那种测度为零的集 
上的性态是无关紧要的，自然就会引入下述逐点收敛的通常概念的推广. 

定义 3如果定义在某一具有测度的空间; f 上的函数列|乂(1)丨对于几乎所有 

的 a : E X 都有 


=/(%)， 

71―>00 

( 即不满足关系式 （2 ) 的那些 x 所构成的点集的测度为零），那么就称函数列 

|人 O ) 丨在 I 上几乎处处收敛于函数 / U ) • 

例 定义在闭区间[0，1]上的函数列人( I ) =( 广当 71—00 时几乎处处收敛 
于函数 /( 幻 =0( 即除了点 P 1外处处收敛). 

定理4容许作如下的推广. 

定理 4' 如果可测函数列/„ (幻在 Z 上几乎处处收敛于函数 / U ) ，那么函数 
/(4也是可测的. 

证明 设4是一个这样的集，在其上 


( 2 ) 


lim 又⑷ =f(x) 


根据条件， =0 . 函数 /( 幻在4上是可测的，又因为每一函数在一个测度为零 
的集上一般显然是可测的，所以 /( 幻在上是可测的.从而它在集 Z 上也是可 


测的 


习题设可测函数列/„(%)几乎处处收敛于某一极限函数 /( 幻. 证明: 序列/„(均几乎处处收 
敛于 g ( x ) 当且仅当 g ( x ) 等价于 / u ). 

5. 叶果洛夫 （ EropoB ) 定理 在 1911 年叶果洛夫证明了下面这个重要定理，它 

揭示了几乎处处收敛和一致收敛这两个概念之间的联系. 

定理6 设可测函数列 A U ) 在一个具有有限测度的集£上几乎处处收敛于 
JU ). 于是对于任何5>0总有这样的可测集& C £存在，使得 

1 ) 从 (E s ) >[i{E) -S ； 

2) 在集& 上序列 Ab ) —致收敛于/(幻. 

证明 根据定理4'，函数/(4是可测的.令 

n 1/iO) I < l/m\. 


E 


这样一来，对于固定的 m 和 n ， E : 表示一个由满足条件 

I 

\fi{x) -f(x) I < 1/m 

(对于一切 i ^ n ) 的那些 x 所构成的点集.设 


U K 


E 


由集£：：的定义，对于固定的 w 显然有 


E m x C C 


C £： C 


• 參 # 


# # # 
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因此根据 (7 可加测度的连续性，对于任何 m 以及任何 5 > 0 , 总可以找到这样的 

n 0 ( m ) ，使得 


!UL(E m \E: o ( m) ) <8/2 


令 


Es = D ^no(m) 9 

m = 1 

我们来证明，这样构造的&满足定理的要求. 

首先我们来证明 ，在& 上序列 1/(^)} 一 致收敛于函数/(^.这个结论可以立 
刻得到证明:如果 x E &，那么对于任何 wi ， 当 AM / n ) 时都有 

\ fi ( x ) - f ( x ) I < l / m . 

现在我们来估计集£\仏的测度.为此注意，对于每个 =0. 事实上，如果 
〜 E ，那么就有这样大的一些 i 值存在，使得 

I/O 。） —/0。） I 多 1/ 肌， 

即序列1人（4丨在点〜不收敛于 / U ). 因为根据条件 ， U (%)丨几乎处处收敛于 

/(4,所以 


a(E\E m ) =0 


由此推出 


fji(E\E: o(m) ) = MEU <8/2 


因此 


(e\ n E ： o(m) ) =/,( n ( 罵 : w)) 

X m = l 1 X m = l 1 

n = 1 m = 1 ^ 


fi(E\E s ) 




S 




定理得证 


按测度收敛 

定义 4 我们称可测函数列乂（％)为按测度收敛于函数 / O )， 如果对于任何 

>0都有 




1— 卜： \ f n ( x ) - f ( x ) 1^0-( = 0. 

n ― ^oo 

下面的定理 7 和定理8揭示了几乎处处收敛与按测度收敛这两个概念之间的 
联系.和上一段一样，所论测度假定是有限的. 

定理 7 如果可测函数列丨几乎处处收敛于某一函数/(均， 那么乂 （％)也 
按测度收敛于这个同一的极限函数 yu ). 
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证明从定理 4' 就可推出极限函数/( I )是可测的.设4是这样的一个测度为零 
的集，在其上 AO ) 不收敛于/(%)•再设 


E k ( o -) = U ： \ f h ( x ) - f ( x ) I ^ o-j 9 


K(o-) = U E k(o-) , ^ = PI K(o-) 


显然，所有这些集都是可测的.因为 


Ri ( o -) D /? 2 ((7) D …， 

所以，根据测度是连续的这个性质，当/1400时， 

fi ( R n (( r )) 


现在我们来验证 


(3) 


MCA 


事实上，如果％ E 即如果 


li m 又 （ ) = fi x o^ 9 

71―>00 

那么对于给定的 (7 >0,总可以找到这样的/ I ，使得 

\fk( x o) -/Oo) 1 

即 a ；。¥/? n ( o -) ，从而更有 ％ ¥ m . 

但是 MW =0,因此从( 3 )就可推出 〆 m ) =0,从而当 /I 

a ( R n ( cr ))^ 0 . 


(k ^ n ) 


< ( T , 


因为 £„( cr ) CR n ( a ) ，所以定理得证. 

不难用例子使人相信 :从 函数列按测度收敛，一般说来，是推不出它是几乎处处 
收敛的.事实上，对每个自然数 I 按照下述方式在半开区间 (0,11 上定义个函数 


f ⑷ 厂⑷…/•⑷ 

J 1 V 2 ? V k ’ 


其中 


1,当 


时 


< X ^ 


k 


f \ k ) ( x ) 


0，当％为其余的值时 


将所有这些函数接连地编号，我们就得到一个序列，甚易验证，它按测度收敛于零， 
但同时在每一点都不收敛 ( 请读者自己验证这一点！ ）. 

习题设可测函数列|又(4 } 按测度收敛于某一极限函数 /( 幻.证明 :序列 1按测度收 
敛于函数 g (幻当且仅当 g (幻等价于 /( 幻. 

尽管上面所举的这个例子表明定理7不一定是可逆的，但是下面这个定理却是 


正确的 
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定理 8 设可测函数列 \ f n ( x )\ 按测度收敛于 /00. 于是从序列里可以 
选出一个子序列1几乎处处收敛于/(%)• 

证明 设 q ，心，…是某一正数序列，并且有 


lim 右 


0 


又设由正数化，仏，…，仏，…所组成的级数 


^1 + ^2 + ^3 + 


是收敛的.我们按下述方法来构造下标序列 


n x < n 2 < n 3 < 


• •秦 


是这样一个自然数，使得 


MU ： \f ni ( x ) _f( x ) \ ^ s x \ 

(这样的一定存在）；其次，选取 >〃1 是这样的一个自然数，使得 

/^U ： \fn 2 ( x ) -f(x) \ ^ S 2 \ < ” 2 . 

一般地，选取〜 是这样的一个自然数，使得 

^U ： \fn k ( X ) ~f( X ) I ^ ^ I < Vk - 

我们来证明像这样构造的序列几乎处处收敛于 /( X ). 事实上，设 

U 卜 ： I fn k ( x ) I G = 门及 i. 


< Vi 


R ：= 


因为 


R . D ^ DR.D - 3 …， 


所以，根据测度的连续性 


另一方面，显然 〆 O < ^ 7 )^ 由此当»时 〆 ►() 即 〆 O =0•剩下只 

k-i 

需验证，在集的一切点上有下列收敛性关系 成立： 

fnS % ) —/( 沐 

设％ E E \ Q . 于是就可以找到这样的 i 。， 使得〜¥氏.这就表明，对于一切 


0 9 


都有 


义0 E U ； 人（龙） - f ( x ) I ^ ^}- 


fn k ( X o ) ~ f ( X o ) 


< € 


因为根据条件， 6-^0 ，所以 


} im fn k ( ^0 ) =/Oo) 

k ― ►» K 



勒贝格积分 


225 


定理得证. 

7. 鲁金 ( Jlyami ) 定理 .C 性质 在这一节开头所给出的可测函数的定义是对任 
意集上的函数而言的，并且在一般情况下与连续函数的概念无任何联系.但是，如果 
讨论闭区间上的函数，那么有下面这个由鲁金在1913年所建立的重要定理. 

定理 9给定在闭区间 [ a ,6] 上的函数 /( 均是可测的充要条件 为:对 于任何 
s >0,在 [ a ,6] 上总有这样的连续函数 pO ) 存在，使得 

7^ cp(x) } 

换句话说，可测函数可以通过修改它在一个测度任意小的集上的函数值的办法 
使其变为 [ a ，6] 上的连续函数.如果闭区间上的函数可以利用这样的“小变形”来使 

它变为连续函数，那么就说它具有 C 性质（鲁金的术语).鲁金定理表明，对于实变 
函数 C 性质就可以作为可测函数的定义.利用叶果洛夫定理就可以得到鲁金定理的 
证明（请给出这个证明！） . 

习题 证明： 如果4是闭区间 [ a ， 幻上的可测集，那么对于任何 s >0, 总可以找到这样的开 

* G^A FcAMUfi(G\A) <s^a(A\F) <s. 


5. 勒贝格积分 


分析学初等课程里著名的黎曼 （ Riemann) 积分概念仅适用于这样的函数，它们 
要么是连续的，要么是有“不太多”的间断点.至于可测函数，它们在其有定义的地方 
( 或者一般可以给定在抽象空间上，因此对于它们而言，连续性概念简直没有意 义）， 
可以是处处间断的，黎曼积分结构就变得不适用.与此同时勒贝格对于这样的函数 
却引入了一种非常完善和灵活的积分概念. 

勒贝格积分结构的基本观念 就是: 它与黎曼积分有区别.点％不是按照它们在^ 
轴上的接近度来加以分类的，而是按照在这些点上的函数值的接近度来加以分类 
的.这就容许立刻将积分概念推广到非常广泛的一类函数上去. 

此外，对于给定在一个具有测度的任何空间上的那些函数，其勒贝格积分的定 
义是完全一样的.至于黎曼积分，它首先是对一元函数引入的，然后再将它进行相应 
的修改推广到多元的情形.对于具有测度的抽象空间上的那些函数来说黎曼积分一 
般没有意义. 

在以后要是我们没有提出相反的声明，那么所考察的某一完全々可加测度 M ， 
它是定义在一个含有单位集 X 的 cr 代数上的.所有我们要考察的集^ CX 假定都是 
可测的，而函数 / U ) 对于 X e X 都是确定的并且都是可测的. 

对我们来说采取下述顺序较为方便，首先对所谓的简单函数定义勒贝格积分， 
然后再将它推广到本质上更为广泛的一类函数上去.第2段到第5段包括了全空间 
的测度是有限的那种情形的勒贝格积分构造法.无限测度的情形在本节第6段中 


讨论 
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简单函数 

定义1 定义于某一在其上给定了测度的空间尤上的函数/(%)称为简单函数， 
如果它是可测的并且取不多于可数个函数值. 

下述定理刻画了简单函数的结构. 

定理1 取不多于可数个不同的函数值 




，， 


ri , r 2 , 


的函数 /( 幻是可测的充要条 件为: 一切集 


\x ： f(x) = y n \ 


A 


皆为可测 


证明 条件的必要性是显而易见的，因为每个圮是单点集 lyj 的原象，而每个 
单点集是博雷尔集.条件的充分性可从下述事实 推出: 在定理的条件下任何博雷尔 

集的原象/ _1 (以是不多于可数个可测集七的并集 IJ 即是可测的. 


y n ^B 


利用简单函数来构造勒贝格积分是基于下述定理. 

定理2函数/(%)是可测的充要条件为它可以表示成简单可测函数列的一致 
收敛的极限的形式. 

证明从上节定理4可知，条件的充分性是显而易见的.为了证明条件的必要 
性，我们考虑任意可测函数/(^)并令乂( I ) = m // l (当< (m + 1 )/71 时）, 

这里 m 为整数，而/ I 则为正整数.显然，函数乂 (幻是简单函数.当 71-^00 时它们一致 

收敛于 /( 幻，因为 \f{x) -f n {x) I ^l/n. 

简单函数的勒贝格积分 我们首先对上面所谓的简单函数，即取有限个或 
可数个函数值的可测函数，引入勒贝格积分概念. 

设/是某一取函数值 




， Ji ^ Jj G ^j) 


Jl.Jl ， 


n ， 


的简单 函数. 又设 4 是 X 的某一可测子集. 

函数/在集4上的积分自然可以用下面这个等式来定义 


f(x)d/ui = ，其中疋 = \ x ： x e = y n \ 9 

n 

如果右端的级数是收敛的.我们就得到下述定义（在该定义中由于明显的原因预先 
要求级数绝对收敛). 

定义2 如果级数 (1) 绝对收敛，那么就称简单函数/在集4上(按测 度 / t ) 为可 
积或 可和. 如果/可积，那么级数 (1) 之和就称为/在集4上的积分. 

在这个定义里假定所有的都是不相同的.但是，可以将一个简单函数的积分 
值表成乘积之和的形式.从而不必假定所有 c , 都是不同的.这就容许得到 

下面的引理. 


( 1 ) 
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引理设4 = U 当；句•时 ， n & = 0，并设函数/在每一个集上仅 

k 

取一个函数值 c A . 于是 


f ( x ) Afi = ^y \ c kf^i ) 9 

mmammmm 

k 

并且当且仅当级数 (2) 绝对收敛时，函数 / 在 4 上可积. 

证明容易看出 ，每一 个集 


( 2 ) 


^ AJ{x) = y n \ 

是 B k 里能满足条件 q 的那些集的并集.因此 

X ^(^ n ) = = X C #( 足) 


A 


y n 


因为测度是非负的，所以 


x I jn \^(k) = x I ^ I y,^ B k) = x I c k \M B k) 


c k=yn 


即级数和 z 6^(5,) 或者同时绝对收敛或者同时发散.引理得证. 

n k 

我们来揭示简单函数的勒贝格积分的某些 性质： 

lf(x) + g{x)]Afi = [ f{x)AfJi + [ g(x)dfi 9 

J A J A 

并且从右端两个积分的存在就可以推出左端积分的存在. 

为了证明这个性质，我们假定/在集 F t CA 上取函数值/：，而 g 在集 GjCA 上取 

函 数值& 因此 


A ) 


Ji = f(x)dfi = 

J ^ i 

Ji = \ g(x)dfi = Y^gj^Gj) ， 

J A 


(3) 


(4) 


于是根据引理 


[/O) + g(x) ]dfi = Hifi + gj)f^(Fi n Gj). 


( 5 ) 


但是 


n Gj ) 9 ^( Gj ) = n c .). 

攀 • 

J ^ 

因此从级数 (3) 和级数 (4) 的绝对收敛性就可推出级数 ( 5 ) 的绝对收 敛性; 同时 


) 对于任一常数 t 都有 
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kf ( x)dfji = k f ( x ) d / ji . 


并且从右端积分的存在就可推出左端积分的存在.（可以直接加以验证 •） 

C ) 在集4上有界的简单函数/在集4上可积，并且，如果在4上|/(幻 | 


那么 




(可以直接加以验证 •） 

3. 具有有限测度的集上的勒贝格积分的 一 般定义 

定义 3如果在集4上有一致收敛于函数/的简单可积函数列 |/ J 存在，那么 
就称该函数/在集4上为可积(可和).我们用符号 


来表示极限 


lim f n ( x)da 


I 


( 6 ) 


并称它为函数/在集4上的积分. 

如果下面三个条件得到满足，那么这个定义就是正确的. 

1 ) 极限 (6) 对于任一个在集4上为一致收敛的简单可积函数列都是存在的. 

2 ) 对于给定的函数/，这个极限不依赖于该序列的取法 • 

3) 对于简单函数可积的定义，从而也就是积分的定义与第2段里所给出的积 
分的定义是等价的. 

所有这些条件的确都得到满足. 

为了证明第一个条件能够得到满足，只需注意，根据简单函数的积分的性质 

A )， B ) 和 C ) 就有 


f n ( x)Afi - I sup f n ( x ) - f m ( x ) 


⑺ 


为了证明第二个条件能够得到满足，应该考察两个收敛于 / 的序列 \fjrn 

1 /7丨•要是这两个序列的极限 (6) 取不同的值，那么由这两个序列合并所得到的序 
列的极限 (6) 就不存在，而 与璋一 个条件矛盾.最后，为了证明第三个条件的正确性， 
只需考察那个对于所有的/ I 都有/„等于/的序 列:又 (％) 

注我们看到，在勒贝格积分构造中有两个重要的步骤.第一步，对于十分简单 
同时又十分广泛的某一类函数（简单可和函数）可以直接定义积分 （ 为级数之和） • 
第二步，利用取极限将积分定义推广到本质上更为广泛的一类函数上去.按本质讲， 
这两种方法的结合——按狭隘的定义直接构造和取极限，在任何积分构造中都会 


出现 
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我们来揭示勒贝格积分的一些基本性质.由定义直接推岀 


I • dfi = fju(A) 


n. 对于任何常数 a 都有 


kf(x)dfi = k f(x)da 9 


(9) 


并且从右端积分的存在就可推出左端积分的存在. 

从简单函数的积分的性质 B ) ，利用取极限就可以导出这个性质 

可 加性： 


1111 


= [ + [ g(x)dfi, 

J A J A 


[f(x) + g(x)]dfi 

并且从右端积分的存在就可推出左端积分的存在. 

从简单函数的积分的性质 A ) ，取极限就可以得到证明. 

IV . 在集4上有界的函数/在4上为可积. 

利用定理2,从简单函数的积分的性质 C ) 取极限就可以得到证明. 

V . 单 调性： 如果/(幻>0,那么 


( 10 ) 


( 11 ) 


f(x)da ^ 0 


( 假定这个积分存在). 

对于简单函数这个结论可以直接从定义推出，对于一般情形可以这样导出结 

论，注意，如果/是可测的并是非负的，那么就可以找到一个非负的简单函数列一致 
收敛于它(参看定理 2). 

从后面这个性质立即推出，如果/(%) ^ g ( x ) ，那么 

f(x)dfJL ^ I g{x)6fl. 

j A J A 

因此，如果对于所有的（或几乎所有的 h e 都有 < M ， 那么 


( 12 ) 


mji{A) ^ f(x)da ^ Mu(A) 


(13) 


VI . 如果 /^( A ) =0,那么 j f(x)dfi = 0 

龜 

W . 如果几乎处处 / U ) = gU )， 那么 


f(x)da 


g(x)da, 


并且两个积分同时存在或同时不存在. 

这两个结论可以直接从勒贝格积分的定义 推出. 

W . 如果函数 P 在4上可积，并且几乎处处 I / O ) I 那么/在4上也 
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可积 


事实上，如果/和 p 都是简单函数，那么从集4里去掉某一测度为零的集后剩 
下的集水就可以表示成有限个或可数个集的并集，在这些集的每一个上/和 p 都是 
常数: / O ) = a n 9 cp ( x ) =6„，并且 | | .由 p 的可积性推出 


Z \a n \fi(A n ) ^ Yb^(A n ) 


( p ( x)djm = ( p ( x)dfi 


因此/也可积，并且 


j f(x)dfl = X a rJ^i A n) 

^ A 厂 


/ o ) 如 


1/(^) (p{x)Afi 


在一般情形下取极限并利用定理2就可以证明这个结论 


积分 


[/( 欠 ) 如 ， h - \ \f(x) | d/uL 

J A J A 


(14) 


同时存在或同时不存在. 

事实上，根据性质 VII 从积分/ 2 的存在性就可推出积分^的存在性. 

反之，简单函数的情形可从积分的定义推出，而一般情形则取极限并利用定理 
2 ,这时必须利用不等式 


I « I - I 6 | ^ 

4. CT 加性和勒贝格积分的绝对连续性 在上一段中已经阐述了固定集上的勒 
贝格积分的一些性质.现在我们来确立勒贝格积分的某些性质，将表达式 

j A 

视为一个定义在可测集的全体上的集函数.首先我们来确立下述性质. 

!• 

■ 

I 

定理3 如果4= U 疋，当；时久门七=0，那么 


b 


f ⑷ 


[ = X f 


(15) 


并且从左端积分的存在就可推出右端那些积分的存在，而由它们所构成的级数是绝 
对收敛的. 


证明我们首先对取函数值为 


7 i ,72 ， 


iTn ， 


的简单函数/来验证这个定理的 结论. 设 


U ：^ E 4，/0) = * 


B 
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_ 


=^ KJ ( X ) = 7 k \ 


于是 


/0)如== XhX〆 心) 


=E iyM B nk) = E f f( x )^ 

n k n ^ 

因为根据 / 在 4 上为可积的这个假定，级数是绝对收敛的，而所有的集 

k 

的测度是非负的，所以 （16) 的一串等式中所有其余的那些级数也都是绝对收敛的. 

在任意函数/的情形，从/在4上的可积性就可推出，对于任何^>0总有一个 
在4上可积的简单函数 g 存在，并且满足条件 

\ f ( x ) - g ( x ) 


(16) 


(17) 


对于 g 有 


I g(x)d/ji = Y [ g(x)dfji 

J A n J A n 

并且 g 在每一个集 < 上可积，从而级数 (18) 绝对收敛.从后面这个情况以及估计式 
(17) 就可推出/在每个疋上也可积，而且 

X I [ - [ g(x)dfl ^ X e ^( A n) 

n ^ J A n J A n n 

I f /( a :)4 u , - \ g { x)Ajx ^ efx { A ) 

再根据⑽就可推出纖 2 J / W 如是绝对收敛的，瓶还可嶋到下面这个 

n A n 

估计式 


(18) 


= sii{A ) , 


Z f f ( 幻如 - JV(4d/x 卜 2 平 ⑷. 

n ^ Art ^ A I 


因为 s >0 是任意的，所以 


X / f ( x )^ = / f ( x )^ 

推论 如果 / 在 4 上可积，那么 / 在任一可测集水 CM 上也 可积. 

我们证明了，从函数/在集4上的可积性推出，如果4= \ JA n , A i r \ A j = 0，那 

71 

么/在每个4上可积，并且4上的积分等于集 < 上的积分之和.这个结论可以转换 
为下面的定理. 

定理4 如果4= ( J 疋，当•时皋门禹=0而且级数 




•A 
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Z J I / U ) | 如 


( 19 ) 


收敛，那么函数/ 在^ 4上可积，并且 


[ f{x)Afi = X [ /(%) 如 . 

J ^ n J 

证明 与上面的定理相比较，这里新的结论是，从级数 ( 19 ) 的收敛性推出/在 A 
上的可积性. 

首先对取值/；的简单函数的情形加以证明.令 

B ； = \x：x E A,f(x) =/；( ,Ani = K H B iy 


我们有 


1/( 无 ） 14^ = y I/, imo 


U A ni = B i 与 


从级数 (19) 的收敛性推出，级数 


Z X \fi \M A ni) = Z \fi \M B i) 


收敛 


后面这个级数的收敛性表明积分 


f(x)d/n = TfijJ.iBj 


存在.在一般情形则用简单函数/来逼近/，使得 

\f(x) - / (x) 


( 20 ) 


< S 


于是 


7 (x) I d/ji ^ \f(x) I djui + SfJbiAJ , 

又因为级数收敛，从级数 ( l 9 ) 的收敛性推出级数 

71 

S / I / W I 如 


的收敛性，即根据刚才证明的简单函数/在4上的可 积性. 但是根据 (20) 原来的函 
数 /在4上也可积.定理得证. 

契贝谢夫 ( He6i>imeB) 不等式如果在4上 ( p { x ) ^0并且 c >0,那么 

J q >( x)djm 


/jl\x：x E A 9 cp(x) ^ c\ 


( 21 ) 


事实上，设 
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齡 


A f - \x：x E A^(p{x) ^ cj 


于是 


(p(x)dfi = (p(x)dfi + 

J A J A f J 

推论 如果 


(p(x)dfi ^ (p(x)dfi ^ Cjub(A f ) 


A\A 


/O) I 如 = 0 , 


那么几乎处处都有 /( 均 = 0 . 

事实上，根据契贝谢夫不等式，我 们有: 对于一切 n ，都有 

^x：x G A, \f(x) I ^ n j 


f(x) \djuL = 0 


因此 


e I/O) I > 士 } = 

在上一段中曾经指出，任何函数/在零测度集上的勒贝格积分都等于零. 

这个结论可视为下面这个重要定理的极端情形. 

定理 5( 勒贝格积分的绝对连续性）如果/(%)是一个在集4上可和的函数，那 
么对于每一个 e >0就有这样的 S >0存在，使得对于每一个这样的可测集只 
要 〆 e ) < S 都有 


fJi\x：x E AJ(x) # 0 ! 


0 


I J/0)4ix 

证明 首先我们注意，如果 / 是有界的，那么结论是明显的.现在设/是4上的 
一个任意的可和函数.令 


< S 


\x：x E ： A^n ^ \f(x) I <7i + l} 


A 


tzl 

—y 


u '， C N = A\B 


B 


于是根据定理 3 ， 


[1/( 欠） 14^ = X [ 1/( 欠 ）14^ 

J A r~f\ J a 


选择 TV 使得 


X [ 1 /(^) 14 ^ = [ \A x ) 14 ^ 

n = N+l ^ ^ 


e 


< 


2 ， 


又设 
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0 < 5 < 


2 (N + 1) 


如果现在 At ( e ) <3,那么 


^ \f(x) I dfi 

€ 

=\ i /(^) I 如 +[ 

JeHB N J 

右端第一个积分不超过 s /2( 性质 V ) ，而第二个积分大于取在整个集 Q 上的那个 
积分，即也不超过 s /2. 这样 一来， 我们就得到 

[ \f(x) \Afi < s. 

J e 

作为集函数的积分所确立的这些性质可导出下述结果.设/是一个在空间 X 上按测 
度 M 可和的非负 函数. 于是函数 


1 / 0)1 M 


nC N 


J A 

对于一切可测集4 CZ 都是确定的、非负的与 O ' 可加的，即满足条件 :如果 4 = 
U 4与次= 0，那么 F ( v 4) = X F ( A n )- 换言之，非负函数的积分作为集函 

n n 

数具有 a 可加测度的一切性质.这个测度与原来的测度 A 都定义在同一的 CT 代数 

上，并且由下述条件与有联系:如果从(/4) =0,那么 F ( A ) =0. 

勒贝格积分号下取极限 在勒贝格积分号下取极限的问题，或者说成是关 
于收敛级数是否可以逐项积分袖问题，经常在各种问题里发生. 

在古典分析里已得到一个关于可以在积分号下取极限的充分条件 为:对 应的序 
列（级数)是一致收敛的. 

现在我们来建立某些关于在勒贝格积分号下取极限的定理，而这些定理可以说 

是古典分析里对应定理的一种深刻的推广. 

定理 6( 勒贝格）如果序列 1/ J 在4上收敛于/，并且对于所有的 n 都有 

\fni X ) I ^ <P ( X ) ， 

其中^在4上可积，那么极限函数/在4上可积，并且 

[ f n (x)dfl-^ f f(x)d/UL. 

j A J A 

证明 从定理的条件容易推出 \f(x) I «P(X). 因此 /( 第 3 段性质 VB ) 是可积 
的.设 S >0是任意的.根据定理 5( 关于积分的绝对连续性）就可以找到这样的 S > 
0,使得只要 〆 S ) <5就有 


F ( A ) 




(p(x)dfi < 

Jr 


( 22 ) 


4 
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根据叶果洛夫定理可以选取满足条件 M ( S ) < S 的集 B ， 使得序列在 C =A\B 上 
一致 收敛. 从而，可以找到这样的乂使得在 n 多 TV 和％ E C 时满足不等式 

1/(^) -人 U) 


S 


< 


2 m (C) 


于是 


f(x)djUL - f n (x)d/UL 


A 


A 


=+ - jf n (x)djui 

又因为 \f{x) I 彡 〆 4 和 \f n {x) I ^cp(x ) ，所以根据 (2 2 ) 就得到 


s 


s 


s 


f(x)dfi - f n (x)djuL 




s 


2 4 4 

推论 如果 \f n (x) I 彡 M = const ， 并且那么 


A 


A 


f n (x)djUL^ 

注 因为函数在一个测度为 0 的集上所取的值并不影响其积分之值，所以在定 
理6里只需假定 i / J 几乎处处收敛于/就行了，并且每一个不等式 | 乂“） | ^cp(x) 
也只是几乎处处满足. 

定理 7( 列维 （ B . Uvy )) 设在集4上 

fli X ) ( 欠 ） $ …^ fni X ) ^ 

并且函数/„都可积而它们的积分全体 有界： 


• •參 


f n (x)du^K, 


A 


于是在4上几乎处处都有（有限)极限 


f(x) = lim f(x) 


(23) 


存在，函数/在4上可积，并且 


fn ( X )^ 


f(x)da 


A 


A 


这时在极限 (23) 不存在的那个集上可以任意给定函数/，例如，在该集上可以令 


f{oc) =0 


证明 假定 (4 >0.因为一般情形只要取函数 


就可以化为这种情形.我们来考察集 
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/3 = E AJ ( x ) 


容易看出 ， n u 戍 '其中 


(r) 


|以 E AJ n { x ) > r ( 


根据契贝谢夫不等式 ( 21 ) 


fi ( n ( n r) ) ^ K / r . 

n[ r) cn^ r) c--cni r) c-- fi{ u 比) ）< •但对于任何 r 都有 


oc\j n [ r) ， 


因此/ x (/ 2 ) d 由于 r 的任意性，由此推出 

- o. 

这就证明了单调递增序列 IAU ) 丨在 4 上几乎处处具有有限极限/(幻 

用木表示那些满足条件 


r - 1 ( f { x ) < r ， 

的点％ E 4 所构成的集•在木上令 〆 ％) = r . 

如果 〆 均在 4 上的可积性能够得到证明，那么这个定理的结论就可以直接从 
定理 6 的推论推出.令 


= 1 , 2 , 


U K 


R 


因 为在久 上函数又与/都是有界的，并且永远都有 < p ( x ) ^ f ( x ) + 1 ，所以 


( p ( x ) djUL ^： f ( x)dfi + jul ( A ) 


lim f n ( x)dfi + jul ( A ) ^ K + jul ( A ) 


但 


( p ( x)dfji = ^ rjub ( A r ) 


这些和是有界的就表明级数 


y = [ (p{x)A[x 

r = l J A 

«» 

s 

是收敛的.这样一来，函数 p 在 4 上的可积性就得到了证明.在定理证明中函数 
fn( X ) 的单调非减条件显然可以换为单调非增条件. 

推论如果少„ 0 )> 0 ,并且 
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S J ， 

fl = 1 J ^ 

00 

那么级数 h ( x ) 在4上几乎处处收敛，并且 


1/ X^ni^)) 6 ^ = S — 

定理 8( 法图 （ Fatou )) 如果非负可测函数列 U 丨在4上几乎处处收敛于/， 


并且 


f n (x)dfi^K, 


那么/在4上可积，并且 




证明令 


<Pn( x ) = f k ( x ) 


< p n 可测，因为 


\ X > ( Pn( X ) ^ C ( = U \ X »fki X ) 

I 

其次， 因此％ 可积，并且 


( p n ( x)dfi ^ f n ( x)dfi ^ K . 


最后 


<Pi(x) ^ (p 2 (x ) 彡 


彡％(欠） < …， 


• •參 


从而几乎处处都有 


lim %(>) = f ( x ). 

n —►» 

因此把上面的定理应用于 \ cp n }, 我们就得到所要求的结果. 

无穷测度集上的勒贝格积分 到目前为止，我们所说的积分及其性质是在 
下述假定下讨 论的: 所论函数系给定在这种或那种具有有限测度的集上的.但是经 
常必须处理给定在具有无穷测度的集上的函数，例如，给定在具有勒贝格测度的直 
线上的函数.因此将积分概念推广到这种情形是很重要的.这时我们仅限于讨论那 
种在实用上最重要的情形，当所论集 z 可以表示成可数个具有有限测度的集 的和： 




^ = \ JX n ^{ X n ) 


(24) 


如果空间在其上给定了测度 / x ) 可以表示成可数个具有有限测度的集之和， 
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那么 Z 上的测度 M 称为 o ■-有限（参看§ 3第3段）.直线上、平面上和 n 维空间中 
的勒贝格测度都是 o ■- 有限测度的例子.不满足 cr - 有限性条件的测度，例如，可以 
这样得到，在直线上每一点都赋以权 1. 于是直线的所有子集可以认为是可测的，并 
且有限集将具有有限测度，而其余的集则具有无穷测度.集 X 的满足条件 (24) 的可 

测子集的每一个单调递增序列 | ZJ 称为枚举序列.现在引入下述定义. 

定义4定义在具有 cr -有限测度 At 的集 Z 上的可测函数/称为在 X 上可和， 
如果它在每一个具有有限测度的可测子集 4 CZ 上可和，并且只要对于每一个枚举 

序列 UJ 极限 


(25) 


lim 


都存在且与该序列的选取无关.这个极限称为/在集 x 上的积分并用符号 


ff (物 


来 表示 . 同样，显然，如果函数/在某一具有有限测度的集外等于零，那么对于它刚 
才所叙述的积分定义与第3段所给出的那个积分定义是等价的 • 

注第2段中所给出的简单函数的积分定义可以逐字逐句照搬到无穷测度的 
情形.这时显然，为了简单函数的可和性，必须使得它仅在有限测度的集上取每一个 
异于零的值.第3段中所给出的可和性定义与集 X 的测度的有限性假定有密切联 
系.事实上，如果 AtU ) = oo ，那么从简单可和函数列|^丨的一致收敛性一般并不能 

推出它们的积分的序列的收敛性(请举例说明！） . 

第3段和第4段中关于有限测度的情形所叙述的那些结果基本上适用于测度 

为无穷的集上的积分. 

本质差别在于:在从(尤）= 00的情形， X 上有界的可测函数不一定是可和的.特 
别，如果 MX ) = oo ，那么任何异于零的常数在 J 上不 可积. 

读者不难验证，勒贝格定理、列维定理和法图定理在无穷测度的情形仍是正 


确的 


7. 勒贝格积分同黎曼积分之比较我们来阐明勒贝格积分同黎曼积分之间的 
联系.同时仅限于讨论直线上的线性勒贝格测度这种最简单的情形 • 

定理9如果有黎曼积分 


(R) 

存在，那么/在 [ a , 6] 上按勒贝格意义可积，并且 


dx 


J 一 


f(x)djLt = I. 


: a ， 6] 


证明我们用分点 
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_ 


将闭区间 [ a ，6 ] 分成 2 n 个子分划，并且与这个子分划相对应地造达布和数 

2" 

2 n 

k = 1 


2 n 


— u ▽ 

2 n 

k = 1 


m 


0 ) 


nk , 


nk ， 


其中在闭区间 


^ x x 


x k~i 


k 


上的上界，而〜是 / 在该同一闭区间上的下界.根据黎曼积分的定义 

I = lim{2 n = li 


I 111 


0 ) 


令 


f n { % ) = M nk ( X 

fn( X )= 


^ X < X 

(x k ^ ^ x < x k ) 


k~l 


m nJc 


函数和人在点％ & 可以任意重新 定义. 容易算出 


fn = (O n . 


f n {x)AjX = n nJ 


: a ， 6 ] 


: a ， 6] 


因为序列 1/ J 非递增，而序列 i 人丨非递减，所以几乎处处都有 


fn( X ) 4/0) ^f(x) , f n (X) -> / (X) ^f(x) 


根据列维定理 


f (x)dfJL 


f (x)dfi = limn n 


/ = li 






_a ， 6] 


: a ， 6] 




因此 




(/ O ) - / O )) 如 = 0 


[a ， 6] 


[a ， 6] 


从而几乎处处有 
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定理得证 


容易举出在某一闭区间上的有界函数按勒贝格意义可积而按黎曼意义不可积 
的一些例子(例如，已经提过的在闭区间[0，1]的有理点等于1而在无理点等于0的 
狄利克雷 ( Dirichlet ) 函数就是一个很好的例 子). 无界函数一般不可能按黎曼意义 

可积，但其中很多按勒贝格意义却 可积. 特别,对于任一函数 /( 幻 >0,如果它的黎曼 


积分 


[ f ( x)dx 

^ a+s 

对每个 e >0是存在的，而且当 ^->0 时有有限的极限/，那么/在 [ a ,6] 上按勒贝格 

意义可积，并且 


f ( x)djUL = lim f ( x)dx 




反常积分 


lim f ( x)dx 




在 


I \ f ( x ) \ dx = oo 

J a^e 

的情形按勒贝格意义是不存在的，因为根据第3段性质 M ，从函数 /( % ) 的可和性推 
出函数 \ f ( x ) | 也是可和的.例如，积分 


lim 


dx 


sin 


作为 ( 条件收敛的)广义黎曼积分是存在的，但作为勒贝格积分却是不存在的 • 

如果在整个直线 （ 或半直线）上讨论函数，那么对于这样的函数黎曼积分仅可能 
在广义的意义下存在.又如果这样的积分绝对收敛，那么对应的勒贝格积分也在同 
样的意义下 存在. 如果这个积分仅是条件收敛的，那么该函数在勒贝格意义下不可 

积. 例如，函数按勒贝格意义在整个直线上不可积，因为 

X 


SU1 X 


dx 


但是广义积分 


sin x 


dx 


大家知道是存在的，并且等于 7 T 
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參 


6. 集族及其测度的直积•富比尼 （ Fubini ) 定理 


在分析学里关于将二重积分(或一般是多重积分)化为迭积分的那些定理占有 
重要地位.在本节末将证明的所谓富比尼定理是多重勒贝格积分论里的一个重要结 
果.首先我们来建立某些辅助概念和事实，尽管它们本身也具有独立的意义 • 

1. 集族的乘积 一 对有序的数偶(〜 y ) 所构成的集 Z (其中％已尤，^[10称为 
集尤和 y 的直积，并且用符号 zx y 来 表示. 类似地，有序的有限序列 (a a ， …， 

(其中 〜 e xj 所构成的集 z 称为集 H ， …，的直积，并且用符号 


x k 


xX 


X 


Z — X x x X 2 


x 


• •參 


来表 TK . 在特殊情形下，当 


- X 


X x — X 2 — 


时，集 Z 是集 X 的 n 次幂 


Z = x\ 

例如 n 维坐标空间 R n 是数直线 R 的 n 次幂. 单位立方体 f n (即由 R n 里坐标满 


足条件 


0 ^ x k ^ 1 , k = 1 ,2, …， n 

的元所构成的集)是单位闭区间7 1 = [0，1]的 n 次幕 

如果$，@ 2 ，…， ©„ 是集族&， Z 2 ，…， 氧 的一个子集族，那么 

91 = (5, x © 




X 


X 


2 


就表示集族 Mx k 的一个子集族，并且可以表成下面这种形式 

X 圮， 


A = A x x A 2 


x 


• •參 


其中4 e @ A . 

如果@, = © 


=@„ = @,那么沉是集族©的 ri 次幂 

沉= @ n . 

例如 R n 里的超平行体族是 R 里的闭区间族的 n 次幂. 


• •參 


2 


定理1如果, @2，…，都是半环，那么況 = l X l 也是一^个半环. 

按照半环的定义我们应该验证，如果 E 沉，那么£況.此外， 

如果 BC 4, 那么4 = H 其中 q = fi •当；/)时仏 n C ; . = 0，且(：〖£沉0 = 1， 

2, …， n ). 对于 

I • 设4 e 5 x @ 2 ，B e A x @ 2 .这表示 


证明 


= 2的情形，我们引入证明如下 
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A = A x x A 2 , A x £ , A 2 E © 

B 2 , B x E , B 2 E © 


2 ， 


B = B 


x 


2 


于是 


A r\ b - (a x n B t ) x (a 2 n b 2 ). 

♦ ^ 


又因为 


n e ©!, a 2 n b 2 e © 2 , 


所以 


a n b e ©j x © 


2 


现在我们补充假定 


C A l9 B 2 C A 2 . 

又由于 © i 和 © 2 都是半环，所以下面的这些分解式都是成立的 

A x = B x \J B[ l) U 

B 2 U B〗 1 ) U 


U B \ k) , 

U fi ； 


• • • 


⑺ 


A 


參## 


2 




于是 


A = xA 2 = (j?! x B 2 ) U (J?! x B [ l) ) U 

B 2 ) U (B[ l) x B ( 2 l) ) U 


u (B, x ) 

U (B[ l) x 5^ z) ) 


參## 


( 1 ) 


U (B 


x 


•參# 


U (B[ k) xB 2 ) U (B[ k) xB?)) u ••• U (B[ k) x ) • 

这个分解式的第一项是 A x fi 2 = B , 而所有的项都属于集族 $ x @ 2 . 定理 


得证 


但是从假设族 ( B k (k = l ,-, n ) 都是环（或 a - 代数），还可推出直积 M 是 

一个环 ( Xt 应的 o " 代数). 

2. 测度积设在诸半环© 


上分别给定了测度 

弘1(41)，芦2(力2)， …， 从„(疋），4 

为简单起见，我们将假定这些测度是有限的，尽管下面的推理和论据无需作重大修 
改就可搬到7有限测度的情形上去(例如，可参看 [21]). 

我们在半环 


• •參 


2， 


5R = ©! X © 


x (5 


( 1 ) 


x 


2 


上用公式 


MA) = fi 1 (A l )fi 2 (A 2 )--fji n (A n ) 


( 2 ) 
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来定义测度 


(3) 


M = 弘1 x M 2 


X 


X 


A ， 


• • • 


这里 


A - A x x A 2 

剩下还需证明 MW 的确是一个测度，即这个集函数是可 加的. 对于 n =2的情形，我 
们来给出这个 证明. 设给定了分解式 

A = A , x A , = \J B (k) ，当 i 笋 ^ / 时 B (0 n B 


x A 


x 


♦ •參 


n 


U ) 


0， 


2 


(k) 


B \ k) x B 


⑷ 


B 


2 


根据第一章 § 5 引理 2 有这样的分解式 


= U c [ m) , a 2 =\j C ( 2 

m n 

存在，使得集是某些 Cf 的并集，而集则是某些 Cf 的并集.显然 

从(4) = (^1 )/ X ，2 ( A 2 ) = ^ y Ml ( c { ro ) )从2 ( d ， 

n m 

• • 

.> 

Mb ( a) ) =〜«))〜(#)) = S I,Mc[ m) )Mc ( 2 n) ) 9 

m n 

并且在 ( 5 ) 中右端的和是对所有的和 CfcBf 遍取的，而在等式 (4) 的 
右端所出现的所有那些项则是对一切 C 皂和 C 〗 n) C 岑遍取的.因此 

M A ) = Tfi( B k) , 


打) 


(4) 


(5) 


k 


这就是所要证 明的. 

这样一来，特另 ! j ， 从 直线上线性测度的可加性就可推出 n 维欧几里得空间中的 
初等测度的可加性. 

r 

由公式 ( 2 ) 所给出的那个给定在半环 ( 1 ) 上的测度 ( 3 ) 我们就称为 


, fl n 的 




测度积 


定理2如果测度 ， M2 ，…， a 都是^可加的，那么测度 g 
也是 cr 可加的. 

证明 对于的情形，我们来证明•用 Ai 表示测度〜的勒贝格测度扩张 

00 

设 c = u C „ ，其中 c n nc m = 0 O / m )， 并且集 C 和 C „ 都属于 (^ x ® 


fix Xfi 2 X - • X/UL 


n 


2 ， 


71 = 


C = A x B,A G E @ 

= A n X 坎 A 已 (B l9 B n E © 

设集 4 和岑，4 2 ,…属于空间 x 对于％ e Z ， 令 


2， 


C 


2 


n 
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， 若 ％ 


fn ( X ) = 


0, 


容易看出，对于％ e A 


X 人⑷ = f ^( B ) 

n 

因此，根据列维定理的推论(参看§ 5第5段） 

X / /» dA i =/M2( s ) d Ai 


Ai(^)m 2 ( S ) =Ai(4)A2( B ) 


/n(^) d Ai = M C J ， 


但 


从而 


^Z,M C n) = M C ). 

n 

如果〜 ，…， fl n 分别是给定在 CT - 代数，…， @„ 上的 O" 可加测度，那么我们 

的勒贝格扩张.我们将用符号 

⑭化 ⑭…⑭ A 或 


称它们之积为测度 A ><化 


X/UL 


芦1 


来表示 


特别，当 


= fl n = ^ 


Ml = ^2 


时，就得到测度 M 的〃次幂 


例如， n 维勒贝格测度，是线性勒贝格测度 M 的〃次幂. 

注意，测度积自然而然是完全的 ( 甚至当测度 A ，…， A 不是完全的也是如此 )• 

3. 用截线的线性测度之积分表示平面测度之表 达式. 勒贝格积分的几何意义 

设 (x，y) 平面上的 K 域 G 由 纵线欠 =u = 6和曲线 y =少(％) ，y =少(％)所 围成. 

大家知道，区域 G 的面积可以用积分 


V ( G ) = { < p ( x ) - if /( x ) }dx 


来表示 


这时差 < p ( x 0 ) -少(%。）等予由纵线 x = x Q 所截割的区域 G 的截线长度 • 我们的 
任务就是将这种面积测度的方法推广到任意测度积 


^ = fi x ®^ i y 

上去.往后将假定 测度〜 和^定义在^代数上，它们是^可加的，并且具有完全性 
(如果 和 〆 4 )=0 ,那么 B 是可测的），而这个性质，正如我们在以前早已指出 
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过的，为所有的勒贝格扩张所具有 

我们引入下列 符号： 


\ y ：( x , y ) E A \ (x 固定）， 

k * .. , . 

I 

_ _ _ 

* • 

_ 

< . 

T-_ 

\ x ：( x , y ) e A \ {y 固 定). 

如果 z 和 y 都是数直线 ( mxxY 是一个平面 ） ，那么 < 便是由纵线％ = %所截 
割的集4的截线在 y 轴上的投影. 

定理3在上面所列举的那些假设下，对于任何 g 可测集都有 

M A ) = / /^y( A x)^ x = f JLL x (A y )d/LL r 


A 


A 


证明只需证明等式 


m(A) 


〜（％)如*， 其中〜 （幻 = fly ( A x ), 

因为定理的第二个结论与第一个结论完全相仿.我们注意，定理自然蕴涵这样的结 
论，对于几乎所有的4在测度 A 的意义下)集4对 测度仏 是可测的，而 函数仏 (4 
对测度 A 是可 测的. 要是没有这个结论，公式 (6) 没有 意义. 

测度 g 是定义在4 =七。 X 4。 这种形式的集族上的测度 W = A X 仏的勒贝 

格扩张 • 对于这样的集族，等式 ( 6 ) 是显然成立的，因为对于它们 

当太 e 时， 

当时. 


( 6 ) 


(Pa(x) 


0, 


不难将等式 (6) 推广到況 （© J 里的那种按里的两两互不相交的集的有限 
和这种分解式的集族上去. 

在一般情形，等式 ( 6 ) 的证明根据下面的引理，而该引理本身对于勒贝格扩张论 
具有独特的意义. 

引理对于任何 M - 可测集1都有下面这种形式的集 S 存在： 

n B ny B x DB 2 D 


B 


: D B n D …， 




B n =\J B nk , B nl CB^C 


r ~ /? 广 

^ nk 


參•參 


• •參 


其中集 ^ 都属于 SH (@ J ，并且 4 CB ， 同时 


①注意，对 x 积分实际上可以化成对集 （ J 、 c z 积分，在该集之外被积函数等于零.类似地有 
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⑺ 


fi(A) =/ul(B). 

证明根据可测性定义，对于任何〃，集^可以嵌入集 = (J 

r 

集的并集，使得 


里的 


从 （CJ < fji(A) + l/n 


n C k 并注意集具有 B n =\J 这种形式，其中 l 属于最 


令 B 


后令 = U t ， 我们就得到具有所要求性质的集族 

5 = 1 

. 引理得证 • 

利用列维定理 （ § 5 定理 7 ) 甚易将等式 ( 6 ) 从集 〜 E 91 ( @ m ) 推广到集坎和 B 

上去，这是因为 


^B n ( ^ ) ~ ， ( P B n\ ^ ^ B n 

<Pb( x ) = lim^pn(^), <p B ^ <Pb 2 

n—► oo n 

的缘故.根据测度的连续性，这些等式在每一点％都 成立. 如果 〆 4) =0,那么 MB ) =0, 
并且几乎处处有 




< Pb ( x ) = fJiy ( B x ) - 0. 

因为皂 C 艮，所以对于几乎所有的心集 4 是可测的，并且 

<P A ( X ) = f^y( A x) = 0 ， 

^(p A (x)Afi x = 0 = fi(A). 

从而对于测度为零的集 1 公式 ( 6 ) 是正 确的 . 在一般情形下将 4 表成形式 B\C ， 其 
中根据 ( 7 ) ，/ i(C) = 0 . 因为公式 ( 6 ) 对于集 B 与集 C 都是正确的，那么容易看出它 

也是正确的.定理 3 证明完毕 . 

现在设 ^ 是数直线，仏是线性勒贝格测度，而集^是满足条件 

I (x,y) : x e M,0 ^ y ^f(x) } (8) 

的点 U ， y) 所构成的点集，其中似是某可测集，而 /O) 是一个非负的可积 函数 . 
在这种情形下 


f(x), 当％ EM 时， 

当 AJ E Af 时， 


My ( 4 ) = 


0, 


而 


= [ f(x)dfjb 

J M 
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这样一来，我们已经证明了下面的定理. 

定理4 非负函数 /( 幻的勒贝格积分等于由关系式 （8) 所确定的集4的测度 




当 X 是数直线，集 M 是个闭区间,而函数 / O ) 按黎曼意义可积时，这个定理归 

结为大家所熟悉的，以展布在函数图像下面的面积来表示积分 • 

4. 富比尼定理 我们来考察三重积 = •如果在上给定了测 


度 fl x ， /Jy ， fl z ， 那么测度 




IK 


可以定义为 




或定义为 


® ® AO . 

事实上，容易验证，这些定义是等 价的. 

下面的定理是重积分理论的基础. 

定理 5( 富比尼）设两个定义在 (7 代数上的测度 A 和 My 都是^ - 可加的与完 
全的;又设 


M = fJi x ^ fly. 


而函数 /(〜 y ) 在集 


(9) 


AcXxY 


上按测度 g 可积.于是$ 


| f(x,y)dfi= J ( [ f(x 9 y)dfjL y )dfi 


= J y (J f(x 9 y)dfi x )^ 

A y 

定理的结论蕴涵着在括号里的两个内积分对于积分变数的几乎所有的值都是 

存在的，而外积分就是根据内积分的存在而进行的. 

证明 我们首先对于/(% ， y ) >0的情形证明 定理. 为此考察二重积 

u = z x y xz , 


( 10 ) 


h 


V 


其中第三个因子是数直线，而测度积 


A = /jl x ® fly ® At 1 = ^ ® At 1 , 


其中 〆 是线性勒贝格测度 


①请参看§ 6第3段定理3的脚注. 
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我们按照下列条件来定义 t / 里的子集 1 T : 如果 (％， y ) E A ,0 ^ z ^： f ( x , y ) ，那么 

( x 9 y 9 z)E TT •根据定理4， 




\(W )= 


( 11 ) 


另一方面，根据定理 3 


A(^) = //( 『 JcK ， 

其中 f =^ y X〆 而 R 表示由 （ y ， z ) 所构成的集，其中 y ， z 满足条件 (％， y ， z ) E IT . 这 

时，再根据定理4， 


( 12 ) 


J f ( x , y)djn 


i ( W x ) = 


(13) 


比较(11)，（12)和（13)，就得到 




这就是所要证明的. 

一般情形可以利用下面这些等式将其拆开而化为 f ( x , y )^0 这种情形 

f ( x 9 y ) =/ + 0， y ) -厂 ( x , y ) , 


」(¥) +/(¥) ，（ )= 


一 l/(ty ) 丨 ~f(x 9 y) 


/ + (Xyj) = 


2 


2 


注下面所举的例子表明从迭积分 


L( m f Y ( / /^)^ 


(14) 


的存在 ，一 般说来，既不能推出等式 （10), 又不能推出函数 /0， y ) 在 4 上可积.但只 
要积分 


l x ( \ 1/ y)l(K) 如 

之一存在，那么 /( i ， y ) 在4上可积并且等式 (10) 是正确的. 

事实上，例如，设 （15) 里的第一个积分存在并且等于 M . 函数乂 U ， y ) 

I 1/(^, r ) I ，〃1在4上有界可测，而这就表 明乂在 4上可和.根据富比尼定理 

f A f n ( x ，: y)<W = |^( | /„(^, r )4 Lt y ) d ^ 

函数人构成一个单调非递减序列，几乎处处收敛于 \ f ( x , y ) |. 根据列维定理，从不 

等式 （16) 推出函数 \ f ( x 9 y ) | 在4上 可和. 于是 / U , y ) 也是可 和的. 而对于它富比 
尼定理 为真. 由此得出我们的结论. 


i ( \ l/U ， y)I^K) 如 




(15) 


min 


(16) 


彡 M 
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我们在 测度仏 和仏（而这意味着 aO 是有限的假定下证明了富比尼定理.但是， 

它在 cr 有限测度的情形仍然是正确的（例如，请参看 [ 21 ]，第208页). 

我们举这样的函数为例，其迭积分 ( 14 ) 是存在的，但等式 （ 10 ) 却不成立 • 

例 1 设 h [- l ， l ] 2 ， 

当 / +/ >0时 /( x , y ) = 

于是对于所有的7有 


而/(0,0) =0 


| f ( x , y)dx = 0 


而对于所有的％则有 


| f ( x , y)dy = 0 


因此 


/ = 1^( / /(^,r)dj) 


dc = 0 


但那个展布在正方形上的勒贝格二重积分却不存在，因为 


1 dr 




d(p = 2 f 


sin cpcos cp 


f ( x 9 y ) I dxdy ^ dr 


例 2 设她=[0，1] 2 , 


r 时， 


2 2n , 


当 TTJT ^ x ^ 2 n ^ ， 2 


^ r < 


2 71 " 


2 


f ( x , y )= 


r 时， 


2n+l 


, — 


一 2 


^ r < 


^ X < 


2" 5 2 


2 n ~ 


2 


其余情形 


0, 


可以算出 


1。(//(〜，)如)办 

办)也 


0 
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第六章勒贝格不定积分.微分论 


在这一章里，我们主要研究定义在直线上的函数的勒贝格 积分. 假定按其取积 
分的测度，是通常的线性勒贝格测度. 

如果/是定义在具有测度 M 的可测 空间尤 上的可和函数，那么，对每一个可测 
集 4 CZ ， 积分 


[ f(x)djUL ( * ) 

^ A 

存在; 而对于固定的/，积分 （* )是集函数，它对于所有的可测子集 Ac 尤有定义.这 
样的积分称 为勒贝格不定 积分. 特别空间尤可以是数轴上的闭区间.这时，如果4也 

是某一^闭区间，那么积分 （* )将是点对-线段4之端点的函数，我们将假定，在这 

种情形下测度 M 就是通常的勒贝格测度，并将如写成 cU . 在固定积分区间的一个端 
点 （ 比方说左端点）之后，我们就可以作为单变量％的函数来研究闭区间 [ a ，幻上的 

积分的性质 

在§5,将阐明，把固定的函数/的勒贝格积分作为集函数而进行研究的一般问题. 

由分析学初等课程知，下面两个基本等式揭示出微分运算与积分运算之间的联 
系: 如果/是连续函数，而 f 是有连续导数的函数，那么 

££ /( 抽 


这个问题引导我们去讨论定义在直线上的某些重要函数类 


1 ) 


f ( x ) ， 


2 ) 


F r ( t)dt = F ( b ) - F ( a ). 

试问 :等式 1) 对于勒贝格意义下的可和函数是否成立？满足等式 2) 的函数类是怎 
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摩 


样的（可能更广泛的）？ 

本章下面几节就研究这些问题 




1. 单调函数•积 :分 对上限的可微性 


1. 单调函数的基本性质我们从下面明显但是重要的注 解:如 果函数/是非负 

. • . 

的，则啊幻是单调非递减函数，开始研究作为上限的函数的勒贝格积分 


f / ⑴ 


0(x) 


dt 


(1) 


的性质 • 其次，每一个可和函数是两个非负的可和函数之差 

■ 

■ 

/(0 c / + (0 -/- ( 0 - 

4 

因此积分 ( 1 ) 可分解成两个单调非递减函数之差.从而，作为上限的函数的勒贝格积 

分的研究，可以化为同一类型的单调函数的 研究. 单调函数 （ 不管它们的来源如何) 
具有一系列既简单又重要的 性质. 我们现在对这些性质加以阐述. 

让我们来回忆 某:些 概念.只要没有相反的 声明， 我们将 【 处处讨论那些给定在某 

4 

一闭区间上的函数. 

函数/称为单调非递减的，倘若从推出 

/( 无 1 ) ^ f(x 2 ) ; 


( 2 ) 


类似地定义单调 非递增 函数. 

设/是直线上 的任意 函数.极限 (1) 


lim f(x 0 + h) 

/i— >0 + 

(如果它存在），称为函数/在点〜的右极限，并用/(% +0) 表示.类似地定义函数/ 

在点％的左极限/(% 0 - 0 ). 显然，等式 /( % + o ) =/U - 0 ) 表示函数/ 在点％ 或者 

■ 

连续，或者具有可去间断点.这两个极限存在但彼此不相#¥的点称为第一类间断点， 

而差/(% +0) - f ( x 0 -0) 称为函数/在该点的跃度. 

. • 

如果* A ^。）—fi x q I - o ) ，那么/称为在点％。左连续，而如果/(^)) = /(%。 +0) ，那 
么/称为在该点右连续. 

我们来揭示单调函数的一些基本 性质. 为明确计，我们将只讨论单调非递减函 

_ 

数，显然下面所说的一切可以自动移植到单调非递增函数. 

p \ 

% % 

• • 

•. . 

( 1 ) 每一个在 u ， A ] 上单调非递减的函数/可测并且有界，从、而可和. 

事实上，根据单调性的定义，对于任意 A ； e [ a ，6]， 有 

/(«) ^f(x) 


①符号 A — 0 +表示 A 趋于零时仅取正值 
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其次，对于任何常数 c ， 集 


A c = \ x ： f ( x ) < c \ 


或者是闭区间，或者是半开区间（或者是空 集）. 事实上，设使/(幻的点存在，又 
设 d 是这些％的上确界.于是皂或者是闭区间 [ a ， d ] 或者； I 砉半开区间 [ a ， d ). 

(2) 单调函数只可能有第一类间断 • 


于是序列丨有 

下界和上界[例如函数值 / U ) 和 / U ) 分别是下界和上界] • >从而，它至少有一个极限 
点.但任何这样的序列若有若干个极限点显然就会与函数/的单调性相 矛盾. 这样 
一来， /(% -0) 就存在.类似地可以确立 /(〜+0) 的存在性. 

单调函数不一定是连续的.但是下面的结论是正确的. 

(3) 单调函数之间点的集合最多是可数的. 

事实上，在闭区间 [ a ，6]上的单调函数/的任何有限个跃度之和不超过/(6) - 
/( a ). 从而，对于任意 /I 跃度值大于 1//1 的个数是有 限的. 对所有的 a = 1,2,…求 

和，可见跃度的总数是有 f 艮的或可数的. 

在单调函数中间最简 i 单的是所 谓阶跃 函数. 它们可用下述方法来 构造. 设在区 


事实上，设 x 0 是 [ a 人]上的任意点，而。，并且 x 


x 0 




间 [ a ，6 ] 上给定了有限个或可数个点 


又设它们之中的每一个与正数\建立了对应关系，并且 Z < 

n 

上定义函数/，令 


我们在 [ a ，6] 


f ( x ) = 

x n< x 

显然，这个函数是单调非递减的.此外，它在每一点是左连续的$，而它的间断点 
全体与集重合 ® ，并且在点、的跃度等于事实上 

) 、， 


(3) 


/’(％ - 0) = lim f(x 


的^^，当 s 充分小时也满足条件 心 < % - &所以上式右 


但因每一个满足条件^ 

端的极限等于 \ h ri = f ( x ). 这样一来， /(%-o) =/(沐如果点％与诸点、之一重 


合，比如说与 X 


重合，那么 


— /V* 

— 石 0 


①要是我们用公:式 


f(x) = 


来定义/，那么所得到6 9函数就会是右连续的 • 

②只要诸点％中没有一个与6相重合，因为〜=6未进入和式 (3) 中.欲计算6点的跃度,应考虑用半开 
区间 |^，6+60 0>0/)1来代替[^1，6]- 
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a 


_ 


/(、 +0) = lim /(^ + 占）= 

即/(\ +0) -/(\。 -0) = h nQ . 

最后，如果％与诸点〜中间的任何一个都不重合，那么阶跃函数在该点是连续 

的(试证明之!） . 

阶跃函数的最简单的类型是阶梯函数，它们的间断点可以排成一个单调序列 


I K = X、， 


lim 

+0 + 


x n < 〜 q + 占 




n 


ra 0 




< < 


_ _ # 


n 


在一般情形下阶跃函数可以具有更复杂的结构，例如，如果 u n } 是闭区间 [ a , b ] 上所 

有的有理点的集合，而= 1/2"，那么公式 (3) 定义了这样一个阶跃函数 ，它 在有理 
点是间断的，而在无理点则是连续的. 

单调函数的另一种类型，在某种意义上与阶跃函数正好相反，是所谓的连续单 
调函数.下面的结论是成立的. 

( 4 ) 每一个左连续的单调函数，可以表成连续的单调函数与 ( 左连续的）阶跃函 
数之和，并且这种表示法是唯一的. 

事实上，设/是一个非递减左连续 函数， 

心，…是它在这些点上的跃度•令 


是它的全部间断点，而 


X 2 ， 


H(x) = ^ h 


n 


x n <x 


n 


差史 =/-" 是一个非递减的连续函数.为了证明这一点让我们来考虑差 

<P(^) _<P<y) = [Ax 1 ) -/(〆 ） ]- -H(x f )] 9 


其中 / < v . 这里，右端是函数 / 在闭区间 o '，％"] 上的全增量与它在这个区间上的 
跃度之和 的差. 显然，这个量是非负的，即 p 是一个非递减函数.其次，对于任意的点 


，，有 


(p(x* - 0) = f(x* - 0) - H(x* - 0) - f{x* - 0) - ^ h 


n ， 


木 


x^<x 


n 


+ o) =/(，+ o)- 及 (， + o) =/(，+ o) - y h 


n ， 


x n^ x 


由此 


<p(x +0) - <p(x* - 0) = f(x* + 0) - f(x* - 0) - h 

(其中是函数好在点，的跃度)•由此从/的左连续性和丑的左连续性，可推出史 

确是连续的. 


* 


0 




2. 单调函数的可微性现在我们转到讨论单调函数的导数存在的问题. 

定理 1( 勒贝格）定义在闭区间 [ a ,6] 上的单调函数/在该闭区间上几乎处处 
有有限导数 • 

首先引入某些在证明这个定理时需要用到的概念. 


>*■ 
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大家知道，函数/在点巧的导数就是比式 

f ( x ) - f ( x 0 ) 


(4) 


当时的 极限. 这个极限当然可以不存在 • 但是下面的四种量（它们也可以取无 
穷大值)总是有意义的： 

A 右 是比式 (4) 当 x 从〜右方趋向于％时（即使得 >0) 的上 极限. 这个量 

称为右上导数 • 

A 右（右下导数)是比式 (4) 当％从〜右方趋向于％时的下 极限. 

4( 左上导数) 是比式⑷当 x 从％左方趋 向于％ 时的上极限 • 

(左下导数) 是比式 ( 4 ) 当 x 从〜左方趋向于％时的下 极限. 

在图19上标明斜率分别为 A 右， A 左， A 左的直线 • 显然，永远有 


A 


入右< A 右和入左< A 左 


如果和有限并且彼此相等，那么它们的这个公共值就是函数 /( 幻在点 
x 0 的右导数.类似地，如果 A 左=，那么它们的公共值就是左导数 •/ 在点〜有有 
限导数，等价于在该点函数/的所有导数都有限并且彼此 相等. 因此勒贝格定理的 
结论可以陈述如下 : 对于在 [ a ，6 ] 上单调的函数，关系式 


== < 


< A 十 ： = A 


在 [ a ，6 ] 上几乎处处成立. 

习题 设 /* U ) = -/(%).问 /* 的导数与/的导数有什么关系？ 

当/(%)变为 /( -%)时，试回答同样的问题. 

勒贝格定理的证明以下面的引理为依据，而这个引理我们今后也将用 到它. 

我们引入下述 定义. 设 gO ) 是一个给定在闭区间 a ^ x ^ b 上的连续 函数. 这个 

•: , * • 

闭区间上的点％称为函数 g 的右不 可见点 ，倘若存在这样一点，使得 

客 Uo ) < g (《）（ 图 20). 
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引理(里斯）对于任何一个连续函数 g ，右不可见点的集合在闭区间 [ a ，6 ] 上 
是开的，从而可以表示成有限个或可数个两两互不相交的开区间 （ ％，6, )( 也可能包 
含点 a 的半开区间）之和.这些开区间的端点满足不等式 

g(^k) ^ g(h) 

引理的证明如果 巧是 g 的右不可见点，那么，根据 g 的连续性，任何一个充 
分接近&的点也将具有同一性质.从而，这样的一些点所构成的集在 [ a ，6] 上是开 
的.设(％，\)是它的构成区间之一，假定 


(5) 


( 6 ) 


g(^k) > g( b k) 

那么在开区间（〜， M 内可以找到一个 内点％ 使得 g (〜） > g ( M •设，是（七 ， M 

内使尽(欠） = g (〜） 的一切点％里的最右面的 一点. 

■- 

因为 ， E (化 A )， 就有这样的点 f >，存在，使得 > g (，: K 点 f 不可能 

位于开区间 （乂 A ) 内，因为，是该开区间内使 g (幻 = g (&) 的最右的一点，然而 
g ( b k ) < g ( x 0 ). 另一方面，不等式 f 也不可能成立，因为否则就会有 g (6 A ) < 
g ( x 0 ) < gU ) ，然而 b k 并不是右不可见点.所得到的这个矛盾表明不等式 (6) 不成 

立，即 g ( a k ) ，因而引理得证.读者不难验证，实际上 g ( a k ) = g ( b k ), 只要 


7^ 


注我们 称点％ 是连续函数 g ( x ) 的左不可见点，倘若有这样的点^<^ 0 存在， 
使得 > g (^ o ). 同样的推理可以证明，左不可见点的集合是有限个或可数个两 

两互不相交的开区间 （化 ， U (也可能包括含点6的半开区间)之和，并且 

_ 

v 

g(<h) ^ g(b k ). 

现在我们转到勒贝格定理本身的证明.我们首先在/是单调非递减连续函数的 
假定下，证明该定理.为此只需证明几乎处处有 

，2)入左多 A 右. 

事实上，如果我们假定/ # (幻= -/( -4,那么定义在闭区间 [ -6, 上的函 
数 r 也将是单调非递减的连续函数.如果 < 和 Ai 分别是 r 的右上导数和左下导 

数，那么容易验证（参看前面的习题），函数/和/ # 在相应点上的导数满足等式 

A ； = A 左和 Ai = A ^. 因此，把不等式 2) 用于/ # ，就得到 


1) A 
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(7) 


人右> J 左 • 

将所得到的这些不等式联结起来写成一个不等式链，再利用导数的定义，就有 


^ _/1左 < A # < A 右 


而这就表示 


^左 = 义右* 

我们首先来证明，几乎处处有 yl 右 < 00 • 如果在某一 '点 无 0 处有 yl 右= 00，那么对于任 

何常数 C >0,在点乂之右可以找到这样一点匕使得 

f(i) ~f( x o) 


A 七 = A 


f(0 — /(% 0 ) > — ％ 0 ) ， 


或 


/( f ) -Q > f(x 0 ) - c . 


换言之，点％是函数 


g ( x ) = f(x) - Cx 

的右不可 见点. 根据里斯引理，这样的点所构成的集是开的，而在组成它的那些开区 
间 （ ％，6 J 的端点上满足不等式 


f(a k ) - Ca k ^f(b k ) - Cb k , 


f(h) ^f( a k) ^ C(b k - a k ). 

将所得到的这些不等式除以 C ，再对所有的开区间 （ 化， 6 J 求和，就得到 


l(b 


) ^ Z 


C 


C 


这里 C 可以取得任意地大.这样一来，那些使 As = 00的点所构成的集可以被一 
些开区间所覆盖，而且这些区间的长度之和可以任意 地小. 从而，这个集的测度等 


于0 


这个与里斯引理有联系的方法，还可以用来证明几乎处处有但现在 


这个方法需要运用 两次. 我们来考虑这样的有理数偶 c 和 c ， 其中 0 < c < c < 

c / C . 用 坟， c 表示那些使4右> C ， 而 A 


的％的全体.如果能证明 fME c ， c =0,那 
么由此可见几乎处处有，因为那些使 < A ^ 的点所构成的集，显然，可以 
表示成最多是可数个形如尽 c 的集之和. 


P 


现在我们来建立 一 ^个基本不等式. 
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对于任何开区间 （ a ，)8) C [ a ，6] ，有 


ME c ， c 。 (a 9 fi )) ^p()8 - a). 

事实上，我们首先考虑 （ a ,)8) 中使 < c 的那些点 x 所构成 的集. 对于每一个 
这样的点％，可以找到这样的 f <%，使得 


<c ， 即 /(f) - ci >f(x) - cx. 因 


此 X 是函数 /(X) - a 的左不可见点，而根据里斯引理（参看前面的注）这样的％所 
构成的集可以表示成不多于可数个两两不交的开区间 （ ％，执 ）C ( a ， i 8 ) 之和，并且 
/(«*) -祇，即 


f(Pk) ~/(«*) ^ c (fik - %)• (8) 

- ^ ，-. 

在每一个开区间(％， 私） 里考虑那些使 4 > C 的点 x 所构成的集仍运用里斯引 
理(现在，正如对于右不可见点，证明不等式&< 00 时一样），我们就得到 , G a 可以 

表示成不多于可数个两两不交的开区间 （ A ，执 ） 之和，并且 


Pkj - «/ti ^ ] 


( 9 ) 


显然，集 n ( a 9 / 3 ) 被诸开区间 （ ％， Ay ) 所构成的集族所覆盖，并且根据 ( 8 ) 


和 （ 9 ) 有 


又（知 - %) ^ -7 T X - /( a kj )] 

Kj ^ kj 

X [/(A) ~ f ( a k ) 1 

k 

^ p(j8 - a) , 


c 


X (Pk - O ^ k ) 






c 


c 


因而基本不等式得证. 

现在容易证明 
这时只需利用集的那个由不等式所描述的性质. 

引理假设在闭区间[心 6 ]上的可测集 4 具有这样的性 质:对 于任何开区间 
( a ,) 8 ) C[a,b] ，满足不等式 / i ( AH ( a ，^ 8 )) ^p(^-a) ，其中 0 <p < 1 . 那么 / x ⑷ = 0 . 

证明设对于任何 e > 0 , 存在这样一个开集 G : 它等于可数个两两不交 
的开区间 （、人 ） 之和，且使 4 CG ， ^( b m - a m ) <«+ 〆 参看第五章§ 5 第 7 段中 

m 

的习题)•令 L =MUri (、人）]•显然 i 根据引理条件人彡 〆 

m 

从而 ， f ^p^(b m -a m ) <p(t+s). 因为没 > 0 是任意的，所以 《 彡 pf . 但是 0 

m 

p < 1 ,因此 t = 0 . 

引理得证.从而，在/是连续函数这一假定下证明了定理 1 . 

只要将里斯引理的推广用到具有第一类间断的函数就可以把同样的推理移植 


0 


< 


4 
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到间断单调函数的情形. 

设 g 是闭区间 [ a ，6 ] 上仅具有第一类间断的函数.我们称点％£[«，6]是客(幻 
的右不 可见点 ，倘若有这样的%存在，使得 

[^(^ 0 - 0 ) ,g(x Q ) 9 g(x 0 + 0 ) ] < g(i) 

那么和 g 是连续的情形一样，函数 g 的右不可见点所构成的集是开的，而在组成它 
的那些开区间 （ ，\ ) 的端点上满足不等式 

y ' ■. 

» ■ 

g (^ k ) ^ g ( b k )^ 

尽管定理1的证明相当长，它本身却有简单的直观意义.例如，我们来解释为什 

么(和 ) —定是几乎处处有限的.比式 Af / Ax 是在映射/下闭区间 [ a ，6 ] 在 

给 定点％的“延伸系 数”. 因为在这个映射下限闭区间[«， 6] 变为有限闭区间 

[/( a ) ，/⑷]，所以在正测度集上“延伸”不可能为无穷大. 

下面关于单调函数项级数可以逐项微分的定理(有时称为“富比尼小定理”）有 
时是有用的. 

定理 2处处收敛的级数 


max 


_ 


^ Kix ) = F ( x ), 

n = l 

其中是 [ a ，6] 上的单调非递减函数，几乎处处容许逐项微分 


( 10 ) 


n = l 

证明将 KU ) 用-圪 （ a ) 来代替后，可以认为所有的 F „( x ) 都是非负 
的，且在 x - a 处变为零. 

根据定理1，存在完全测度集 Ec [ a , b ] ，使得在其上所有的 f U %) 和/ '(4 都 
存在•设％ E £，而 f E [ a ，6] 是任意的•我们有 


= F ' x ) 


YIKU ) - F n ( x )] 


i - x 


因为 f 与 F n ( i ) -圪⑷同号 （ 由于单调性!），故对于任意斤，有 


Z lK ( i ) - F n ( x )} 


i - X 


i - x 


当时取极限，就得到 


XF ， n (x) WU) 


因为所有的 F ’ n ( x ) >0,由此推出 
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n = 1 

这样，由导数 f '„(%)所组成的级数在£上处处收敛.我们来证明，对于几乎所有的 
%， （ 11 ) 中等号成立 • 对于每一个 A ，可以找到级数 (10) 的这样的部分和 s nk ( x ) ，使得 

O ^ F ( b ) - S nk ( b ) < 1 / 2 \ 

因为函数/ - S ( x ) = 又匕⑷是非递减的，所以对于任何〜有 


( 11 ) 


O ^ F ( x ) - S nk ( x ) < 1/2 


由此推出，由非递减函数所组成的级数 


HHx ) - S H ( x )] 

k = 1 

在整个闭区间 [ a ，6] 上收敛（甚至是一致收敛）.于是，根据已经证明了的结果，由 
(12) 逐项微分所得到的级数 


( 12 ) 


Jfc = l 

几乎处处收敛.从而，级数 （13) 的通项几乎处处收敛于零，即几处处有 S ：^%) = 

F '(%)— 0. 但如果在不等式 (11) 中不等号 <成立，那么任何部分和序列都不可能收 
敛于 F '(4 .从而几乎处处有 


(13) 




F \ x ) 


定理得证 


推论 阶跃函数几乎处处有等于零的导数. 
事实上，这样的函数是由非递减“阶梯”函数 


当％ 〜时， 


0 , 


F n ^) 


当％ > 〜时 

所组成的收敛级数之和，而每一个这样的阶梯函数都几乎处处有等于零的导数 

3. 积分对上限求导数 因为任何可和函数的积分 

p 

J ( p ( t)dt 

可以表示成两个单调函数之差，故从定理1立即推出下列结果. 

定理3 对于每一个可和函数 a 导数 


d 


f (p(t)dt 


(14) 


Ax 
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对于几乎所有的 I 都存在 • 

必须强调指出，虽然我们确立了导数 （14) 几乎处处存在，但是我们还没有讨论 


关于等式 


d 


I (p(t)dt = (p(x) 


dx 


是否成立的问题.事实上（参看 §3) ，这个等式对于任何可和函数 p 几乎处处是正 


确的 


2. 有界变差函数 


关于勒贝格积分对上限是否可微的问题，引导我们研究一类可以表示成单调函 

I 

S 

数之差的函数 • 在这一节里，我们对这些函数作不依赖于单调性概念的另一种描述， 
并且讨论它们的一些基本性质.我们从一些必要的定义开始. 

定义 1给定在闭区间 [ a ，6] 上的函数/称为 有界变差函数 ，倘若存在这样一个 
常数 C ， 对于闭区间 [ a ,6] 用点 


无0 


所作的任何分割/都满足不等式 


X 1/( 〜）- /(々- I ) 

k = l 


( 1 ) 


每个单调函数都有有界变差，因为对于任意单调函数， （ 1 ) 中左端的和与分割的 
取法无关，并且永远等于 1/(6) -f(a) I . 

定义 2设/是有界变差 函数. 和式 （1) 对闭区间 [ a ,6] 所有可能的有限分割的 
上确界，称为函数/在闭区间 [ a ，6]上的 全变差 ，记作 V h a [ f \. 这样一来， 


V b a [f] = sup 又 \f(x k ) -f{x k _ x ) I . 

k = l 

注 给定在整个直线上的函数 / 称为有界变差函数， 倘若量 V b a [ f ] 全 有界. 这时 

lim V t [/] 


称为函数/在直线 

我们来揭示全变差函数的一些基本性质 
(1) 如果 a 是常数，那么 


上的 全变差 ，并用符号 F „ [/] 来表示 


< 


V b a [af] = | a | V b a [f] 


这个性质立刻从 V b a [f] 的定义推出. 

( 2 ) 如果/和 g 都是有界变差函数，那么/+ g 也具有有界变差，并且 
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viu^g] ^ v b a in +C[ g ]. 

事实上，对于闭区间 [ a ，6 ] 的每种分割都有 

y \/( x k ) + g (^ k ) - f { x k _ x ) - g ( x k _ x ) 


( 2 ) 


y \ah) -/(^-i) I + x I sin) - g( x k~i) ， 


由此可见 (2 ) 式成立，因为永远有 


p(A +fi) ^ 

性质1和性质2表明，定义在给定闭区间 [ a ,6] 上的有界变差函数的线性组合 
仍是有界变差函数.换言之，有界变差函数构成一个线性空间（与单调函数所构成的 
集不相同，单调函数并不构成线性空间）. 

(3) 如果 ( i <6< c ， 那么 


A + 


B 




P 






p 


V b a [f] +v c b [f] = V ： [f] 

事实上，我们首先考虑闭区间 [ a ， C ] 的这样的一种分割，使6作为它分点中的一个， 

S ^ 

比如说，\ =6. 于是 


(3) 


X 1/(^) -f( x k-i) I = X \f( x k) -/(^-i) 

fc = 1 A ： = 1 


y \/( x k ) - u I ^ van +n[/] 


(4) 


现在我们来取闭区间 [ a , c ] 的任意 分割. 显然，如果将它的分点再增加一个，即 6 点， 
那么由于这样增加分点，和 


X \f( x k) ^f( x h-i) 


不减小.从而，不等式 ( 4 ) 对于闭区间 [ a ， c ] 的任何分割都是成立的，因此 

v：w ^ f :[/] + n [/]. 

另一方面，对于每个 e >0, 可以找到区间 [ d ，6] 和区间 [6， c ] 的分割，使得 


(4，) 


y i / w ) - /(<_!) 丨 > v b sn 


2 


且 


1 -f^u) I > n[/] 

% % 

j 

将这两个分割联合，我们就得到闭区间 [ a ， c ] 的分割.对于所得分割，有 


2 
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X \ f ( x k ) ~ f ( x k - i ) 


Z \ f «) - /«- i ) I + z l /(<) - f ( xU ) 


V b a [ f ] + v c b [ f ] - 

由于 6 T >0 的任意性，由此可见 


> 


V ：[ f ] ^ v b a [ f ] + rj /]. 


(5) 


从 (4') 和 (5) 推出 （3). 

因为任何函数在任何闭区间上的全变差是非负的，所以从性质3立刻推出性质4 
(4) 函数 


心）= V x a [ f ] 


是单调非递减的. 

(5) 如果/在点，左连续，那么在该点也左连续. 

事实上，设给定 s >0 •选取 S >0 使得当，寸，有 \ f { x *) - f { x ) 

s /2. 其次，选取分割 


< 


x Q < x 1 < 


< X 




使得 


L /1 - X \ f ( x k ) - f ( x k _ i ) 


( 6 ) 


< — 


2 


这时我们可以认为 


< S 


( 否则，我们可以再增加一个分点，由此不等式 (6) 左端的差只可能减小).因此，有 

1/(0 U < 左 / 2 . 


从而 


V ： [/] - V : [/] < A 即 〆 ，）< S . 

因为1；是单调非递减函数，所以由此推出 :对 于一切满足不等式的有 

v ( x *)- v ( x ) < s . 而这说明函数在点，左连续. 

如果函数/在点，右连续，那么通过类似的推理可以证明， 〃在该 点也右连续. 

从而，如果/在某一点上 ( 或在整个闭区间 [ a ，6 ] 上）连续，那么〃在该点 （ 或在整个 
闭区间 [ a ，6] 上）也连续. 

设/是 [ a ，6 ] 上的任意有界变差函数，而 I ；是它在 [ a ，％ ] 上的全变差.考虑差 


<P 
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这个差是单调非递减 函数. 事实上，设则有 

<p(^) -<p(x) = [v{x n ) -v(x r )] - [/(%") -/(/)] 


(7) 


但永远有 


1/( 无 〃） —/(/) I ^ v(x ,r ) - v(x f ) 


v x Af], 

因此等式( 7 )的右端是非负的，从而等式 (7) 的左端也是非负的. 

这样，由于 




f - v 


一妒， 


我们就得到了下面的结果. 

定理1 任意有界变差函数都可以表示成两个单调非递减函数之差. 

逆定理是显 然的： 任意可以表示成两个单调函数之差的函数具有有界变差.因 

此我们在上一节里已讨论过的，可表示戚单调函数之差的函数的全体，就是有界变 
差函数的全体. 

从定理1和上一节证明的关于单调函数有导数的勒贝格定理立刻可以 i 出，每 
一有界变差函数几乎处处具有有限导数. 

将单调函数转换为有界变差函数，就可以利用下述方法来推广前面引入的阶跃 

是 [ a ，6] 上的有限点集或可数点集.与每一个这样的 


函数的概念.设巧，巧， 

点相对应地置两个数心和 < 使得 




9 




h n \) < oo . 

此外，我们还假定，当 = a 时，=0,而当％ =6时人=0 


g 


令 


必 o ) = 了仏 + X、. 

x n <x x n <x 

现在我们就称任何形如 (8) 的函数为阶跃 函数. 函数 0 U ) 的全变差显然等于 


( 8 ) 


Z ( 


h 


g 


数仏和心中至少有一个不为零的那些\是函数 (8) 的间断点，并 fl 

巾 ( x n ) - if /( x n - 0) 

现在就容易得到下面的结论，它是上一节第1段结论4的推广 

.... V 

每一个定义在 [ a , b ] 上的有界变差函数/，可以唯一地表佘成 

> 

-> ； 

/ =妒+少， 




少 （尤 n + 0) ~ i fr ( X n ) = 厶 


Sn ， 


其中妒是连续函数 ，而分 是阶跃 函数. 

S 

习题1如果/在 [ a ，6] 上有有界导数[即 /' (幻 处处存在且|/'(幻 I < C ], 那么/是有界变 
差函数，并且 
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v b a [f] < c(b - a) 


习题2设 / U ) = 

常数也仅有它们才是全变差为零的函数.令 

11/11 = V b a [f]. 

mv b a [ f ] 具有范数的性质2 ) 和3 )( 参见第二章§ 3第1段).但不具有性质1 ) .如果 
仅考虑那些满足补充条件 /( a ) =0的函数，那么它们也构成线性空间，在该空间中 
量 K [/] 已经具有范数的所有性质. [ a ，6] 上那些满足条件 /(«) =0,具有通常的加 
法定义和数乘的定义且赋有范数 


(%/0)而/(0) =0. 试证函数/在[0，1]上的变差是无穷大 


XS1 


11/11 = V ： [f] 


的有界变差函数所构成的空间称为有界变差函数 空间. （试证此空间的完 

善 • 

备性 •） 


习题3 证朋： ll/ll = |/( a ) | +以[/]是闭区间 [ a ,6] 上所有有界变差函数的空间中的范 

... - < • - 

■f . 、 

数,并且证 滷此空 间的完备性. 


3. 勒贝格不定积分的导数 


在§ 1里我们证明了，勒贝格积分 


， K , 

作为％的函数几乎处处具有有限导数.但是我们当时还未阐明，这个専数与被积函 

数有什么关系.现在我们来确立§ 1末尾所提到过的以下结果. 

定理1对于每一个可和函数/,等式 


d 


/⑴ 


z ： f(x) 


dx 


几乎处处成立 

证明令 


J >) 


少 ㈤ 


d 


我们首先来证明，几乎处处有 


fix) ^ 

如果 / U ) < 0 f ( x ) ，那么就可以找到有理数 Ct 和月，使得 

*■ 

, • , 

• :1 
p I 

f(x) < a < P < 0’ （ x). 

4 

■ 

■ r, 

■ 

■ 

b 

设是那些满足不等式 （1) 的点所构成的集.它是可测的，因为/和少'都是可测 


( 1 ) 
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的.我们来证明，每一个这样的点集的测度都等于零.因为这种集的个数是可数 
的，所以由此就可推出 


jx\x\f{x) < 0 f (x) I = 0 

设 S >0 是任意的，又设5>0使得当 〆 e ) <5时，有 

€ 

(根据积分的绝对连续性，知对于任何 s 这样的 S 是存在的.参看第五章§5定理 
5). 现在我们选择一开集 Gc [ a , i ] ，使得 


< S 


G D E 冲且 fi(G) < fi(E^) + 8 


( 参看第五章§5第7段中的习题)•如果~，那么对于充分靠近欠的那些 i>x 


都有 


( 2 ) 


>P 


将不等式 (2) 写成下述形式 


^(0 -％ > - px, 

由此可见，在组成集 G 的任一开区间上，点％是函数 0(x) -pc 的右不可见点.利用里 
斯引理，我们就可以指出这样一个由不相交开区间所组成的开集 S = U (a k9 b k )M 

k 

得£矽 C S C G 且 


巾 （ h ) - > ❿ （< h ) — P a k ，即少 （ \ ) -少 （^ P ( f>k 一 a A ) ， 


或 


fy(odt 

J a k 

将这些不等式对组成 s 的所有的开区间 ( A 人 ） 求和，即可得到 


^0 (b 


(3) 


同时，有 


//( 


/(0^+ < 0^( E .) 


)dt 


+ € 


S\E 


afi 




a I 8 


彡 ojul(S) 


( 4 ) 


比较 (3) 和 (4)， 就得到 


I a |5 ^ fyi(S ) ， 


Q/i(S) 
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a | 8 


fi ( S ) 彡 


P - 


这样一来，集 &可以 包含在具有任意小的测度的开集内 （ 例如，我们可以认为 
I a | 8〜 ，而这就表示 =0. 这样，我们就证明了几乎处处有 

f(x) ^ 0 r (x). 

将 /( 幻换为 - fix ) ，我们用同样的方法可以得到，几乎处处有 

-/(%) 即 /( 幻 < 0 r ( x ). 


从而，几乎处处有 


d 


ff(Odt 


f(x) = 0’ （ X) 




dx 


4. 用函数的导数求原函数•绝对连续函数 


这样，我们解决了本章开头所提出的第一个问题，对于任何 [ a ，6 ] 上可和的函数 
/建立了等式 


d 


J 7( t ) dt 

现在我们来讨论本章开头所陈述的第二个问题，阐明如何将牛顿-莱布尼兹公式 

f F ( ( t)dt 

J n 


= f ( x ) (几乎处处有) 


dx 


F ( x ) = F ( a ) 


( 1 ) 


推广到勒贝格积分的情形，该公式在初等分析里在连续可微函数的情形下是大家所 
熟悉的. 


我们自然仅限于讨论那些显然是几乎处处可微的函数 F ( 否则等式 （ 1 ) 根本无 
意义) • 特别，正如我们已经知道，有界变差函数就是这样的函数. 

另一方面， （1) 式右端的积分是有界变差函数.因此等式 （1) 不可能对更广泛的 
函数类是正确的•因为每个有界变差函数是两个单调非递减函数之差，所以我们首 
先应该考虑单调函数. 

但是对于任意单调函数，等式 （ 1 ) 一般是不成立的.此外,下面的定理是正确的. 
定理1单调非递减函数/的导数尸可和且满足 


( f , ( x)dx 

^ a 

证明根据定义，函数/在点％的导数是比式 


彡/⑴ -/( a ) 


< p h ( x ) 


( 2 ) 


h 
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当0时的极限®.从/的单调性推出它的可和性，而这就表示每一个形如％的函 
数的可 和性. 因此等式 (2) 可以积分.我们得到 

J <p h (x)dx= y I f(x + h)dx -士 J f(x) 

1 fb+h 1 -a+/i 

=y J^ f(x)dx - y J /(^)d%. 

右端的表达式当 +0 时趋于 /(6) -/(a +0) (试证之!） . 因此，应用法图定理(第 
五章§5定理 8), 我们就得到 




f (x)dx ^ lim J (p h (x)dx = f(b) - f{a +0) ^f(b) -/(a) 

d 

(法图定理也保证了 /' 的积分的存在性). 

定理得证. 

_ 

不难举出满足严格不等式 


(^x)dx <f(b) -/(a) 


的单调函数的例子.只需令 


0,当0 < 欠< 1/2时， 

1，当 1/2 < % < 1 时. 

然而饶有兴趣的是，有这样的连续单调函数，对于它们严格的不等式 

对于所有的 x > a 都满足 • 下面就是最简单的例子 之一. 考虑闭区间 [ a ，6 ] 上的康托 

尔集，且首先在它的邻接的开区间上定义函数/:在第 A ; 个邻接的〃级开区间（包括 
它的端点）上令 


f(x) = 


<f(x) -/(a) 


2k - 1 


/(0 = 


， A： = 1，2，3 ，…， 2 


T 


(开区间从左到右进行编 号). 从而，当 1/3 QS 2/3 时，/⑴=1/2;当1/9^2/9 

. * i. •. 

时，/⑴ = 1/4;当7/9 $ f $ 8/9时，/( 0 =3/4寒等（图21 ). 这样一^来，/在闭区向 

• 彳 k 

[0，1]上除去康托尔集的第二类点（即既不属于邻接的开区间又不属于它 酷端点 

J 

的全体)外处处有 定义. 现在我们用下述方法在剩下的这些点上补定义/设 r 是这 
样的点之一，又设 U J 是收 敛于 〆 的第一类点 （ 即邻接开区间的端点）的递增序列 • 

于是，极限 


①欲使表达式 /U + /0 对于任何 x e[d，6] 有意义，可以假定，当％>6时 /u) =/(6)而当时 / U ) 


/(«) 



第六章勒贝格不定积分.微分论 


268 


(3) 


l im /( K ) 

n —^oo 

存在.如果 u ' j 是收 敛于 〆 的第一类点的递减序列，那么类似地，极限 

lim /( 匕） 

n — ^oo 

存在，并且极限 (3) 和 (4) 彼此相等.取这个公共值作为/( 〆 ） ，我们就得到在整个闭 
区间[0，1]上是有定义且是连续的单调函数，称为“康托尔阶梯函数'它的导数在 
任何邻接的开区间的每一点上显然都等于零，即几乎处处都等于零.从而，对于这个 
函数以及半开区间0<%彡1里的任何％,我们都有 


(4) 


f ( t)dt < f ( x ) -/(0) 

顺便指出，在 /( 4是单调函数的情形下，对于半开区间 a < x ^ b 的任意％，由等 
式/ V⑴ d 


0 = 


f ( b ) -/( a ) 可以导出等式 


f ( t)dt = f ( x ) 一 f ( a ) 


为了描述使等式 


]/，⑴ d 

成立的函数类，我们引入下面的定义. 

定义1给定在某一闭区间 [ a , 6] 上的函数/，称为在该区间上是绝对连续的， 
倘若对于任何^>0总可以找到这样的 S >0,使得对于任何有限个两两不交的开 


f ¥>) 一 /( a ) 


区间 


i a k ， bk)，k = 1，2 ,… ，汀， 


只要其长度之和小于 S : 


(^h - a h ) < 
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不等式 


[lf(h) ^f( a k) I < ^ 

A = 1 

就得到 满足. 显然，每个绝对连续的函数是一致连续的. 一 般说来，逆命题是不正确 

的，例如，上面所描述的“康托尔阶梯函数”在闭区间[0，1]上是连续的（因而它在 

[0,1] 上是一致连续的），但它在 [0,1] 上却不是绝对连续的.事实上，康托尔集可以 

被长度之和可任意小的有限个开区间(〜 ，心 ）（ A ； = 1 ， 2 ，…， /I ) 所覆盖，同时对于每个 
这样的开区间集族，等式 


X 1/( 〜） -/(〜) 


显然成立 


我们来指出绝对连续函数的一些基本性质. 

.. ^ 

(1) 首先注意，在定义1里我们不仅可考虑长度之和小于 S 的有限个开区间族 
(其长度之和 < S ) ，而且还可考虑长度之和小于 S 的任意有限个或可数个开区间.事 
实上，设对于给定的 6 T > 0，我们选取5 > 0，使得对于满足条件 


2 ( f>k 一 a k ) < S 


的任何有限个开区间(化, 6, ) 都有 


1 \f(K) ^f(a k ) I < 

又设 ( ct k 从 ）， k = i ，2, …， 是长度之和不超过 S 的可数个开区间.那么，对于任何 


汀有 


S I 麟 I 


当 n ->00 时取极限,就得到 


A = 1 

(2) 每个绝对连续函数具有有界变差. 

事实上，由函数/在闭区间 [ a ， fc ] 上的绝对连续性知,对于每个 s >0可以选取 
S >0，使得函数/在长度小于 S 的闭区间上的全变差不大于&因为闭区间 [ a ， 6 ] 可 
以分割为有限个长度小于 S 的闭区间，所以函数/在 [ a ，6] 上的全变差是有限的. 

(3) 绝对连续函数之和以及这样的函数与数之积，仍然是绝对连续函数. 

这个性质立刻从绝对连续函数的定义、和之绝对值以及积之绝对值的性质 


^ S 


■V 


t 


推出 
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性质2和性质3表示，绝对连续函数在所有的 ® 有界变差函数的空间中构成线 


性流形 


(4) 每个绝对连续函数可以表示成两个绝对连续非递减函数 之差. 
事实土，绝对连续函数作为有界变差函数，可以表示成 


茗， 


其中 


v ( x ) = V x a [ f ] 和 g ( x ) = v ( x ) - f ( x ) 

T 

S! . • 

■ 

是两个非递减函数.我们来证明，这两个函数都是绝对连 续的. 只要对〃进行验证就 
行了.设给定了 S >0. 对于这个 S 按函数/的绝对连续性的要求选择 s >0. 我们取长 

度之和小于 S 的个开区间 （ ％，6 J ，并考虑和 


X - v ( a k)) 


(5) 


这个和乃是数 


Z g 1 /(〜) u 

对开区间 （ A ， M ，…，（心人）的所有可能的有限分割 


( 6 ) 


= b i ， 


= b 2. 


< 


< X 


< 


• • • 


2,0 


2,2 


= b 


所取的上确界.因为构成和 (6) 的所有的开区间 M ) 的长度之和不超过 S > 
0，所以和 ( 6 ) 中的每一项均不大于&从而，其上确界——和 ( 5 ) 也不大于心 

下面两个定理揭示了绝对连续性概念与勒贝格不定积分之间的密切 关系. 

定理2 作为可和函数 /( 幻的不定积分 

F ( x ) = f f ( t)dt 


是绝对连续的. 

证明 如果 I (% A ) 丨是互不相交的开区间所构成的某个集族，那么 


I | F (^)- F ( a ,)|= 2： >⑴ d 


①参看第六章§2末尾的习题 
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S / 1/(0 1 ^ = f 1/(0 

L _ 1 J n.i J 


dt 


U(«ifc,6jfc) 


由于勒贝格积分的绝对连续性，当开区间（％， M 的长度之和趋于零时,最后这个表 
达式趋于零. 

定理 3( 勒贝格）给定在闭区间[〃，6]上的绝对连续函数的导数 /= f '， 在该 
闭 区间上巻 豆租的，且对于每个 

(k = F(x) - F(a). 


/⑴ 


定理2和定理3表明，绝对连续函数且仅有绝对连续函数，可以借助于积分运 

算按其导数还原 ( 准确到一个常数项). 

为了证明定理3我们需要用到下面的引理. 

引理如果绝对连续单调非递减函数/的导数九乎处处等于0,那么这个函数 


是常数 


证明设/给定在 [ a ,6] 上. 因为/是单调连续函数，所以它的值域是闭区间 
[/ U ) ，/(6)]•我们来证明，如果几乎处处有尸(幻=0,那么这个闭区间的长度就等 
于零. 因而引理将得到证明•将闭区间 [ a ， fc ] 的点分为两 类:使 /'(%) =0的那些％所 
传成的点集五和它的余集根据引理条件 =0. 选取某个 S >0,根据函数/的 

^ I 

_对连续性就可以找到与这个 e 相对应的 S >0 ， 并将 Z 包含于长度小于 S 的开集内 
(这是可能的，因为 Mz ) =0) •换言之， z 被长度之和小于 s 的有限或可数个开区间 
( a k A ) 所覆盖.按照 s 的选法，就得到 


X 1/( 厶 Jfc ) - f ( a k ) 

k 

从而，由开区间 (A A ) 所构成的集族（当然也包括含于各开区间之和集内的集 z ) 
经由函数/变为长度小于的集.这样 一来， At (/( Z )) =0. 

现在我们考虑集 £ = [ a ，6] 以•设％ E E . 那么，因为 /'(%) =0,故对于所有充 

分接近％。的％，不等式 


< S 


f ( x ) _ /( ^0 ) 


< S 


成立， EP ( 为明确计我们假定^ >^ 0 ) 


f ( X ) - f ( x o ) < ^( x 一无 o ) 


或 


- f ( X o ) 


- f ( x ) 


< sx 


ex 


这样一来，%。是函数 〆 ％) 

有限或可数个互不相交的开区间 （ ％，执）构成的集族所覆盖，而且在这些区间的端 


fix ) 的右不可 见点. 从而,根据里斯弓 I 理，集£被由 


sx 
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点上满足条件 


祇 一 f ( Pk ) 彡 


/(«*) ， 


sa k 


f(Pk) ~A^k) ^ ^(Pk -°^). 


因此，有 


X ( f ( Pk ) -/( A )) ^ sY ( fi k - CL k ) ^ e(b - a ) 


换言之，集 £ 经由函数/变为被长度之和小于 s ( b - a ) 的开区间族所覆盖的集.由 
于 6 T 的任意性，由此推出 〆 (/(£)) =0. 

这样， /(£) 和 /( Z ) 的测度都为零.但这两个集的和集构成闭区间 [/( a ) J ( b )]. 

这就证明了这个闭区间的长度为零，即 /( 幻 

现在已容易证明定理3本身.只需限于函数 F (幻非递减的情形进行 证明. 在这 


const 


种情形下 


⑴ 


⑺ 


0(x) = F(x) 一 


dt 


也是单调非递减的函数.事实上，如果那么根据定理1 


<P(x r, ) - <P(x ( ) = F(x”) - F(x f ) 一 


彡0 


此外，少(作为两个绝对连续函数之差)绝对连续，并且(根据§3定理 1) 几乎处处有 
0 f ( x ) =0. 因此根据引理0是常数.在 (7) 中令 a ，可见这个常数等于 f ( a ). 

定理得证. 

由§ 2知每个有界变差函数/可以表示成阶跃函数//与连续有界变差函数 p 之 


和（ §2) 


现在我们来讨论连续但非绝对连续的有界变差函数化且令 

JV ⑴叔 




差 


X 二 <p — 中 


是连续有界变差函数.这时几乎处处有 


d 


d 


J ( p r ( t)dt = 0. 

如果连续有界变差函数的导数几乎处处等于零，那么我们就称它为奇异的.现 
在我们可以陈述下面的 结果： 


x ( x ) = < p f ( x ) 


dx 


dx 
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_ 


每个有界变差函数可以表示成三个分量之和 


f = H + ijf +x ， 


即阶跃函数、绝对连续函数与奇异函数之和. 

不难证明，分解式 (8) 中的每一项准确到常数由函数/本身所唯一确定.如果对 
出现在等式 (8) 中的函数加以规范化••使其中的两个在点％ «处变为零，那么分解 
式 ( 8 ) 就已经是准确唯 一的. 对等式 ( 8 ) 进行微分，可见几乎处处有 

/’(尤）= 中 ’（ x ) 

(因为 //' 和 〆 几乎处处等于零)•从而，在对有界变差函数的导数进行积分时，被还 

原的并非这个函数本身,而仅是它的绝对连续 分量. 其余两个量 （ 阶跃函数和奇异函 
数)这时“无影无踪地消失了”. 

将本节的这些结果与广义函数论的有关结果加以比较将大有裨益.在第四章中 
我们将广义函数理解为无穷可微有限支集函数空间尺上的线性连续泛函.这时，常 




义局部可和函数/，与按公式(/，^) = /(%) 〆 ％)心作用在元素 p 上的泛函相 


对应. 此泛函的广义导数是一泛函，它将数 (/'#) 


/ OW ( A£；)ck 与元素 p e 

尺相 对应. 因为在广义函数类中方程/ = 0仅有常义解（常数），所以每个广义函数 
准确到一常数可以由其导数还原.特别，每个局部可和函数/，准确到一常数几乎处 
处可以由其广义导数尸 还原. 现在假定函数/几乎处处具有导数，例如假设/是单调 
函数. 我们用记号/ = d //( k 表示函数/的常义 导数. （我们已经看到 d //( k 可以几乎 
处处等于0,尽管/(%) ^ const! ). 函数 d//(k 是局部可和的（我们假定/是单调的）， 






df 


从而，我们可以使这个函数与泛函（广义函数 ）（/； 4) 

的事实是，广义函数/ 一般并不与广义函数 /' 完全相同.例如，如果 

1，当: r > 0时， 

0，当％ < 0时， 

那么 y ； =0,而 /' = s ( 参看第四章§4第3段的例 1). 

实际上，定理3表示在所有的有界变差函数当中，只有绝对连续函数 （ 而且仅仅 

只有它们！）的常义导数与该函数的广义导数完全相同. 

这里我们又遇见了第四章§4中已经说过的那种情 况:为 了遵守分析学的一些 

基本运算（这里指函数通过它的导数还原的问题），究竟是仍然停留在古典定义的范 

围内，局限在十分窄狭的 ( 绝对连续 ） 函数的范围内，或是相反,从本质上扩充函数概 
念（同时扩充导数的定义). 

习题1证明上述绝对连续函数的定义与下面的定义等 价:如 果函数/将闭区间 [ a ,6] 的每 

一个测度为零的子集仍变为测度为零的集，那么函数/在该区间上称为是绝对连续的. 

习题2求出“康托尔阶梯函数”的广义导数. 


对应.极重要 


dx 


f(x) 
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习题3设/是有界变差函数是它的广义导数，而/；是由函数/的“常义”导数£所确定 

的泛函（广义函数).证明 

a ) 如果/绝对连续，那么尸=/ 1; 

b ) 如果尸=/；，那么/(%)等价于绝对连续函数，即几乎处处与这样的函数完全 相同. 特别是, 
如果尸 =/!而/连续，那么/绝对 连续. 


5. 作为集函数的勒贝格积分.拉东-尼柯迪姆 （Radon 

Nikodym ) 定理 


1. 荷.哈恩分解和约当分解 前面几节讲述的关于直线上的函数的一些概念 
和事实，多数可以推广到定义在任意具有测度的空间上的函数. 

设 X 是某一具有（有限)测度从的空间，而/是 尤上对 M 可和的 函数. 这时，/在 
Mx 的每个可测子集4上是可和的，从而积分 ( 对于固定的 /) 


J A 

是^可加集函数，它定义在由空间 Z 中所有可测集构成的 C 代数上.这时，对于 
可测集4的任何有限或可数分割 


( 1 ) 


0(A) = 


^ = U 4 ， 


其中岑 a ，…是两两不交的可测集，等式 


少⑷= y 


均满足.换言之，由等式（1 ) 所定义的函数 中具有 a 可加测度的所有性质，只有非负 
性可能是例外 （ 当/非负时少也是非负的). 

定义1 定义在给定空间尤中某子集 0" 代数上的任意(有限 )7 可加集函数少， 

称为广义测度或简称为荷. 

荷的概念是^可加测度概念的自然推广，正如下面我们将看见的，在一定意义 
下会引出这个概念. 

习题 证明： 对于给定在集合的 O •代数@上的任何(有限)荷少，总有这样的常数 C 存在，使 
得对于所有的4 e ©，都有 


I <P{A) | ^ c. 

如果考虑分布在某一曲面上的真实的电荷，那么这个曲面可以分为两个 区域: 
带有正电荷的区域（即任何部分带有正电荷的区域）和带有负电荷的 区域. 这个事实 
在数学上与下面的定理1等价. 


作为集函数的勒贝格积分.拉东-尼柯迪姆 ( 


Nikodym ) 定理 


275 


« ioj ] 


_ 


我们预先引入下面的术语•设少是定义在空间 Z 的子集的 CT 代数© 上的荷. 
称集©关于少是负的，倘若对于任何 f e ©都有 0( 五 nf ) $0;类似地，称集 
E 关于少是正的，倘若对于任何 f e (5,都有少 (£ nf )> o . 

定理1如果少是定义在 x 上的荷，那么存在一可测集 r cz ， 使得 r 关于0 

是负的，而4+ =尤^4 _ 则关于少是 正的. 

证明令 


a = inf 0(A ) , 

其中下确界是对所有负集4取的.设是一负集序列，满足 

lim <P{A n ) - a. 


那么容易看出，4 = U <就是一 * 负集，并且满足 


) = a. 

我们来证明，就是所要求的集，即证明 

A + = X\A- 

是正集.假设不然，即设4+包含一可测子集 C 。 ， 使得少 （ C 。） < 0. 这时，集 C 。 不可能 
是负的，因为否则我们如将它与4 _取并集就会得到负集1，它将满足 


<P{X) 


< 


而这是不可能的.因此有这样的最小整数 h 存在，使得在 C 。 内可以找到满足下面 

条件的子集 Ci : 


<P{C ,) 彡 


K 


自然 ， Q # c 。. 对于集 c ^ c , 可以重复对 c 。 所进行的推理，我们就得到集 c 2 ，使之满 

• . 

足条件 


少 （ c 2 ) 彡 


(惫2多灸1 ) ， 


k 


如此等等.最后，令 


. t - 


-f. 


Fo = C 0 \ U C t . 

i = 1 

■ t ： 

_ 

集 f 。 非空，因为少 （ c 。） <0,而 >0(61) •从 f 。 的构造知 f 。 是 负集. 因此， 
将它与 t 取并集，仍出现与 a 的定义相矛盾.从而，对于所有的可测集 £czwr 


都有 


<P{E ) 多 0, 


X\A~ 是正集 


_ 
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定理得证. 

将空间 X 分为负部和正部4 +的分解，称为哈 恩分解 
哈恩分解，一般不是唯一的，但若 


A ； U 災广和尤 = A 2 _ U 心 

是两个这样的分解，那么对于每个£ E ©，有 

4>{E n a;) = 0(£n4 _ ) 和少 （EnO = ^{e n a ；) 


x 


(2) 


事实上，有 


£ n (i4 「 VA 2 _ ) C E n A7 9 


(3) 


由此推出 ^(En(A ； \A 2 -))^o. 同时，有 


E(1 (A ； \A~) CEO A 2 \ 

因此少 (£ n «\<)) >0. 这样一来，少 （£ n «\4 2 -)) = o . 类似地得到 0(En 

(a 2 -\a;)) = o . 由此推出 


(4) 


0(E n a;) = ^(E n a~). 

同样可以证明等式 (2) 中的第二个等式. 

这样一来， © 上的荷少单值地由两个非负集函数所确定，即由 

0 + (E) = 少 （£ n A + ) 


和 


<P~ (E) =- 0(E n A~) 

所唯一确定，它们分别称为荷少 的上变差和下变差 . 这时，显然有 

1 ) 0 = 0 + 

2) 轳和 V 是非负 cr 可加的集函数，即是测度. 

函数 I 少 I = 少 + +显然也是测度，称为荷0 的全变差，而将少 表示成上变 

差与下变差之差这种形式称为该荷 的约当分解 . 

注我们现在讨论了有限荷，即这样的函数少，其函数值既有上界又有下界(参 
看第六章§ 5第1段中的习 题). 这时少+和少-都是有限 测度. 上述情况可以推广到 
只在一侧有界的荷上去，即可以推广到 sup 少 (4) 和 inf 少 (4) 当中至少有一+有限 


的荷 


2. 荷的基本类型 设 M 是定义在空间 X 中某 (7 代数©上的一^可加测度. © 

内的集将称为可测的.我们来引入下面的一些概念. 

• • 

我们说定义在集 £ C © 上的荷0 集中在可测集屯上， 倘若对于每个 ECX\A 0 , 
都有 0( E ) =0. 这时集4。称为荷少的承 载子 . 

荷少称为连续的，倘若对于任何单点集£都有少 (: £) =0.荷少称为离散的，倘 
若它集中在某一有限集或可数集上.换言之，离散荷表明有这样的有限点集或可数 
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点集 q 


人，…存在，使得对于每个£ CZ 都有 

伞 （ E) = T^(c h ) 


， C 2 ， 




称荷 少 (对已知测度 M ) 绝对连续， 倘若对于每个 =0 的可测集 4 都有 < P ( A ) 


= 0 


荷少称为(对测度 A ) 奇异的，倘若它集中在某个 M 测度为零的集上.显然，如果 
荷同时对 AC 既是绝对连续的又是奇异的，那么它是零测集. 

3. 绝对连续荷.拉东-尼柯迪姆定理 固定可和函数/的勒贝格积分 

J A 

作为集函数，是对已知测度 M 为绝对连续荷的例子.原来它们已穷尽了所有的绝对 
连续荷.换言之，下面的定理是正确的. 

定理 2( 拉东-尼柯迪姆）设从是定义在空间里子集的 o * 代数 © 上的某一 
有限 tr 可加测度，而少是定义在同一 ^代数上的对绝对连续的荷.那么在 X 上存 
在对可和的函数/，使得对于每个可测集4都有 

[/( 无)如. 

J A 

这个函数称为荷少对测度 m 的导数，其中/准确到 m 等价性是唯一的. 

(两个函数称为是 M 等价的，倘若它们对测度几乎处处相等). 

证明 每个荷可以表示成两个非负函数之差(参看第1段），并且绝对连续荷可 

以表示成绝对连续集函数之差.因此只需对非负的荷 （ 即测度）进行证明定理就行 
了.这样，设少是对已知测度 m 绝对连续的 测度. 我们来证明下面的引理. 

引理 设测度少对 m 绝对连续且不恒等 于零. 那么存在/ I 和可测集 S ， 使得 

fi ( B ) >0且 S 关于荷少-是 正的. 

71 

引理的证明设尤 = 是关于荷少从(凡 

n 


0( A ) 


0( A ) = 


=1，2,…）的哈恩分解，又设 


^0 = H 《， A 0 = U A n 

re = 1 re = 1 


那么对于所有的 a 都有 


<P(^o) ^ —M(4o _ ) ， 

n 

即少 (4_) =0,从而少 «) >0,而这 表示/ X (4 0 +) >0( 根据少 对从 的绝对连续 性）. 

因此可以找到这样的〃，使得 MO >0. 这个 ri 与集满足引理条件 • 

现在我们转入对定理直接进行证明.设尺是 Z 上具有下列性质的函数/所构成 
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的集: /非负，对 M 可积且对每个可测集4都有 j f ( x)dfJL ^ 0( A ). 

M = su p {| /(x) 如对所有的/曰尺}. 


从尺里取 一^ 函数列使得 


f fn(x)6fl 


lim 


= M 


令 


g n ( x ) = max (/ J%) ，/ 2 (%) 〆••，/„(%)) 

我们来证明， E 尺，即对于每个可测集 £ 都有 


g n ( x)du ^ 0( E ) 


事实上，£可以表示成 （J &的形式，其中 &互不 相交且在&上(%) =/,(%).因 


此 


\ Sni X )^ = ^ J fh ( X )^ ^ ^ 伞 ( E k ) 

k = 1 E k k = l 


令 


f(x) = sup\f n (x) }. 

显然，这时 /(%) = ，从而根据列维定理，有 

fl—►» 

f f(x)dfi = lim f f n (x)djui 

J Y 71 —►<» J Y 


= M . 


现在我们来证明 


j f(x)dfi 


少 （£) 一 


0. 


根据作法，集函数 


是非负的，且具有测度的所有性质.此外，它对 g 是绝对连续的.如果 A 美 0,那么根 
据引理就可以找到这样的 s >0和这样的 BgB ) >0,使得对于任何可测集£都有 

efi(E CiB) ^ \{E n B), 

那么，令 M%) = f ( x ) +级^(幻，其中；^是集的特征函数，我们就会得到，对于任 

何可测集£都有 


X ( E ) = 0( E ) 一 


J h ( x)djUL = J /( x)djbL + sjul(E n B ) 
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_ 


f ( x)dfjL + 0 (E n B ) ^ 0( E ) 




E\B 


这表示函数属于上面定义的集 K 但同时却有 

j h ( x)djbi = f f ( x ) d/LL + € fi { B ) 


而这就与 M 的定义相矛盾.这样，使得 


J A 

的函数/的存在性得证 . 我们来证明它的唯一性.如果对于所有的4 e @，有 

J fii x ) ^ ~ J 


0(A) = 


0( A ) = 


f 2 ( x ) djui 9 


那么对于任何 n ， 集 


K = \ x ： f 2 ( x ) - f x { x ) > \/ n \ 


满足 


^ n I ifi (^) ~ fii x )) = o 


类似地，对于 = \ xif x ( x ) - f 2 ( x ) > l / m } ，有 

= 0 . 


因为 


U ：/ i (^) ^ f 2 ( x )\ = ( U A n ) U ( U B m ) ， 


所以 




即几乎处处有 yi ( i ) =/ 2 (%) .证明完毕. 

注拉东-尼柯迪姆定理，显然是关于“绝对连续函数是其导数之积分”的勒贝 

格定理的自然推广.但是在讨论直线上的函数时，计算 △/ 与之比的极限仍然是 

求导数的有效方法，拉东-尼柯迪姆定理仅确立了绝对连续荷少对测度^的导数 

d ^/ d ^ 的存在性，但未给出它的计算方法.可以指出这样的方法，但是我们不准备讲 

到它. 粗略地说，这种方法 就是: 关于在确定的意义下“收缩”于给定点的集族来求比 
少 (4 )/ 〆 4 ) 的极限.例如，在 [ 53 ] 中有关于这些问题的详细讨论. 


6. 斯蒂尔切斯 （ Stieltjes ) 积分 


斯蒂尔切斯测度在上一章§1中，讲到直线上的勒贝格测度的构造时，我 
们已经提到了下面的构造法•设在某个闭区间 [ a ， fc ] 上给定了单调非递减函数为 
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明确计，我们假定它是左连续的.我们用等式 

( a ，/3) = F (/3) - F(a + 0) , 

[ a ，/3] = F(p + 0) - F ( a ) , 

( a ,)8] = F(fi +0) - F(a + 0) ， 

[ ol ， P ) = F ( p ) - F ( a ) 

来定义属于基本闭区间 [ a ，6] 上的所有闭区间，开区间和半开区间的测度，然后可以 
利用测度扩张的勒贝格程序，将这种测度开拓到某个含 [ a , b ] 的所有开子集和闭子 
集(从而含 [ a ，6] 的所有博雷尔子集）的 ( r 代数上去.借助于这样的构造法而得 

到的测度/ V ，称为对应于函数，的勒 贝格- 斯蒂尔切斯测度，而函数 f 本身称为这 
个测度的生成函数⑨ 

我们来讨论勒贝格-斯蒂尔切斯测度的某些特殊情形. 

( 1 ) 设 F 是阶跃函数，^，巧，…是它的间断点，而\，心 ，… 是它在这些点上的跃 
度.那么对应于函数 f 的测度可以按下述方法 建立: 闭区间 [ a ，6]的所有子集是 
可测的，而点集4的测度等于 


( 1 ) 


x^EiA 

事实上，从勒贝格-斯蒂尔切斯测度的定义立刻看出，每个点^的测度等于 

的佘集的测度等于零.根据测度洳的 a 可加性，对于任何 Ac [ a,bm 
可推出等式 (2). 根据任何阶跃函数构造的测度称为离散测度. 

(2) 设 f 是 [ a ， fc ] 上的绝对连续非递减函数，而 /= F ' 是它的导数.那么相应的 
测度在闭区间 [ a ，6 ] 的所有勒贝格可测子集上一定有定义，并且对于每个这样的 

集4都有 


( 2 ) 


I f(x)dx. 

j A 

事实上，根据勒贝格定理，对于每个半开区间 [ a ，)8 ) 都有 

fJL F [a 9 fi) = F(j8) - F(a) = f(x)dx 

因为每个 tr 可加测度的勒贝格扩张，唯一地决定于它在原半环上的值，由此推出等 
式 ( 3 ) 对于所有的勒贝格可测集 Ac [ a 9 b ] 都是成立的.对应于绝对连续函数 f 的测 
度称为绝 对连续测度. 

(3) 如果 f 是奇异连续函数，那么与它对应的测度完全集中在勒贝格测度 
为零的一集上，在该集上 f ' 不等于零或不存在.这时，测度本身称为奇异 测度. 


〜⑷= 


(3) 


①如果单调非递减函数 F 不是左连续的，那么根据它同样可以定义测度.为此，貞需在公式 (1) 中作些 
明显的修改•例如，应该令/«[«,々] = F ( j 3 + 0 ) -/ r ( a - 0 )， 等等. 
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显然，如果 f & + A ， 那么+叫.因此，由于单调函数可以分解为阶跃 
函数、绝对连续函数与奇异函数三者之和，可见每个勒贝格-斯蒂尔切斯测度可以 
表示成离散测度、绝对连续测度与奇异测度三者 之和. 单调函数分解为三个成分之 

和只准确到一常 数项. 因此每个勒贝格-斯蒂尔切斯测度可以唯一地分解成离散测 
度、绝对连续测度与奇异测度三者之和. 

I 

上面所^^的是闭区间上的勒贝格-斯蒂尔切斯测度.如果现在 f 是整个直线上 
的有界(有上界和下界）的单调非递减函数，那么在借助类似于 （1) 的公式定义了直 
线上任何闭区间、开区间和半开区间的测度之后，即可得到整个直线上的有限测度， 

也称为勒贝格-斯蒂尔切斯测度.特别是，这时整个直线的测度等于 

F ( oo ) 一 / T (一 00)， 


其中 


f ( 00 ) = limF(AC ) ， F( - oo ) = lim F(x) 

x — X ―►— 00 

(从 f 的单调性和有界性，可见这些极限都存在). 

勒贝 格-斯 蒂尔切斯测度概念的确穷尽了直线上所有的测度 （ 即所有的有限 O - 
可加非负集函 数). 事实上，设 M 是任意这样的测度.令 

F (x) = jUb( 

我们就得到这样一个单调函数，它所对应的勒贝 格-斯 蒂尔切斯测度与原来的测度 

M 完全 相同. 这样一来，“勒 贝格- 斯蒂尔切斯测度”这个术语实际并没有刻画出直 

线上的某种特殊测度类，它只不过指出了构造这样测度的一种确定的方法——按已 
知生成函数来构造测度. 

勒贝格-斯蒂尔切斯积分 设~是闭区间 [ a ，6]上的单调函数 f 生成的测 
度•对于这种测度可以用通常的方法来定义可和函数类，并引入勒贝格积分概念 

I f(x)djUL F . 

这种按对应于函数 f 的测度求的积分，称 为勒贝格-斯蒂尔切斯积分 ，记作 

[ f(x)dF(x). 

J n 


) 




我们来讨论某些特殊 情形. 

(1) 如果 f 是阶跃函数（即如果从 


是离散测度），那么积分 jf ( x ) dF ( x ) 显然 
化为和，其中 A 是函数 f 的间断点，而\是函数 f 在点乂 的跃度. 


斯蒂尔切斯积分 jf ( x ) dF ( x ) 等于 

[>( 幻 f ' ( %) cb ，即 /( 幻 f '( 幻对通常的勒贝格测度的积分.事实上，如果在某个可 


(2) 如果 F 是绝对连续函数，那么勒贝格_ 
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测集4 C [ a ， fc ] 上 /( 幻= const , 而在4外 /( 幻= 0,那么由 （3) 可得等式 

根据积分的 cr 可加性，等式 (4) 也可推广到关于测度~可和的简单函数上去.现 

在设1/„1是一致收敛于/的简单函数列.这时，可以假定序列1/„!是非递减的.于是 

(幻丨是非递减序列，几乎处处收敛于 /( 幻(幻，而根据列维定理，可以 

在等式 


( 4 ) 


\ f n ( x ) dF ( x ) = \ f n ( x)F f ( x)dx 

J n J n 


中当 


时取极限. 

从适才所述，显然，如果厂是阶跃函数与绝对连续函数之和，那么关于测度 
的勒贝格-斯蒂尔切斯积分相应地化为级数（或有限和）与关于通常的勒贝格测度 
的积分.要是，含有奇异测度，那么这样的简化是不可能的. 

勒 贝格- 斯蒂尔切斯积分概念，可以极自然地从单调函数推广到任意有界变差 
函数.设少就是这样的函数.我们将它表示成两个单调函数之差 

0 = V 

其中〃是函数少在闭区间 [ a ，幻上的全变差.现在引入关于少的勒贝格-斯蒂尔切 

斯积分，根据定义，令 


/I— > 


一 g ， 


\ f { x ) A < P { x ) = ff ( x ) dv ( x ) - ff ( x ) dg ( x ). 

^ a ^ a ^ a 

不难验证，如果 0 用某种其他的方法表示成两个单调函数之差，比如说， 


h ， 


0 


那么 


[ f(x)dv(x) - \f(x)dg(x) = [ f(x)dw(x) - [ f(x)dh(x ) , 

^ a J a J a ^ a 

即为了计算关于已知函数少的勒贝格-斯蒂尔切斯积分，可以利用这个函数表示 
成两个单调函数之差的任何一种形式. 

3. 勒贝格-斯蒂尔切斯积分在概率论中的某些应用 勒贝格-斯蒂尔切斯积 

分无论在分析中还是在许多实际问题里都有应用.特别是，这个概念广泛应用于概 
率论.我们回忆一下，对于每个％由等式 


F ( x ) = PQ < x ) 

所定义的函数 f 称为随 机变量 f 的分布函数 ，即 f (幻是随机变量 f 取值小于％的 
概率. 显然，每个分布函数是单调非递减的，左连续的，且满足条件 

) = 0， F { 00 ) = 1. 


F ( 
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反之，可以把每个这样的函数看作是某个随机变量的分布函数 

随机变量的数学期望 


xdF(x) 


m 


( 5 ) 


和方差 


^ = / 


(x - M^) 2 dF(x) 


( 6 ) 


是它的重要特征. 

随机变量通常又分为所谓的离散型随机变量和连续型随机变量.随机变量称为 
离散型的， 倘若它只能取有限个或可数个值 


( 例如，电话交换台在某一段时间内的呼唤次数就是离散随机变量) 

如果户1，户2，*"，/^，*"是变量6取值％1，欠2， 

显然是阶跃函数.对于它，积分 (5) 和 (6) 分别变为和 

Yx iPi 


的概率，那么 f 的分布函数 


• • • 


n 9 


和 


= Z ( x 

舞 

I 

随机变量6称 为连续型的， 倘若它的分布函数/^是绝对连续的.这个分布函数的导 
数 F ' 称为随机变量《的概 率分布密度. 按照上一段所述，对于连续型随机变量，表 

I 

示它的数学期望和方差的斯蒂尔切斯积分是按通常的勒贝格测度的 积分： 

00 

I xp(x)dx 9 = I 

J -00 J 

其中 P = F ， 是在 的概率分布密度而 a = 

在概率论初等教程里通常局限于研究离散型随机变量和连续型随机变量，它们 
基本上是在实际问题中遇到的仅有的两种类型.但是 ，一 般说来，随机变量的分布函 
数也可以含有奇异型分量.因此并不是每个随机变量都可以表示成离散型随机变量 
与连续型随机变量的组合. 

设 f 是随机变量， F 是它的分布函数，而7/ = W f ) 是另一随机变量，它是 f 的博雷尔函数.随 
机变量7/的数学 期望心 7,按照定义，可以写成 


) 2 Pi (« = M^) 


) 2 p(x)dx 9 


M £ = 


xd<P(x ), 

其中少是 77 的分布函数.然而，重要的是，如果对 p 按由直线上的函数 F 产生的测度可和，那么变 
tv 的数学期望可以通过变量 f 的分布函数 F 写成： 


M v = = <p(x)dF(x) 
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事实上，函数 y = (； p (4 定义了直线上的一个映射.它将具有（由 F 所产生的）已知测度的直线 

) ，这时映射 y = 将/ V 变为但是从 

第五章的一些结果推出，如果(^，…和^…是两个具有测度的空间^是将^/^变为^一的 
保测映射（即使得 v ( A ) = fjL (< fr l ( A )) 的映射），而/是（ }» 上的可和函数，那么 


) 变为具有测度的直线 （ - 


(一 


<x < 


<y< 


jf(y)dp = jf(<p(x))6/ji 

(勒贝格积分中的变量替换).这里令 /( y ) = y 和 / a = fi F ，v = g ， 我们就彳导到所要求的等式.这样一 

来，为了计算随机变量 f 的函数的数学期望（当然，方差也一样），只需知道变量 f 本身的分布函数 
就行了. 


-斯蒂尔切斯 (Riemann - Stieltjes ) 积分 上面讨论了勒贝格-斯蒂尔 

切斯积分，它实际上是给定函数关于直线上的两个测度的勒贝格积分之差.除此之 

外，还可以定义所谓的黎曼-斯蒂尔切斯积分，它是作为类似于普通黎曼积分和的 
一种积分和的极限而引入的. 

仍设0是某个给定在半幵区间上的左连续有界变差函数，而/则是同一 
半开区间上的任意函数.考虑半开区间 [ a ，6) 上的某一分割％ 


=厶， 


=^0 < ^1 < ^2 < 


< X 


■ _ _ 


这些点将 [ a ，6 ) 划分为子区间 [A _ i ， A ) ，并在每个子区间里选取任意点么，然后构造 
积分和 


Z / (么）[少(义） — 

i^l 

(这时少(％„)理解为 0 (b -()))• 如果当 max (七 )—0 肘积分和 (7) 趋于某一极 

限(假设该极限既与半开区间 [ a ，6) 的分割无关，又与分割的每个子区间中的点么 
的取法无关），那么这个极限就称为函数/对函数少在上的 黎曼-斯蒂尔切 
斯积分， 并用符号 


(7) 


| f(x)d0(x) 


表水 


定理 1如果函数/在闭区间 [ a ,6] 上连续，那么它的黎曼-斯蒂尔切斯积分 
( 8 ) 存在，并且与相应的勒贝格-斯蒂尔切斯积分完全相同. 

证明 积分和 (7) 可以视为阶梯函数 


frM =/(么） (Xi 

的勒贝格-斯蒂尔切斯积分.当半开区间[〜 6) 的分割变动时，这些函数列一致收敛 
于/，因此这些积分和的极限存在，并且就是极限函数/的勒贝格-斯蒂尔切斯积分 


X X ： 


①因为斯蒂尔切斯积分中个别点的贡献可能不等于零，分割的子区间不应该有公共点，因此我们这里处 
处取半开区间. 
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(积分号下取极限的定 理). 也正是这个限，我们曾称之为黎曼-斯蒂尔切斯积分 


( 8 ) 


我们来揭示黎曼-斯蒂尔切斯积分的某些基本性质. 
(1) 下面的估计式是正确的（中值定 理）： 

f ( x ) d 0( x ) 

( KO ] 是函数少在 [ a , 6] 上的全变差). 

事实上，对于半开区间 [ a ，6 ) 的任何分割，不等式 


^ max \ f ( x ) I V b a [0] 


(9) 


Z/(a) ( 少 ( 七 ） ^ Z 1/(^) I l^(^) -少 I 


\/( x ) I y 1 0( x { ) - 


^ max 


^ max \ f ( x ) I V b a [0] 

都满足.对这个不等式取极限，我们就得到估计式 (9). 当少(％) 时，它变为大家 

所熟悉的黎曼积分的估计式 


ff ⑴ 


dx ( (b - a)max \ f ( x ) 


(2) 如果少=纠 + 少 2 ,那么 

(f(x)d0(x) = f f(x)d0 1 (x) + [ f(x)d0 2 (x) 

J fl J /» J n 


事实上，对于半开区间 [ a ,6) 的每个分割，关于积分和满足的相应等式，从而在 
取极限后相应等式仍然成立，即对于积分也成立. 

注1我们定义了黎曼-斯蒂尔切斯积分 (8) ，假定函数 0 U ) 是左连续的.但 
是这个积分的定义(作为积分和 (7) 的极限），对于任何有界变差函数少 U ) 显然仍 
然适甩 


注2关于有限半开区间上的黎曼-斯蒂尔切斯积分所讲的一切，容易推广到 
整个直线或半直线上的积分情形. 

此外，我们定义了半开区间 [ a 9 b ) 上的斯蒂尔切斯积分.类似地可以定义 ( a ，6 ] 上 
的积分以及 [ a ，6 ] 和 ( a ，6 ) 上的积分.在斯蒂尔切斯积分的情形，与通常的黎曼积分有 

所不同，开区间 （ a ，6) 上积分的值、闭区间 [ a ,6] 上积分的值、以及半开区间0,6] 
和 [ a ，6 ) 上积分的值，一般说来，彼此并不相等.例如，如果 a 是函数少的间断点，那 
么[^，6]上的积分等于(\6]上的积分加上形如/(幻/1的项，其中 fc = ^( a + 0) - 


0( a ) 


上面所列举的性质1和2,对于出现在它们的表达式里有意义的任何函数/，都 
是满足的.如果假定 / U ) 在闭区间 [ a ， fc ] 上连续，那么相应的积分还具有下面的一 
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些重要性质(这时积分可以理解为是取在闭区间 [ a , 6 ] 上的，或取在任一半开区间 

卜，6]或[<1，6)上的）. 

(3) 如果$ 和黾 是 [ a ，6) 上的两个有界变差函数，除了在这个半开区间的有 
限个或可数个内点外几乎处处相等，那么对于 [ a ，6] 上的任何连续函数/都有 

j/(x)d0 1 (x) = | f(x)d0 2 (x). 

为了证明这个性质我们首先考虑 0 2 ^0 的情形.即首先证明下面的结论. 

( 3 )' 如果0是仅在 ( a ，幻内的有 P 艮个或可数个点上不等于零的有界变差函数， 

那么对于 [ a , 6] 上的任何连续函数/，都有 

j f(x)dif/(x) = 0 . 

事实上，对于仅在一个点 &上不 为零的函数，这个等式是显然成立的（如果取 
半开区间 [ a ，6 ) 的分割任意地小，并且分点中不包含有％。，那么就会得到积分和等于 
零），从而根据可加性，这个等式对于任何仅在有限个点上不为零的函数是正确的. 
现在设少仅在点〜 ， r 2 ，…， r „ ，…上不为零，而％ ， y 2 , …，，…是它在这些点上的函数 

值.因为具有有界变差，所以 Z 丨7 

n 

&然后将表示成和 


这样选择自然数 W 使得 Z ly 


+ 穸， 


其中“在点 qA ， …，〜 上取值 yi ， y 2 ，…，^，而在所有其余的点上等于0;而 f 仅 

上不等于 0. 根据性质2,有 

b 

I 

•• 

jf(x)dif/(x) = \ f(x) Anfj N {x) + [ f(x)d{)/(x). 

J a J a J a 

右端的第一个积分 ( 根据适才所证)等于零，而第二个积分 ( 根据性质1 ) 有如下估计 


在点 


N + l N + 2 ， 


\ f { x ) \ 2 e 


< max 


(因为显然有 V b a [ if /] = 2^ 

\ n>P 

现在为了证明性质3,我们来考虑差分=- < P 2 . 它仅在属于 ( a ,6) 的有限个或 
可数个点上异于零.其次应用性质2和 3'. 特别是，因为有界变差函数最多有可数个 
间断点，我们就得下面的性质. 

(4) 如果函数/是连续的，那么黎曼-斯蒂尔切斯积分 ff ( x ) d 0( x ) 不依赖于 
函数少在它的位于 ( a ,6) 内的间断点上的值. 

因为连续函数的黎曼-斯蒂尔切斯积分，等于相应的勒贝格-斯蒂尔切斯积 

分，所以对于连续函数 / U ) 的黎曼-斯蒂尔切斯积分，倘若少是阶跃函数，等式 


< 2 s .由于的任意性，由此推出我们的结论 


Jn 
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\f{x)A0{x) = Y J f{x i )h i 

J « i 

是正 确的; 而倘若少是绝对连续函数，则有 

Jf(x)d0(x) = J f(x) ^> , (x)dx. 

这时，如果 0' 黎曼可积，那么 （ 10 ) 中右端的积分可以理解为黎曼积分 

斯蒂尔切斯积分号下取极限 在第五章中我们证明了一系列关于勒贝格积 

分号下取极限的 定理. 这里，问题的提法是 :给定 函数列及其按某一固定测度的 

积分，我们感兴趣的是能否在积分号下取极限.但是应用于斯蒂尔切斯积分时该问 

题却有另外的提法:给定有界变差函数列 { 对于固定的函数/在怎样的一些条 

件下可以在积分号 


( 10 ) 




| f(x)d0 n (x) 


下取极限？ 

这时下面的定理是成立的. 

定理 2 ( 赫利 （ Helly ) 第一定理） 设闭区间 [a 9 b] 上的有界变差函数在该区 
间的每一点收敛于某一函数少，并且函数的全变差一致 有界： 

V h a M {n = 1,2,...). 

那么极限函数少也具有有界变差，且对于任何连续函数/，有 

^ f(x)A^> n {x) = | f(x)d0(x) 

证明 我们首先来证明，极限函数少的全变差不超过常数 C ， 其中 C 是定理条 
件中所有 F = [ %]的上界 • 事实上，对于闭区间 [ a ，6 ] 的任何分割 ( 其分点为 

< x m =6) 都有 


lim 


( 11 ) 


< 


< 


X I ^( x k) - I = lim ^ I <P n (x k ) - ^n( x k-i) 


从而 


V b a [0] ^ c. 

现在我们来证明，当 / 是阶梯函数时关系式 （11) 也满足.设/在半开区间 [ Xu ，巧 ) 
上取值心.那么 


jf(x)d0 n (x) = Zh k [0 n (x k ) - ^ n {x h -i)] 

J n i 


和 


f/(x)d0(x) = 2h k [0(x 

J n i 


)- ^>{ x k _ x )] 
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显然，这些表达式当中的第一个表达式当时趋于第二个表达式. 

现在设/是连续函数而 e 是任意的正数.我们这样选取阶梯函数 A ，使得 

\ f ( x ) - f e ( x ) I < 6 r /(3 C ). 


于是 


IjVb) ⑽ ㈤ -j*/(%)d0„U) < \\f(x)A0{x) 

- [/ e (x)d0(x) 

^ a 

+ j f e ( X )^n( X ) - f f(x)d0 n (x) |. 

根据斯蒂尔切斯积分的中值定理，这里的第一项和第三项小于 s /3 ，而第二项对于 
一切足够大的 n 均小于 s /3. 由于 s >0是任意的，由此推出定理的结论 • 

注 这个定理也适用于积分 


jfAx ) d 0( x ) - f / e ( x ) d 0 n ( x ) 


f f ( x ) d < P n ( x ) 


中的一个积分限或两个积分限是无穷大的情形.但是这时函数/应该在无穷远点趋 
于某一有限极限 ( 这就容许在整个无穷区间上用仅取有限个值的阶梯函数来一致地 


逼近它) 


赫利第一定理确立了，在黎曼-斯蒂尔切斯积分号下对某个有界变差函数列 
1^} 取极限的条件，而赫利第二定理则阐明什么时候可以保证满足第一定理条件 

的序列本身的存在性. 

定理 3 ( 赫利第二定理） 从定义在某闭区间 [ a 9 b ] 上且满足条件 


| 少 U) | < C ， V b a [0] 

的函数少的每一个无穷集合 M 中，都可以选取一个在 [ a ,6] 的每一点上都收敛的序 
列（其中 C 和 K 是常数，并且与少 E M 无关) • 

证明 只需对单调函数来证明这个定理就行了.事实上，设 


( 12 ) 


max 


其中是函数少在闭区间[«，幻上的全 变差. 那么对应于所有的少 e m 的函数 
V 均满足不等式 （ 即满足定理的条件 (12)) : 


g ， 


(x) 1 彡 = V b a [0] (K ， 

并且是单调的.假定对于单调函数定理得证，我们从 M 里选取序列丨，使得相应 
的序列 W 收敛于某一极限〃.其次，函数 


max v 


1) — (b 

n i 


g 
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也是单调的，并且满足定理的 条件. 因此从里可以选取这样的子序列丨 ， 使 
得相应的序列收敛于某一极限 g . 于是 

少 U ) = v { x ) - g ( x ). 

现在，我们来对于单调函数族 M 证明定理.设 Q ， r 2 ， … ， /•„ ，…是闭区间 [a ， 6 ] 的一切 
有 理点. 根据 （12) ，数少 ( ri )( 其中少遍历了整个 M ) 构成有界集，因此可以找到在 

点 q 上收敛的序列 | • 其次，从丨中可以选取子序列丨 < 2) } ，使其在点 r 2 

上收敛 （ 当然也在点 Q 上收敛)•从 | > 1里可以选取子序列 j 少! 3) 丨在点 r 3 上收敛， 

等等. 对角线序列丨少卜丨显然在闭区间的一切有理点上都收敛.它的极限是 

- 

非递减函数少，暂时仅在点 Q ，/ ' 2 , …人， …上有定义.在闭区间[<1，6]的其余的那些 
点上我们来补充它的定义 :对于 无理点〜令少 O ) = lim 少 0)0 是有理数).我们 

r~^x -0 

来证明，用这样的方法所得到的非递减函数少在一切点上是连续的，并且少是序列 
i ^ n) L 的极限 • 设，是少的连续点.那么对于给定的 s > o 总可以找到这样的 s > 
0,使得只要 - x | <3,则 


I 0(x * ) - 0(x) I < s/6 

我们这样逸取有理点 r ' 和 r "， 使得 r ' </ <r 〃且 〆>〆 - 8， r ” < x * +5;现在设 n 。 

充分大，使得当 n > n 0 时不等式 

1^(0 -少 （ r ') | 

得到 满足. 从式 （ 13 ) 和式 （ 14) 推出 


(13) 


占 /6和 | 0( r n ) - 0( r ,f ) | < s /6 


(14) 


< 


2 


少„( 〆 ）-少„( 〆 ') 


因为函数軋是非递减的，所以 0 n ( r ( ) ^ n (^) 因此 

I 0( x *) - 0 n ( x *) 

^ I 0( x * ) - 0( r f ) 


0( 〆 ） -0 n ( r f ) I + I 0„( r ’）- 0 n ( x * ) 


+ 


4 s 




6 6 6 7 
而这就表示 lim 軋 （，） = 0 ( x *). 

n ― >oo 

这样，我们从你中选出一函数列，它处处收敛于极限菡数少只有在函数少的 
间断点可能 例外. 因为这样的点集有穷或可数，所以再运用对角线过程，就可以从序 
列1 j 里选出子序列，使之在这些点上也收敛，即在 [ ^，& ] 上处处收敛. 

连续函数空间中线性连续泛函的一般形式 上面我们已经指出了斯蒂尔切 

斯积分的某些应用.现在我们还讨论一个与这个概念有密切联系的问题，即我们来 
阐明空间 C [ a ，6] 中线性泛函的一般形式. 

定理 4( 里斯）空间 C [ a ，6] 中的每个线性连续泛函 F 可以表 示成： 
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F { f ) = J /( x ) d 0( x ) ， 


(15) 


其中少是某个有界变差函数屯这时 


V b a [0l 

证明空间 C [ a ， 6 ] 可视为由闭区间 [ a ， 6 ] 上一切有界函数/所构成的函数空 

间 M [ a ， 6 ] 的子空间 ./ 具有与 C [ a ， 6 ] 中的范数一样的范数 

ll/ll = sup 1 / 0 ) 1 . 

设 f 是 C [ a ， 6 ] 上的线性连续泛函.根据哈恩-巴拿赫定理，它可以从 C [ d ， 6 ] 扩张 
到整个 M [ a , b ] 上而保持范数不变.特别是，这样扩张的泛函系定义在一切形如 

1 ，当％ < r 时， 

0 ，当 


F 


(16) 


K a = 0 ， h T { x ) 


时，倘若 


X > T 


的函数上，令 


(17) 


0(t) = F ( h .) 


我们来证明，函数少在闭区间 [ a ，6 ] 上具有有界变差.事实上，取这个闭区间的任意 


分割 


(18) 


= b ， 


= x 0 < x l < 


< X 


■ •肇 


且令 


gn ( 0 ( x k ) - < P { x k ^)) (k = 1 ， 2 ,…， n ) 


于是 


X I ^( X h) - ^( X h-l) I = X OL h (0(x h ) -0On)) 


1严 


U = F (^ a k ( - h Xk ^ )) 


H 


Z a k( h 


彡 F 


h 


x k 


x k~\ 


但是函数 Z CL k ( h Xk - h H J 仅取值 ± 1 和 0 . 从而它的范数等于 1 . 这样一来 


A = 1 


因为这个不等式对于闭区间 [ a , 6 ] 的任何分割都成立，所以 


①这里指的是闭区间 [ a ,6] 上的积分 
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V b a W ^ || F || . 

这样，我们根据泛函 f 构造了有界变差函数 0. 我们来证明，正是借助于这个函数， 
泛函 f 可以写成斯蒂尔切斯积分 ( 15 ) 的形式 • 

设/是 [ a ,6] 上的任意连续 函数. 给定正数 e 和选取 S >0,使得只要 | 

3贝1|/(，） _/(/) I •现在我们这样选取分割（18)，使得每个子区间的长度小于 

5. 考虑阶梯函数乂 ： 


< 


fs =/(〜），当无 


时， A ： = 1，2，…，汀， 


< X < X 


k -1 


fs( a ) =/(«) 


它显然可以写成如下形式 


fs( x ) = Y,f^ x k)^ h xS x ^ - W4 ]， 

A = 1 

其中卜是由等式 （16) 所定义的 函数. 显然，对于所有的都有 \ f ( x ) - 

L ( x ) | <心即 


\\ f ( x ) - f e { x ) 

我们来求泛函 F 在元素人上的值 • 根据这个泛函是线性的和函数 / l T 的定义，它等于 


< S 


F(fs) = 2fM[F(h H ) -F(h H J] 


y j f ( x k )[0{ x k ) - ], 


即积分 


jf ( x ) d 0( x ) 

的积 分和. 因此对于闭区间 [ a ,6] 的足够小的分割，有 

F ( f e ) - ff ( x ) d 0( x ) 


< e 


但是同时，有 


Hf) ~F(f e ) I 彡 Kll • II/-/, II $ II F 


8 


从而 


I f ( x ) d 0( x ) 


< s (\ 


n )， 


F { f ) 


因此由于 6 T 的任意性就得到等式 


F ( f ) = \ f { x ) A 0( x ) 
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我们证明了，由公式 （ 17 ) 所定义的函数少的全变差满足不等式 

V b a [0] ^ || F || . 

另一方面，从黎曼-斯蒂尔切斯积分的中值定理立刻推出 

II ^11 ^V b a [0], 


(19) 


( 20 ) 


比较式 （19) 和式 (20) 就得到等式 


F = V b a [4>] 


定理完全得证 • 

注显然，若取闭区间 [ a ,&] 上的任意有界变差函数少，且令 


F { f ) = | f ( x ) d 0( x ) , 

我们就得到空间 C [ a ,6] 上的线性泛函.这时，两个在 [ a ,6] 上（除去这个闭区间的 
不多于可数个内点所构成的集外）处处相等的函数和少 2 ，决定同一线性 泛函; 反 
之，设对于每个连续函数/， 纠和少 2 决定 C [ a ，6] 上的同一线性泛函，即 

f /( x ) d 0 t ( x ) = f /( x ) d 0 2 ( x ). 

• I 

由此容易推出，在函数纠 -0 2 的一切连续点上纠-少 2 scouts , 即可能除去有限或 

可数点外，处处有少 1 -❿ 2 = const . 

这样一来， C [ ci ，6] 上的每个连续线性泛函就与 [ a ,6] 上的有界变差函数相对 
应，并且函数少 i 和屯 属于同一类函数当且仅当它们之差最多在闭区间 [ a , ft ] 的可 
数 个内点上不为 常数. 在每个这样的函数类中，可以选取一个且仅能选取一个函数， 
使之在点 a 上等于零，而在半开区间 ( a 9 b ] 上处处右连续.在 [ a ，6 ] 上一切有界变差 
函数的空间中，满足这些条件的函数构成一个闭线性子空间，我们用符号 F ° [ a ， ] 
来 表示. 最后我们指出，对于 C [ a ，6] 上的任何泛函由等式 （17) 所定义的函数 
少 ( r ) 正是里的函数.因为对于这样的 0( r ) 曾经证明了等式 || F || = 
V b a [0] ，所以定理4可以用下面的形式给出. 

定理 4' 在空间 （ C [ a ，6] r 和 p [ a ，6] 之间存在由等式 

F ( f ) = | f ( x ) d 0( x ) 

所建立的同构 （ 即一 Xf —、线性和等距)对应关系. 

线性泛函由 a ，6]中函数的这种表示，称为标 准表示 

从这个定理很容易得到如下连续函数和连续可微函数空间 C 1 [ a ，6 ] 上，线性泛 
函的标准表示定理，该定理在变分问题里起着重要的作用. 

定理 S 空间 C 1 [ a ，6 ] 中的每个线性泛函，可以用一种且仅有一种方法表示成 
下面的形式 
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| f f (x)d0(x ) ， 


( 21 ) 


F{f) = otf{a) 


+ 


其中 a 是数，而少 E V °[ a , b ]. 

证明 考虑 C 1 [ a ， 6 ] 中满足条件 /( a ) = 0的函数所构成的子空间以 [ a ，6 ] ，以 
及将这个子空间变为全空间 C [ a ，6 ] 的算子4 = d / dx . 设 f 是 C 1 [ a ，6 ] 上的线性泛 

函.我们首先仅在子空间以[〜6]上来讨论它.现在可以把拼三组引理(第四章§5 

,, • • 

. - • 

_ 

第4段)应用到算子和泛函根据这个引理，可 
以找到这样的线性 变换： 


ilf ： C[a,b] — /?， 


使得对于每个函数 g E 都有 


( 22 ) 


F(g) = ( 如 ) • 

每个函数 /e cKaj ] 可以表示成下面的形式 

f(x) =f(a) + g(x) , g e C l [a,b] 


因此 


(23) 


F(f) = F(f(a)) ^F(g) 

根据里斯定理、等式 (22) 和算子 4 的定义，有 


[ g ， (x)d0(x ) ， 

J n 


F(g) = ip(Ag )= 


或 


F(g) = [/ f (x)d0(x) 9 

^ a 

因为 /'00 = ，（幻.设 a 是泛函 F 在恒等于 1 的函数上 的值. 于是从式 (23) 和式 

(24) 最后就得到表示式 (21). 


(24) 
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可和函数空间，首先是所有可和函数的空间 A 和平方可和函数空间 L 2 ，是最重 

要的赋范空间类.现在我们来研究这些空间的基本性质.本章内容 ，一 方面依赖于第 

二至第四章所叙述的度量空间与线性赋范空间的一般性质，另一方面又依赖于第五 
章引入的勒贝格积分的概念. 


1,空间 L 


1. 空间 M 的定义与基本性质 设尤是一个测度为 a 的空间，并且这个空间 z 

本身的测度可能是有限的或是无限的.我们假定测度/ X 是完全的（即任何测度为零 
的集的任一子集可 测). 考虑所有在 x 上为可和的函数/的总体.由于可和函数的线 
性组合可和，这个总体连同通常的函数加法运算及函数乘以数的运算，就形成一个 
线性空间.我们以 MX #) 表示这个空间，或者简记为 在、 中定义范数如下％ 

11/11 = 1 1 /“） I 如 


( 1 ) 


显然,这时有 


1/11 


及 


此处与今后，符号将表示在整个空间 x 上的积分 


① 


1* 空间 L x 


rq 
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II /2 II • 


然而,为了满足范数的最后一个性质，即 


11/11 > 0，如果//0, 

必须对于叉上互相等价的函数不加区别，即认为它们是空间 A 的同一 元素. 特别， 

L i 中的零元素是所有几乎处处为零的函数的 总体. 这时 （1) 式具有范数的所有性 
质.于是我们便有如下 定义： 

定义1以彼此等价的可和函数类为元素的赋范空间称为空间& ;在&中，元 
素的加法与元素乘以数象普通的函数的加法和数乘那样定义 ( D ，范数由公式 

11/11 = | \ f(x) I dfi 

•a 

c 

、’ • 

给出•在 A 中如同在所有赋范空间中一样，由公式 

1 p(f,g) = 11/-^ II 

来引入距离.可和函数序列在这个距离意义下的收敛性称为平均 收敛. 可以假定空 

间 A 由复函数组成（复 A ) ，或认为仅由实函数组成（实 A ) •本节的内容包括了这 
两种情形. 

下述事实对许多分析问题极为重要. 

定理1空间 A 是完 备的. 

证明设 I / J 是 A 中的基本列，即当 71 , 

IIA - /m II 

那么可以找到下标的递增序列 Ud ，使得 

II A ~fn k+l II = \ \fnS % ) - 

由此不等式和列维定理推出:级数 


时 




fn k+l M 1 如 < 1/2 


• • _ 


在尤 上几乎处处收敛.于是级数 


在尤上几乎处处收敛于某个函数 


/( 欠 ）= lim f nk (x) 

A—>oo K 


这样 一来, a 中的基本列含有几乎处处收敛的子序列. 


①要确切 地:在 a 中的每个元素，是彼此等价的可和函 数类; 为将两个这样的类相加，必须在两类中各 

取一代表且把包含所选代表之和的类解释为和 • 显然，此和不依赖于代表的选取.对于 Zq 中元素乘以数的运算 
也类似. 
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现在证明子序列平均收敛于同一函数/由于序列丨是基本序列,对于任 
意固定的 S >0和所有充分大的 A 与 Z , 有 


fn k (X) -人 0)1 如 < & 

'' -'I. ' 

根据法图 （ Fatou ) 定理，当 z ^ oo 时在这个不等式里可以在积分号下取 极限. 于是，有 


fn k (X) -f(x) I ^ 

由此得出 /e & 且 /%—/• 但是根据基本序列含有收敛于某一极限的子序列，可以推 

出这个基本列也收敛于同一极限.定理得证. 

2. M 中处处稠密的集合 对任意在 Z 上可和的函数/，及任意的£>0,存在这 
样一个简单可和函数 cp ( x ) ，使得 




\ 1/(%) - < p ( x ) I < 


其次，由于对在 集尽， £ 2 ，…上取值分别为 h , y 2 ,…的简单可和函数，其积分定义为 


级数 


— 1 

的和(在此级数绝对收敛的条件下），显然，可以把任何简单可和函数表成仅具有有 
限个数值的简单函数序列（在平均意义下的)极限.于是，仅具有有限个数值的函数 
(即是特征函数的有限线性组合)在空间 A 中处处 稠密. 

设穴是一度量空间，在其中引入满足如下条件的测度 （ 即在欧几里得空间或在 

许多其他实际上有价值的情形下，勒贝格测度满足的条件） ：在 中的一切开集与一 
切闭集均可测，且对任何可测集 MCR 及任意 s >0 ， 存在 ® 这样的开集 G 3 M , 使得 

a ( G / M ) 


( 2 ) 


于是下述定理 为真： 

定理 2所有连续函数的集合中处处稠密. 

证明根据前面所说的只需证明，任何只具有有限个数值的简单函数，是连续 

函数序列在平均收敛意义下的极限.其次，因为任何具有有限个数值的可和简单函 

数，是有限测度可测集的特征函数; tvU ) 的线性组合，那么只需对特征函数进行证 
明•设 M 是度量空间中的可测集 ，且 〆 M ) <oo •于是从条件 (2) 立即推得,对于任 

意 s >0可以找到闭集和开集 G M ，使得 


①参看第五章§4第7段中的习题. 
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定义函数％ (4 如下 ® 


p ( x 9 R / G M ) 

p ( x 9 R / G M ) ^ p { x , F M ) 

此函数当％ e 时为零，当％ e 时等于 1. 由于函数 p U , f m ) 及 p (〜/?/ g m ) 

连续且两个函数的和 II 不为零，可见函数％(%)是连续的.函数 Iim 
上不超过1，在_ g m / f m 外为零.因此 

J \xm( x ) 


<Ps ( X ) = 


在 G m / F m 


(Pe 


(Ps( X ) I 如 < 右， 


由此就推得定理的论断. 

显然，空间 A (尤,从)还依赖于空间尤的选择及在此空间中测度/ X 的选择.例如, 

如果测度 M 集中于有限个点，那么 A U ， M ) 实际是有限维的空间.无穷维的,但含有 
处处稠密的可数子集的空间 A 在分析中起着重要的作用.为了刻画这样的空间& , 
还要引入一个本质上属于一般测度论的概念. 

定义2 测度 M 称为 具有可数基的测度， 如果存在空间的可测子集的这样的 
可数组 j = M J ( n = 1,2，… ）（ 测度 M 的可数基）， 使得对任何可测的 MCJT 与任意 
的£>0,总可找到这样的火 E J ， 有 


fi(MAA k ) < a. 

特别，如果测度 At 可以表为定义在某个可数 半环® 上的测度 m 的勒贝格扩张, 
则测度 At 有可数基.事实上,在这种情况下环況 （ @ )( 显然，它是可数的）乃是所求 
的基. 由此可以看出，例如，区间上的勒贝格测度具有可数基，因为对于勒贝格测度 
可取以有理数为端点的半开区间的总体作为所求的半环. 

具有可数基的两个测度仏与&的积同样具有可数基，因为很容易 
验证，测度化的基中的元与测度&的基中的元之积的有限和，形成测度 
的基所以平面上 （ 同样，在 n 维空间中）的勒贝格测度有可数基 


设 


< AV-AV" 

是测度 JU 的可数基.易见，经扩充集组 (3) ，可以形成这个测度的一个新可数基 

^1 A ， …，\，… 


(3) 


(4) 


这个新可数基对减法、取有限和与有限交这些运算是封闭的，即是一个环. 

定理3 如果测度 m 有可数基，那么在 A ( X 9 jul ) 中存在可数的、处处稠密的函 


数集 


证明 我们证明,有限和 


①表示点无到集4的距离 
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Y , c kfk ( x ) 

A = 1 

在1 1 (叉#)中形成一可数的、处处稠密的集合,其中&是有理数，而/^是测度 JU 之 
可数基的元的特征函数. 

这个集的可数性是显然的，我们证明这个集在 A 中处处稠密.如我们已 

经指出的，仅具有有限个数值的阶梯函数所成的集在 A 中处处稠密.因为任意这样 

的函数，可以用同类型的但只取有理值的函数来任意准确地逼近,所以只需证明 


( 5 ) 


在集 


当 i / J 时 A fl = 0 ) 


Ei ， …， E n [ |J E t = X , 

i = l 


E 


i ， 


上分别取值为 


r re (所有^是有理数) 


f\f f\f 

J 1 jJ 2 ， 


的任意阶梯函数/，可以在 A 度量的意义下用形如 (5) 的函数任意准确地逼近.根据 
所作的说明，不失普遍性可以假设测度的基是环. 

根据测度的可数基的定义，对任意々 >0,在基中存在这样的集岑 


使得 


a ( E k AA k ) < 


令 


次 (lc = 1 ， 2,… ， n) 


m 

， 


定义厂, 


h ， 当戈^ A \, 


/*00 = 


0，当％ E /?/ U A \ 

1 = 1 


易见，对充分小的6测度 


fl\x ： f(x) 9^f* (x) 1 


任意小.因此对充分小的&积分 

| 1/( 欠 ） -/ * ( 欠 ）I 如彡 （ 2max 


)jui\x ： f(x) 7 ^/* (x) } 


Jk 


任意小 


根据我们对测度 M 的基所作的假定，函数/ # 是形如 (5) 的函数. 

定理证毕. 

对于 Z 是数直线上的区间， M 是勒贝格测度这种特殊的情形，树如可更简单地 
取所有的具有有理系数的多项式的集合，作为&中可数的、处处稠密的集合.这个 


299 


集合在连续函数集合中处处稠密(甚至是在一致收敛的意义下），而连续函数的集合 
在 L x { X ^) 中形成处处稠密的集合. 


2. 空间 L 


1. 定义与基本性质 如我们所见，空间 A 是完备的赋范（即巴拿赫）线性空 

间. 但它不是欧几里得空间，因为定义在此空间上的范数不能借助任何内积给出.由 
第三章§4第8段所建立的平行四边形定理可推出这点.例如对于在闭区间 [0,2 tt ] 

可积的函数 /=1 = sin %， 关系式 

11 /+^ 


Wf-gV =2( ll/ll 


g 


在 A 中不成立. 

取平方可积的函数的总和，可以建立不仅是赋范的，而且是欧几里得的泛函空 
间. 我们引入相应的定义.首先考虑在某个给定了测度 m 的空间 Z 上定义的实函数 
/• 假定所有这些函数是可测的且在 X 上几乎处处有 定义. 彼此等价的函数不加 


区别 


定义1 函数/称为在 Z 上平 方可积的函数 ，如果积分 


存在(有限).所有这样的函数的总和用 L 2 表示，或者简记为 l 2 

我们来确立平方可积函数的基本性质. 

(1) 两个平方可积的函数之积是可积函数\ 

这可由不等式 ' 


\f(x)g(x) 


[f 2 (x) + g 2 (x )] 


2 


及勒贝格积分的性质直接推出. 

推论 任何在具有有限测度的空间中平方可积的函数/是可积的 
事实上，只要置 g ( %) =1并应用性质1即可. 

(2) 两个 L 2 中函数之和同样属于 A . 

实际上， 


(/(%)+ g(x)) 2 ^ ： f 2 (x) +2 \f(x)g(x) I + g 2 (x) 

由于性质 1 ，右边的三项中每一项都是可积的. 

(3) 如果/ E [2， a 是任意的一个数，那么 q/E i 2 . 

实际上，如果 /E i 2 , 那么 


J [ a / ⑷] 2 如= a 


< 
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性质2与性质3表明, L 2 中函数的线性组合仍属于 A ;同时，显然 L 2 中函数的加法 
以及把这样的函数乘以数的运算满足线性空间定义中所列举的一切条件（第三章 
§ 1). 于是平方可积函数的总和是线性空间. 

现在，在中定义内积为 


jf ( x ) g ( x ) djbi . 

很明显,内积定义(参看第三章§ 4) 中的所有条件都满足，即 

1) ( f , g ) = ( gj ) , 

2 ) C/i +,2 ，茗 ） = C/l ， g ) + (A ， g ) ， 

3) ( of ， g ) = a ( f 9 g ), 

4) (/,/) >0,如果 //0. 

特别地，条件 4) 是由彼此等价的函数不加区别这件事来保证的 （ 于是，可取在尤上 

等价于/=0的所有函数的总和作为零元素). 

, • 

这样，对于平方可积的函数，引入加法和数乘运算以及引人内积以后，我们便得 

. : t 

到下面最终的定义. 

定义 2由彼此等价的平方可积函数类所组成的线性空间是 欧几里得空间 ，其 

_ 

中内积由公式 


(f,g ) = 




(f,g) 


定义 


在 L 2 , 如同在一切欧几里得空间中 一样， 成立柯西-布尼雅可夫斯基不等式和 
三角形不等式，在这里这两个不等式的形式为 


( \f(x)g(x)An) < jf 2 (x)d/n jg 2 (x)d/i 


及 


J + g(x) ) 2 d/JL 彡 A Jjf 2 (x)dfjL + Jjg 2 (x)dfji. 


特别，当 / I ( z ) <00 及时,柯西-布尼雅可夫斯基不等式变为如下有用的估 


计式 


( j/(X)djUL) 


彡 M 幻 / 2 (戈）如 


( 1 ) 


U 中的范数由公式 


定义，而函数/与 g 之间的距离由公式 
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p(f.g) = Wf-g 


定义 




— g{oc) ) 2 dfi = Wf-g 


也称为函数 / 与 g 彼此之间的均方差. 

在空间 A 度量意义下函数序列的收敛称为均方 收敛. 如果不致于把这种收敛 
与上一节所定义的 A 中的收敛混淆时，我们在这里也将应用更简单的术语“平均 


收敛 


定理1 当 MI ) <00时，空间是完备的. 
证明 设1/;1是心中的基本列，即 


当汀， 


时， II A —/m II 40, 


m 


那么，由估计式 （1) 得 


1/2 


如彡 [^(^)] 1/2 {|(/„(^) -f m (x) ) 2 dfi} 

即序列 j / J 在空间 A 的度量下也是基本列.重复证明空间 M 完备性时所进行的论 
证，从1/」中选取子列，使得该子列几乎处处收敛到某一函数/对子序列中的 

各项，当 A : 与 Z 充分大时，不等式 


fn( X ) 


( 2 ) 


(欠） - f ni ( X ) ) 2 如 

为真. 应用法图定理，当 Z —00 时，可以在不等式中取极限.我们得到 

(^) 一 f ( X ) ) 2 如 < 5， 


< E 


由此推得 /e l 2 Rf nk — f . 为了完成余下的证明，如在§ 1定理1中一样，只要利用下 

面的 事实: 如果基本列包含收敛子列，那么这个基本列本身也收敛于同一极限. 

2. 无穷测度的情形 我们仅仅研究了定义在测度有限的某个空间 Z 上的平方 
可积 函数. 这时，条件/1(尤）< 00 的应用是十分重要的.即在第一步证明平方可和函 
数是可和的，首先应用了这一条件，其后，在导出借以证明空间 L 2 的完备性时所用 
的不等式 (2) 时，又用了这一条件.如果在测度为无穷的集合（例如，在具有勒贝格 

测度的全直线)上研究函数，那么并非任何1 2 的函数都属于例如，函数 


^/\ + x 2 


在全数轴上是不可积的,但它的平方却可积.其次，当 M ) < 00时，不等式 （ 1 ) 成 
立，这意味着，由函数序列在4中收敛可推出它在 A 中收敛.而当 At ( Z ) =00时，这 
也不 成立: 例如在数轴上的函数序列 
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1/ m , 当 | % | < m ， 

当1% 

在直线上的平方可和函数空间 i 2 ( - 00 , 00 ) 中收敛到零,但是在 A ( - 00 , 00 ) 中却 

不收敛于任何极限.然而，当= 00时，空间 L 2 完备的定理仍然正确 

我们来证明这个论断.如同在第五章§5第6段我们引入对测度无穷的集合的 
积分概念时所作的那样，假定整个空间 Z 可表为测度有限的集合的可数和.设 

，当 n / m 时 n 4 = 0 




0 


> n， 


J 


z = u x n ， !JL(xj 

fl = 1 

是这样的 表示; 设 } 是 l 2 U , m ) 中的基本列.于是，对任意 s >0存在这样的％使 
得对所有的 


< 


O) -fiix) } 2 dfJL < 


E 


引入记号 


( p ( x ) ,当 e 
0, 对其余的％ 


< p ( n ) ( x ) 


根据勒贝格积分的 (7 可加性，有 

\[fk( X ) = X [ \-fk n) ( X ) ⑷⑷] 2 如 

J ， n = l J X n 

对每一个有限的 M 更加成立 


< £ 


M 


ixy ^ { x ) -炉⑷]、 

在每个总上平方可积的函数的总和是完备空间.置 


(3) 


< E . 


f {n \x) = \imf\ n) (x) 


(这里的收敛性应理解为在空间 L 2 ( X n 9 fJ i ) 的收敛性），我们可以在不等式 （3) 中当 
I ~^00时取极限，得 


M 


X [ [/!") ( 欠） -f (n) ( x ) ] 2( ^ ^ 

n^l J X n 

因为这个不等式对任何 M 都成立，那么在此不等式中可以令 M ^ oo 取 极限. 于是有 

M 

If lfi n) (x) - 广 ) U )] 2 如 


s 


E 


若对于％ E t ，令 


①在 § 1 中所作的空间 A 完备性的证明，显然不依赖于空间尤的测度有限的假定 
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f(x) =f (n) (x ) ， 


则我们可以把上述不等式改写成 


j[fn( X ) ~f( X ) 


由此推出 / e [ 2 ( Z ) 及序列 1 收敛于 / 

定义乙 U ,/ x ) 为彼此等价的函数类的总和，其中每个函数 / 满足 I | yu ) 
oo .证明 是关于范数 11/11 = |/(^) |>) 

3. 在心中处处稠密的集合•同构定理 这样，平方可积函数空间 L 2 ( Z ，/ x ) 是完 
备的欧几里得 空间. 除了退化的情形外,这个空间的维数是无穷的.从各种应用的观 
点，在分析中重要的是阐明什么时候空间 L 2 (， M ) 是可分的，即含有可数的处处稠 
密的集合.在§ 1我们证明了，对于空间由测度/ X 的可数基的存在性可推 

出可 分性. 不难验证，这个条件也保证 L 2 ( X ，/ I ) 的可 分性. 事实上,1 2 (尤,从）中的每 

个函数可以以任意的准确度用这样一些函数逼近 :其中 每个函数都在某个测度有限 
的集合外 为零災 其次，在证明§ 1定理3时所作的论证表明,在这样一些函数的集 
合中可以选出可数的、处处稠密的集合. 

于是，如果测度/ X 有可数基，那么空间 L 2 ( Z ,/ i ) 是完备的可分欧几里得空间.换 

句话说，放下 i 2 ( X ， M ) 有有限维数的情况不提 ，我 们得到如下结 果:如 果测度 M 有可 
数基，那么 i 2 ( 尤， / x ) 是可分希尔伯特空间. 

根据希尔伯特空间关于同构的定理，这意味着所有这样的1 2 (尤，/>0彼此同构. 

特别，每一个这样的 L 2 ( X , M ) 与空间 Z 2 同构，这里空间是平方和收敛的数列空间. 

, • 

n 

当尤可数时 Z 2 可看作 i 2 ( 尤, /!) ，而 M 定义在尤的所有子集上，且对每个点/ X 等于 1. 

下面我们将仅仅考虑与具有可数基的测度相对应的 L 2 ( Z , m ). 当不致发生误解时， 
每一个这样的空间都简记为 l 2 . 

如同我们已解释过的，由于空间 i 2 是希尔伯特空间的实现第三章§4中所确立 
的抽象希尔伯特空间的所有概念与事实都可移植到1 2 中来. 

特别，根据里斯定理，希尔伯特空间//中的所有线性泛函都可表示为内积的 


习题 


d/Lt < 00 , 


i/p 


而1 


的巴拿赫空间. 


形式 


F(h) = (h,a ) 9 

其中 a 是 " 中的一个固定向量.所以 L 2 中所有的线性泛函具有如下形式 

F(f) = \f(x)g(x)d/ji 9 


其中 g 是中固定的平方可积函数 


①如果/ X ( Z ) 


，那么这步可以省去 


< 
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4. 复空间 我们刚刚研究过实空间 i 2 . 所叙述的结果很容易推到复空间的 
情形.假设/是定义在某具有给定测度 M 的空间 Z 中的复函数，如果积分 

[ \f(x) I 2 dfi 


有限，则称/为平 方可积函数. 用通常的方式定义了这些函数的加法与数乘，并用 


公式 


jf( ^ ) g(x)dfi 

引入内积，我们得到欧几里得空间，此空间被称为 复空间 心 .（ 这时，如同实空间的情 
形，我们认为彼此等价的函数是空间的同一个元素. ） 这个空间是完备的，而如果测 
度 / x 有可数基，那么它也是可分的.这样一来（除去有限维的情形）我们得到，与具有 
可数基的测度相对应的复空间 i 2 是复可分希尔伯特空间.所有这样的空间彼此同 
构，第三章§4中所叙述的结果对于这些空间都正确. 

均方收敛及它与其他类型的泛函序列收敛性的联系 在空间4中引入范 
数 ，从而对平方可积函数我们定义了下面的收敛 概念: 如果 


(/， 茗） = 




O) -f(x) ] 2 dfi = 0, 


lim 


则 


我们把这样的收敛称为均方收敛.我们来看，这样的收敛性是怎样与其他类型泛函 
序列的收敛性相联系的.首先假定空间-“承载子” x 的测度是有限的. 

(1) 如果 I 2 ( x ，/ X ) 中的函数序列|/」在1 2 (1，从）的度量下收敛，那么这个序列 

度量下也收敛. 

事实上，根据不等式 (2) 有 


fn( x ) -f(x) I dll ^ [ll(X) \{f n { x ) -f(x)) 2 dfi] 1/2 . 


由此可推出我们的论断. 

(2) 如果序列 一 致收敛，那么它均方收敛 
事实上，对于每个 e >0,对所有充分大的 n 有 

fn( X ) -Ax) I < 


因此 


(x) -f(x) ] 2 dfji < e 2 /ji(x ), 
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由此可推出我们的论断. 

(3) 如果可和函数序列 j / J 平均收敛，则它在 X 上依测度也收敛. 

这个论断可从契贝谢夫 ( He 6 Mme B ) 不等式(参看第五章§ 5第4段)立即推出. 
由此及第五章§4定理8 推出： 

(4) 如果序列平均收敛，那么从这个序列中可选出几乎处处收敛的子序列 


我们指出，在证明关于空间 A 的完备性定理时，我们已经建立了这一事实，但 
当时并未凭借第五章§ 4的定理 8. 

不难验证，从某个序列的平均收敛性 （ 甚至于是均方收敛），一般说来不能推出 
它几乎处处收敛.实际上，在第五章§4第6段所构造的序列 U 丨平均（甚至于均 
方）收敛于/曰0，而同时，但是如我们所见，这时它在每一个点上都不收敛于零.反 
之，序列可能几乎处处(甚至于处处）收敛而同时却不平均收敛.例如我们考虑 

闭区间 [0,1] 上的函数序列 


M , 当％ E (0，1/ m ] ， 

0,对其余的氕 

显然，对所有％ e [ 0，1 ] X O ) —0. 但是，这时对任何 n ，却有 


fn( x ) = 


/„(%) I (k = 1 


在/ <00 时各种类型的收敛之间的联系，可用下面的图解表示 


一^致收敛 


均方收敛 ( A ) 


几乎处处收敛 


平均收敛 (LJ 


依测度收敛 


其中向上的箭头表示，可以从依测度收敛的序列中抽取几乎处处收敛的子 


序列 


在/ x ( X ) = 00的情形（例如对于在具有勒贝格测度的数轴上的函数），前面所建 
立的联系已经不成立了.例如序列 


1/ 当 I 欠 

0， 当 I 无 


fn ( X ) = 
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在整个数轴上一致收敛于函数/=0，然而这个序列既不平均收敛，也不均方收敛.其 
次，当 MX ) =00时，如我们已经指出过的，由均方收敛（即在 i 2 中的收敛)不能得出 
同一序列平均收敛 （ 即在4中收敛). 

此外我们指出，无论是当/ x ( Z ) < 00，尤其是/1(尤）=00 ，一 般说来从平均收敛不 
能推出均方收敛. 


3. 中的正交函数系•按正交系展开的级数 


在第三章§4中对欧几里得空间所建立的一般定理吿诉我们，在 L 2 中存在完备 

正交 ( 特别，标准正交）函 数系. 例如，把在那里所叙述的正交化方法应用到某个完备 
系，便可以得到完备正交系 • 如果在 i 2 中选好某个完备正交系丨％丨，那么仍然按照 
第三章§4相应的一般结果，每个元 /G 1 2 可以表为级数和 


此级数即函数/关于正交系 } 的傅里叶级数，其中系数是函数/关于系％的傅 
里叶系数，决定于公式 


C n = T? || 2 jf( X )<Pn( X ) 如 ( II <P 

在本节我们研究在空间心中最重要的正交系的例子及与此相应的展开. 

1. 三角函数系•傅里叶三角级数 考虑在闭区间 [ -7 T ，7 T ] 上具有通常勒贝格 

测度的平方可积函数的空间 L 2 [ -7 T 9 7 t ]. 在这个函数空间中函数 

(n = 1，2,…） 

组成一个完备正交系，称为 三角函 数系. 其正交性易于通过直接计算进行验证，例 

如，当 m / m 时 


f(p 2 n (x)d/i) 


1 


( 1 ) 


，cos nx , sin nx 


mxdx = 


cos nx cos 


X + cos 


cos 


2 


2 


2 


等等. 系 （ i ) 的完备性可从关于用三角多项式逼近任意连续的周期函数的魏斯特拉 
斯定理推出®系 （1) 不是标 准的. 相应的标准系是由函数 


cos nx sin nx 


o = 1，2,…） 


组成的•设 / 是 i 2 [ -7 T ，7 T ] 中的函数;它的关于函数1 


sin nx 的傅里叶系数通 


，cos nx 


①在第八章§ 2我们将证明费耶定理(这个定理是魏斯特拉斯定理的加强）.从而给出三角函数系完备 
性的证明（当然，这个证明不依靠这里所叙述的事实）. 
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常表为《。/2, 心和 于是按照傅里叶系数的一般公式，我们有 

I . 

f f ( x)dx 即 

J —0TT 


1 厂贫 

一 f ( x)dx 

7T J -济 


2 


2 tt 


及 


/( 义 ) cos nxdx ， b n 


f ( x)sin nxdx 




IT 


TT 


对应的傅里叶级数具有如下形式 


E 


+ b n sin 


cos nx 


nx 


2 


且对任意函数 /e L 2 ，上述级数正是均方收敛于 / 如果 


fe — 1 


S n ( x ) = 


kx + b k sin kx 


cos 


2 


是傅里叶级数的部分和，那么 / 的均方差乂可由公式 


ll/u) -s» II 2 = ||/|| 


fe = 1 


b 


- IT 


2 


求得. 对给定的在所有的三角多项式 


又 a k cos kx + p 

fe = 1 

当中，傅里叶级数的部分和 S „ 给出函数/(在1 2 的度量下）的最佳逼近.关于三角函 

•• 

数系的贝塞耳不等式具有如下 形式： 


T n ( n ) = 


kx 


sin 


2 


X +l)2 n < 丄 f f 2 ( x ) dx , 

n = 1 > 77" J —TT 

但是由于三角函数系是完备的，事实上对 L 2 中的任意函数成立帕塞瓦尔等式 


+ 


2 


X 2 
^ = 1 


+ 


2 


对任意函数 /E A ，其傅里叶系数的平方构成一个收敛级数.反之，如果数 

00 

(ai = 1，2, …）使得级数+6〖收敛，那么级数 

n = l 


a n ，K 


1 


n cos nx + b 


+ 


sin nx 


2 


同样(在 i 2 中）收敛，而其和就是以 ao ,^, \为傅里叶系数的函数. 

所有这些（由第三章§ 4的一般结果直接推出的）论断很容易转移到给定在任 
意长的区间（比如说[ - U ]) 上的函数上去.如果/是[ - U ] 上的平方可和函数，那 
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lx 


么代换 I =77^//，即 i = k /7 T 把/⑴变为 [-7 T ，7 T ] 上的函数/ * ( I )= 


7 T 


因此， 


|/(0 


nirt 


dt 9 n = 0 ， 1 ， 


cos 


及 


f(t) sin = 1,2, 


对给定在长为 2 Z 的区间上的函数/，其傅里叶级数为 


niTt 


nirt 


o 


Z 


+ b n sin 


cos 


2 


注 i 法国数学家傅里叶在他的数学物理方面的工作中，首先在热传导理论中 

应用了三角 级数. 其实，关于心与\的公式已为欧拉所 发现. 后来，在黎曼、狄利克雷 

及其他人的工作中，三角级数的理论得到了 发展. 最初，术语“傅里叶级数”、“傅里 

叶系数”等等正是与三角函数系相联系，后来，相当迟才开始在第三章 §4 所叙述的 

一般意义下使用这些术语 （ 即适用于任意欧几里得空间中的任意正交系）. 

注 2 从三角函数系的完备性与第三章 §4 的一般定理得知，对于任意 /E i 2 , 
其傅里叶级数 


0 


z 

n = 1 


+ i^sin 


cos nx 


nx 


2 


平均收敛于所给函数 /• 然而，从分析的具体问题的观点来看，更重要的是建立这个 

级数在另外的意义下收敛的条件 （ 比如说在每点收敛或一致收敛的条件).在下一章 
我们研究这一范围的问题. 

2. 在闭区间[0,77]上的三角函数系函数 


1, cos 欠 ， cos 2%,… 


( 2 ) 


与 


， sin 2x ， 


(3) 


sin x 


合起来组成闭区间 [-7 T ，7 T ] 上的完备正交系.我们证明这两个系 （2) 与 （3) 中每一 

个在闭区间 [0,7 T ] 上都是正交完 备的. 正交性可直接计算来验证.我们来证明系 （2) 
的完 备性. 设/是在 [0,7 T ] 上平方可积的 函数. 在半开区间 [-7 T ，0) 上用公式 

/( - x) =f(x) 


补充定义函数/，且把它按系 


( /I = 1，2，…） 

展成傅里叶 级数. 由于现已定义在[ -7 T ，7 T ] 上的函数/是偶函数，它关于正弦的所 


，cos nx , sin nx 
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有系数为零.这显然立即可由系数公式看 出:对 偶函数/，当 n ^ l 时 


//(，) 


f ( x)sin nxdx = 


f ( x)sin nxdx + 


nxdx 


sin 


o 


J7w 


J7w 


nxdx 


nxdx + 


sin 


sin 


o 


o 


0 


换句话说，可以用系 (2) 的元素的线性组合，以任意精确度，在 [-7 T ，7 T ] (从而在[0, 
7 T ]) 上均方逼近这个函数.由此得出函数系 （2) 的完备性.类似地，可以证明系 （3) 
在 [0,7 T ] 上的完备性，这只要先把给定在 [0,7 T ] 上的函数/按公式 

f (- x ) = - f ( x ) 

奇延拓到半开区间 [_7 T ，0) 上. 这样延拓后所得到函数是在 （-7 T ，7 T ] 上的奇函数， 

且在此闭区间上只按正弦展开. 

复形式的傅里叶级数 如果应用欧拉公式 




/Vi 




e 


及 


cos nx 


sin nx 


2 


2 i 


可以把三角级数紧凑地写出来.把上述表达式代入傅里叶级数，得 


0 


n = 1 


+ 6^sin 


cos nx 


nx 


2 


㈣ 


u » 






0 


e 


ib 


2 


2 


2 


+ ib 


ib — 


o 




n = l 






2 


2 


2 






其中 c 0 = a 0 /2, 当 n ^\ 


c 


2 


(4) 


+ ib 


c 


2 


表达式 






c 


称为 复形式的傅里叶三角 级数. 这个级数的系数 Cji 借助公式 (4) 由~与来表示 
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的; 然而，对于它们也很容易写出直接的公式.事实上，直接计算表明 

0 当 n 7 ^ m 9 

2w ^ n = m. 




dx = 


Ui¥A 


所以，将等式 


/( 无） = X 

凡 =—I 

1，±2,…）并积分之，得 




( 5 ) 


乘以^ ( 


= 0， 


+ 


m 


f ( x ) e~ lmx dx = 2 wc m , 


f ( x ) e- lmx dx ( 


1 ， ± 2，".） 


( 6 ) 


= 0 ， 


+ 


2tt 


对在闭区间 [-7 T ，7 T ] 上平方可积的复函数，展开式 (5) 仍然有效.换言之，函数 
在闭区间[_77%77]上模平方可积的复函数空间1 2 [ -7 T ，7 r ] 中构成一组基这时， 

表达式 (6) 正是在这个复空间中/与的内积. 

以函数代替产，可以把上面说的移植到定义在任意 长以的 闭区间上的复 
函数空间 I 2 [ - U ] 中去. 

4. 勒让德 (Legendre) 多项式 函数 




(7) 


1 


的线性组合就是所有多项式的总合.因此，系 （ 7 ) 在任意闭区间上函数的空间 i 2 中 
是完备的 A 将系 (7) 在闭区间[-1，1]上按内积 

J f ( x ) g ( x)dx 


( f , g ) = 


正交化，我们得到完备正交系 


Qo ( X ) 9 Qi ( X )，(?2( X ) ，…， 

其中^是〃次多项式.我们来证明，每个多项式 仏如不 计常数因子与多项式 


d 


(/ 一 1) 


KM = 


dx 


是相 同的. 事实上，一则系是正交的•设因为对 A=0，1， …， n-l， 有 

lk 


d 




= 0 


dx 


dx 


①多项式系在任意闭区间 [ a >] 上平方可积函数的空间1 2 [«，6]中的完备性，可由魏斯特拉斯定理推 
出.这个定理是说在闭区间上的任意连续函数可用多项式一致逼近.参看第八章§ 2第2 段. 
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那么，由分部积分，得 


m+1 


f d ： 

J -i dx 


d "' 


(无 2 -1) 


= - 


If (尤 2 - 1) n dx 


m +1 


dx 


(x 2 - 


2 


- 1 ) 71 dx 


如果 m < n ， 那么上式中最末一个积分号下恒为零，由此得出系 I 的正交性. 
再则，显然多项式圪是 n 次的， g 卩每一个圯属于由系 (7) 前 n + 1 个元所生成的 
子 空间. 于是系 { ZU 与系他[都具有下述 性质： 

1) 正交性， 

2 ) 系的第 n 个元属于由元1 ,%，•••，/ _1 生成的子空间. 

但是，如不计数值因子，则系的每一个元由这两条性质唯一确定（第三章§4定 


理 1) 


现在来求心 ( 幻的规范因子•在 n = m 的情形下，等式 ( 8 ) 给出 

/_/ ⑷如 =(-【广 /—I 

= (2n)\\ (1 -x 2 ) n dx = 

J _1 


2 


- l) n dx 


(n\) 2 2 2n+1 
2 n + 1 


① 


换言之，多项式圪的范数等于 M ! 2" 


于是多项式系 


1 


2/1 + 1 




2 


n\2 


不仅是正交的，而且是标 准的. 

通常研究的不是这些标准多项式而是由公式 


d 


(x - 1) 


P n (x ) = 


n\2 n dx 

确定的多 项式. 这些多项式称为勒 让德多项式， 而这个公式称为罗德 里格斯 

(Rodrigues ) 公式 •由所进行的计 算得： 


0， 当 ai / 


m 9 


P n (x)P m (x)dx = 

1 


2 


当 n 


+ 1 ’ 


我们列出前五个明显的勒让德多项式 


①最后的这个积分，应用递推公式或把它归结为 - 函数，可以用初等方法计算 出来. 
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尸 0 (幻=1， 

P \ ( ^ ) ~ X ^ 


尸 2 (欠）=^ 


2， 


2 


尸 3( 欠）=^ 


2 ， 


2 


35 


15 


3 


2 


4 


尸 4( 尤）=^ 


4 


函数/在闭区间 [-1,1] 上的勒让德多项式的展开具有如下形式 


/(^) = Y , C n P n ( X ) ， 


其中 


2/1 + 1 


•/ _1 

乘积正 交系. 多重傅里叶级数 丧在集合 f 与尤"上分别定义了测度 〆 与 〆 ' 
相应的平方可积函数空间用厂 2 与 A 表示.在乘积 


C 


2 




X = X ( x X" 


中考虑测度 


= 〆 ® 〆 ， 

且用4表示与该测度相对应的平方可积函数 空间. 4中的函数写成两个变量的 




函数 


定理1 如果1 ^!与 i 分别是 M 与 A 中的完备正交系，则所有乘积 

fmn( X ^) = (Pm( X )^n(y) 


的系是1 2 中的完备正交系. 

证明 根据富比尼定理(注) 


f y ,^ 2 m( X ) ( j <An(r) 


( x 9 y)dfi = 

如果 m ¥^ m l ，则根据同一定理，有 

J / mnC ^^)/, 

= f ^ n ( y )^ ni ( r ) (j xi <Pm( X )<Pm 1 ( X )^ f ) ( ^ n 

因为两个变量的函数/_ ( x , y)f ( % ， y ) 在 ; f = X ' X Z " 可和. 


mil 


( x 9 y)dfi 


m i n i 


0 , 
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_ 


如果 m = m l ,] fl } n ，则 


J fmn 1 ，y ) t / m 1 n 1 ( *^ ) T ) 

<p 2 mi X ) f f 中 n(y ) 中 ni (y)djUL ”） 如 f 
我们来证明系的完备性.我们假定，在 i 2 中存在与所有函数 /_ 正交的函数 


= 0 


X 


r 


/• 令 


F m ( y ) = f(X ， y)(p m (X)djj/ 

j X f 

易见，函数匕(：0平方可积•所以 F m ( y ) t ( y ) Xt 任何 ri 可积.再次应用富比尼定理， 
我们得到 


F m (y)^n(r)^ ,f = j/(% ， y)/mn(x ， :r) 如 = o 

根据系 j 的完备性，由此推出，对于几乎所有 

K ( y ) =0. 

此时，对所有 m ，对几乎每一个 y 成立等式 


r 


y 


f(x,y)(p m (x)dfjL f = 0 


X 


根据系1 1的完备性，由此得出，几乎对每一个 y ， 使 

f ( x , y ) # 0 


的点％的集合具有零 测度. 根据富比尼定理这意味着，在 X 上，函数 / U ， y ) 几乎处处 


为零 


我们把这个定理应用于某个具体的正交系.在两个变量的平方可积的函数 

f ( x , r ) (- 


7T) 


7 T < ，y 


的空间中，系 


( 


1，2,…) 


1， 


cos mx , sin mx 


与 


(n = 1，2,…） 


，cos Aiy，sin ny 


的元素的两两乘积，即函数 


1 


, cos mx , sin mx , cos nj,sin ny ^ cos mx^in ny ^ 


cos mxcos ny mxsm ,sin 


m^cos 


ny 


组成一个完备正交系 • 相应的傅里叶级数就显得有些烦琐了，所以这里应用指数 


函数 
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i(mx^ny) 


1，±2,…） 


my 




更为方便.与这个基相对应的傅里叶级数为 


i(mx^ny) 


f ( x , y ) = X 


其中 


~i(mx+ny) 


dxdy 


4 tt 


勒让德多项式由定义在正方形 


- 1 彡 x 9 y ^ 1 


上的函数空间内给出，该多项式 


(2m + 1 ) (2n + 1 ) d 


d 


(r -i) 


(x 2 - 1 ) 


Qmni^.y )= 


m+re + 1 


dx 


dx 


m\n\2 


组成完备正交系.所有上述结果都可以以显然的方式推到多元 函数. 特别，对&个自 
变量的函数，傅里叶三角级数具有如下形式 








其中 


jX k )e 1 1 cbcj •••cbc 


(2tt) 


关于给定权正交的多项式 对应于闭区间 [-1,1] 上通常的勒贝格测度的 




内积 


| f(x)g(x)dx, 


将函数 


1 ^x 9 x 2 ， 


(9) 


，欠 ， 


參## 


• •参 


正交化，我们便得到勒让德多项式.如果在这个闭区间上给定任何一个别的测度 M ， 

使得在相应的具有内积/ 

对 (9) 式应用正交化过程以后，我们得到某个多项式系丨仏丨 ，一 般说来它依赖于测 
度 M 的选择.我们假设测度 M 对于闭区间 [ -1，1]的勒贝格可测子集由下面的公式 


/(%) g (幻如的空间1 2 上，函数 (9) 是线性无关的，那么 


定义 


( 10 ) 


P(E) = g(x)dx 9 
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其中 g 是固定的非负可和函数.正交性条件 


1， 当 771 = 

0, 当 m / n 


(Qm > Qn ) = 


在这种情况下记为 


1, ^ m = n 

0,当 m / n 

确定测度 （10) 的函数 g 称为权或权 函数. 于是，关于满足条件 （11) 的诸多项式 ，说 
它们是 关于权 g 正 交的. 选择不同的权便得到不同的多项 式系. 特另！ J , 置 


Qmi X> ) Qni X ^) ^ = 


( 11 ) 


g(x) 


我们得到这样的多项式，它与所谓的 契贝谢夫多项 式只差一常数 因子. 契贝谢夫多 
项式由公式 


T n (x) 


(n = 1，2,…） 


cos narccos x 


确定，它在各种插值问题中起重要作用. 

这些多项式对于权 I/Vi 的正交性易于验证.事实上，令 


0 9 dx 


sin 


cos 


— sm 


我们得到 


7T 


当 


1 T m (x)T(x) 


2， 


0， 当 m # 

与毛 (0, oo ) 中的正交基 前面我们研究了在闭区间上， 
即有限测度集合上的正 交系. 现在来研究无穷测度，即在整个数轴上平方可积函数 

的空间 4( - 00 ，⑺）的 情形. 在此空间中既不能由多项式也不能由三角函数来构造 
其正交函数系，因为它们都不属于这个 空间. 构造 4( - 00 ,00 ) 中基的“材料”自然 

应从在无穷远处减少充分快的函数当中去寻求.特别，将序列 

■ «• 

• t f 

I I 

. : 

( n = 0，1，2,…） 1 


7 .空间 L 


-戈 2/2 


正交化后，可以得到这样 的基. 事实上，任何形如 P ( x ) e -* 2/2 的函数显然属于 

，~ ) ，其中 P 是多项式，而下面的系 （ 12 ) 的完备性将在第八章§ 4 第 3 段 


[ 2 ( 


证明 • 


对函数 A 应用正交化过程，我们得到形如 

(Pni x ) = H n (x)e 


-x 2 /2 


(n = 0，1 ，2,…） 


( 12 ) 
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的函数系，其中見是〃次多项式.这些多项式称为埃 尔米特多项式 ，函数％本身称 
为埃 尔米特函数. 不难证明埃尔米特多项式与多项式 


^2 


K ( x ) = (- l ) 


Ax 


只相差一常数因子.事实上，多项式祝:显然是〃次的，而正交性关系 


H : ( x ) H * ( x ) e~ x2 dx = 0 (m ^ n ) 


易于从分部积分得出.根据正交化定理，如不计常数因子仅存在一个形如 
匕 (％)， V 2 的正交函数系，其中圪是 n 次多项式. 

所得结果可作这样的解释.考虑直线上具有密度 e ^的测度，即 

d/ji = e^ x2 dx , 

- 

.广， .」> ... 

这是有限测度.在依此测度平方可积函数的空间中，内积具有如下 形式： 

(f,g) = [ f(x)g(x)e~ x 2 dx, 


而埃尔米特多项式在这个空间中组成正交系. 

最后，我们研究在半直线上平方可积函数的空间 4(0,00). 在这个空间中取函 


数系 


x n e~ x (n = 1，2， •••) 

并对它应用正交化过程以后，我们得到函数系 

L n ( x ) e ' 


这是所谓的 拉盖尔 （ Laguerre ) 

相应的多项式 称为拉盖尔多项式. 拉盖尔多项式可看作按测度 

_ 

J -X J 

Qjui = e ax 

在半直线(0 , oo ) 上平方可积函数空间中的正交基.在第八章§4第3段我们将证明 
拉盖尔函数系在 L 2 (0, oo ) 中完备. 

8. 关于离散权的正交多项 k 设正数，/^，…，是赋予实直线上 n + 1 个不 

同点 x 09 x l ，…八的“权”，而测度芦由公式 

• ♦ 

^( E ) = ^Pk 




x^SE 


定义，即 M (£：) 等于含在£中的点&的权之和.在这里，直线上的任意集合与函数，按 
这个“退化的”测度是可测的，同时任何不包含点义以=0，1，一，/0的任意集合五具 
有零测度.因而在整个实直线上对函数/的积分等于 


3. 尤 2 中 的正交函数系 •.按 正交系展开的级数 
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f(x、Afx = ^Pk f(x k ) ， 


而内积则由公式 


(/，客）= Y,Pk f ( x k ) g ( x k ) 


给出. 显然，如果在所有的点 


，〜上 


X 0 9 X l ， 


f( X k ) = S( X k) 

•i 

时，且仅在这种情况下，函数/与 g 按测度 g 等价. 

对于这种退化情形，在4中距离下的最佳逼近问题，归结为确定一和数 


C 0 <Po + C X ( D X + 


+ C m < Pm ， 


■ ■參 


使表达式 


^, Ph { f ( x k ) - ^ 

A =0 i = i 

取极小值，即归结为“按最小二乘法插值”的问题. 

由于用给定阶的多项式按最小二乘法插值的问题，契贝谢夫发展了正交多项式 
的 理论. 为了叙述契贝谢夫有关的结果，我们指出，系 


00 } 


c i<pi 


1 9 x 9 x 2 9 9 x 


(13) 


在我们所说测度 M 下线性无关，因为内积 ( / 〆 ） 用公式 


( 〆 ，/) = ^ Pk x l 


表 7 K ， 且系 （13) 的格拉姆 ( Gram ) 行列式是（ S 是对从0到 n 求和) 


IPk Jjh x k Tp h x h 

^Pk X h ^Pk X l Tp k xl 


Tp k x n k 


• •鲁 


lp k x n k 


m m m 


i ^ Pk x 


▽ 2n 

IPk x k 


m m m 


VK VpT 








^/ po x o V^i 
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7^0 


= PWP 




反之，当 r > ri 时，/与函数系 （ 13 ) 线性相关,因为在此情形下， i 2 的维数为 n + 1. 所 
以由正交化过程得正交多项式的有限系 


户 0 ,尸 "…允 


这些多项式在这样的意义下正交标准化 


YPkPX ^^ Psi ^) =5„， 


且每个函数/可展成有限项的级数 


f 〜X C A ， 


其中 


r = X Pk P r ( X k )/( X k ) 


在点 义， 成立如下等式 


f(x k ) = X C r P r ( x h ) (&=0 ， 1 广 . ，汀 ) 

r = 0 

即级数的完全和是拉格朗日简单插值多项式.非完全和 


lc r P r ( 


Q 


是在义点以最佳方法逼近/的 m 次多项式，这里的最佳方法的意 义是: 表达式 


^Pklfi^k) - Q m (x k ) 1 

k =Q 

M 比对任何其他同为 w 次的多项式都小. 

9. 哈尔 (Haar) 系与拉德马赫-沃尔# (Rademacher-Walsh) 系 哈尔曾构造如下的在闭 

区间 [ 0 ， 1 ] 上函数的完备系.这个系由函数 


与系列 


<Poi 


妒 11 >^12 ， 
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#21，妒22，妒23，妒24， 


< Pnl ，〜，•••，〜 


组成(第 n 个系列包含2 71 个函数），其中 


+ 1 , 0 < x < 1/2, 


<Poi 


一 1 ， 1/2 < jc < 1 


诉， 


0 < x < 1/4, 

-心，1/4 < x < 1/2, 


0 , 


0 < X < 1/2 9 

V ?, 1/2 < x < 3/4, 

-72, 3/4 


<Pu 


<Pl2 


0 , 


< ^; < 1, 


< X < I 


2 


一般，令 




< x < 


2 n 


T 2 


一 


< x < 


<Pni 


2 n 2 


2 


疟[ 


0, 


2 n 9 2 

(n =0,l,2,...；i = l ， 2,...,2 n ) 

(在间断点，函数值可取任意值).易见，所构造的系是标准正交的.我们来证明这个系的完备性. 

将闭区间 [0,1] 分成 2 n + 1 个相等的区间4，考虑在每个区间4上保持常值的函数的集合 

M n + 1 . 显然,财„ + 1 是2^ +1 维的线性子空间.此外，这个系中直到第 n 个系列所有的函数都包含在 
M „ +1 当中. 因为根据我们讨论的系的标准正交性，这些函数是线性无关的.又因其个数为 


X2 k = 2 n+l , 


于是函数 以与& =0,1,…的诸系列的函数％在 M n + l 中组成线性无关向量的一个完备系.由此 
考虑到任意连续函数可用 M n + l { n 充分大）中的函数任意准确地逼近.我们证明了这个系的完 


备性 


我们再研究闭区间 [0,1] 上另一个标准正交函数系的例子,这个例子是属于拉德马赫的.置 

(Pm = ( - !) 

换句话说，函数^是由下述方法得到 的:把 闭区间 [0,1] 分成 2 m 个相等的部分4，同时在区间 
4 (f = l ,2, … ,2 m ) 上函数〜轮流取值+ 1与 -1. 


[2 叫 


系 


(14) 


H." 


的标准正交性是显然的.这个系不完备.例如，从函数 


1，如0 < % < 1/4或3/4 < x < 1 9 

如 1/4 < x < 3/4 


<Pl2 = <Pl<Pl = 


1 
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与系 （14) 的所有函数正交即可推出这一点.然而在 （14) 中添加形如 


(0 < m x < m 2 < 


< ^k) 


(15) 


<P 


= (P mi <P 

的函数以后,可将其扩充成完备标准正交系. 

这样扩充的函数系称为拉德马赫-沃尔什系，它显然仍是标准正交的.此外,这个函数系已 
是完备的.这一点的证明与哈尔函数系完备性的证明类似. 


<P 
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1. 傅里叶级数收敛的条件 


1. 傅里叶级数在 一 点收敛的充分条件 我们仍研究在闭区间 [ - 7 T ，7 r ] 上平方 

可和函数空间4[ -7 T ，7 T ]. 如同在第七章已经证明过的，这个空间是完备的无穷维 

欧几里得空间，即希尔伯特空间.诸函数 


( 1 ) 


1, cos nx , sin nx (n = 1 ， 2 ,…） 

在这个空间中构成完备正交系，所以对于每一个函数 /e -77,77]，傅里叶级数 


I 

n = 1 


( 2 ) 


+ i n sin 


nx 


cos nx 


2 


均方收敛于/，也就是在空间4[ - ATT ] 的度量下收敛于/，其中 


(3) 


f(x)sin nxdx 


nxdx , b n 


cos 


然而，由于傅里叶级数在数学物理问题及其他问题中的应用，确定保证傅里叶级数 
不仅仅是平均收敛于/，而且在已知点、处处收敛或者甚至是一致收敛于/的条件是 

重要的.我们现在就来建立三角级數在已鈿点收敛的充分 条件. 我们先作某些初步 


的讨论 


代替给定在闭区间 [- 7T ， 7T] 上的函数，我们可以谈论整个实轴上以277为周期 
的周期函数，因为每一个给定在闭食间上的函数都可以作周期延拓®•其次，构成三 


①如果必要，以等价的函数代替 / U ) 以后，我们可以认为 /( -7 T ) =/(77) 
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第八章三角级数•傅里叶变换 


角函数系的函数是有界的，所以按这个函数系确定傅里叶系数的公式 ( 3 ) 对任意可 
和函数有意义 ® (而不仅是对平方可和函数有意义 )• 于是，与每个函数 /e LJ -7 T ,7 r ] 
相对应的，是其傅里叶系数的全体和它的傅里叶级数 


0 


n = 1 


f ( x ) - 


+ i n sin 




n cos nx 


nx 


2 


现在转向这个级数在已知点 a 收敛于函数/在这点的值的问题 

S n ( x ) = + ^ a^cos kx + b k sin kx 

L k = \ 

在 (4) 式中以积分表达式 (3) 代换系数％与~以后，我们首先变换 S n ( x ). 积分变量 
用£表示，我们得到 


(4) 


kxsin kt Jdi 


S n ( x ) 


cos kxcos kt + 


sin 


— J / ⑴{去+ ^ cos k(t - x ) jdi 

7T J 一 7T L 2 A ： = 1 J 


利用熟知的公式 @ 


2 n + 1 


sin 


2 


+ cos 2 u + 


(5) 


+ cos 


2 


u 


2 sin — 


2 


则有 


2m + 1 


(t _ x) 


sin 


2 


S n ( x ) 


fit ) 


dt 


( 6 ) 


t — X 


7T 


2 sin 


2 


这个表达式及它的各种变形称为狄利克雷积分. 

r 

令 i - % = z ， 作代换.由于在 (6) 式中积分号下是以 27 T 为周期的周期函数，该函 
数在任何长为 2 tt 的区间上的积分有同样的值.所以，当对 Z 取积分时，我们可以保 

留原来的积分限 - 77■与 7 T . 我们得到 


① 当然，这时对任意可和函数，关于级数 (2) 的收敛性我们不作任何判断 

② 为了得到这个公式，只需将下列等式 求和： 


U 


U 


2 sin 


sin 


2 2 


2， 


3u 


u 


u 


2sin 


sin 


^ sin 


=cos u 


2 


2 


2 


2n + 1 


2n -1 


u 


2 sin 


sin 


u - sin 


u = cos nu 


2 


2 


2 
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_ 


2汀+ 1 


sin 


2 


S n ( x ) 


f(x + z ) 


dz 


7 T 


z 


2 sin 


2 


函数 


2n + 1 


sin 


2 


DAz ) 


2tt 


z 


sin 


2 


称为狄利克 雷核. 从等式 (5) 立即可见，对任何 n 


D n ( z)dz = 1 


利用这个等式，我们把差 S n ( %) -/(%)写成如下形式 


2/1 + 1 


sin 


2 


S n (^) - f ( x ) 


[ f(x + z ) - f ( x )] 


(7) 


dz 


2tt 


z 


sin 


2 


于是，我们把 SJi ) 收敛于 /(%) 的问题归结为积分 (7) 趋于零的问题.这个积分的研 
究依靠如下引理. 

K < ^ 

9 

引理 1如果函数 p 在闭区间 [ a ，6] 上可和，则 


lim sinp ^ dA !； = 0. 

卜00 J 6 


证明如果 p 是连续可微函数，那么借助于分部积分，当/ >—00 时，有 

I < p (^) 


f < p f ( x ) C °->0. (8) 

J a P 

现在设 p 是 [ a ，6] 上任意可和的函数.由于连续可微函数在 L x [ aM 内处处稠密，对 

，• 

于任意 e >0, 可找到这样的连续函数％，使得 

J rw 


pxdx 


sin 




P 


8 


( p e ( x ) \ dx < 


( 9 ) 


2 


其次，有 


( p ( x ) sin pxdx 


[( p ( x ) ~ ( p e ( x )^\ sin pxdx 

由于 (9) 式，右边第一项小于 e /2; 而根据 ( 8 ) 式，当 p — 00时第二项趋于零 

引理 证毕. 




( p e ( x ) sin pxdx 
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现在，我们可容易地证明下述傅里叶级数收敛的充分条件. 
定理1如果/是可和函数，且对固定的％与某个3>0,积分 


( 10 ) 


dt 


存在，那么函数/的傅里叶级数的部分和5„在这一点 x 收敛于/(%). 

证明 把积分 (7) 改写成如下形式 

f(x + z) 


2n + 1 


(ii) 


sin 


2 


2sin 


2 


如果函数 


) 


在从 -S 到 S 的范围内（对 z) 可积，那么它在整个闭区间[- 77,77]上可积 （ 因为/ G 

Lil -7T,7r]). 于是函数 


2sin(z/2) 


也可积.所以可把引理1应用于积分（11)，于是便得知，当 n 


时积分 （11) 趋 


于零 


注1积分 (10) 的收敛性称为迪尼 (Dini) 条件.特别，如果在给定点^函数/连 
续且有有限导数或者至少有左导数和右导数，那么就满足迪尼条件. 

如果要求下列两积分 


( 12 ) 


dz 


收敛以代替迪尼条件，那么定理 1 的证明中的论证仍然有效，其中 /(X -0) 与 /(I +0) 分 

_ 

■ 

别是函数/在点％的左极限与右极限(假定％是/的第一类间断点）.事实上，差 


^n( X ) 一 


2 


可表为 


2n + 1 


sin 


2 


[f(x + z) -f(x - 0)] 


dz 


2sin(z/2) 


2 


sin 


2 


[f(x + z) - /(% + 0)] 


dz; 


2sin(z/2) 
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_ 


在积分 (12) 存在的条件下，当时，这些表达式趋于零.由此可推出傅里叶级数 
“全局”收敛性的充分条件，即通常在分析教程中所提出的充分 条件： 

设/是周期为 2 tt 的有界函数，它仅仅有第一类间断点，且设/在每一点有左、右 
导数①.那么它的傅里叶级数处处收敛，而在连续点级数和等于 yu ) ，在间断点等于 

(/(x +0) + f(x -0)). 

注 2在我们的论述中起重要作用的狄利克雷核 D n ( z ) 是这样一个 函数: 它在 
2=0取值■，对于大的 TI 值它快速 

振动（图 22). 由于这种情况，对于大的 n ， 

在积分 


2 


J\W 


f(x + z ) D ( z)dz 


中的基本“贡献”仅由点％的一个任意小 
的邻域给出.对于满足迪尼条件的函数， 

时这一“贡献”趋于/(%).可以 
说，在可展成收敛的傅里叶级数的函数/ 

的集合上，狄利克雷核/\在某种意义上构 
成收敛于5 -函数的泛函 序列. 

显然，在通常收敛的意义上，序列 I 1不趋于任何极限，所以，研究积分 ( 7 ) ，我 

们不能应用任何关于在积分号下取极限的标准定理. 

注 3保证傅里叶级数收敛的迪尼条件可以用其他条件代替，但是在定理1中 

简单地拋弃这一条件是不行的.实际上，甚至在连续函数当中存在这样的函数，其傅 
里叶级数在某些点发散.在可和函数当中存在这样的函数，其傅里叶级数处处发散 

(柯尔莫戈洛夫).还在1915年，鲁金 ( JIy3MH) 便提出下述问题:在中是否存在这 
样的函数，其傅里叶级数在正测度集上发散？如同卡尔列松 （ Kapjieccm ) 所证明的 
(1966 年），不存在这样的函数. 

从关于泛函弱收敛的一般定理(第四章§ 3第3段）易于推出 :存 在这样的连续 

函数，其傅里叶级数不是在所有的点上都收敛.我们首先指岀 ，当〃 —00 时 

: .. 

D n ( z ) [ dz 


当 Tl 


图22 


(13) 


实际上，分式 


①在第一类间断点，左、右导数分别理解为 


及 lim 


lim 


h ^0 + 
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2汀+ 1 


sin 


2 


D n ( z ) 


2tt 


sin — 


2 


的分子在满足 


2ai + 1 


( a ； + = 0，1•，凡 


( 14 ) 


2 


的点 z 变为 1. 用开区间 


2n + 1 2A: + 1 


(15) 


2 


2 


477 


围住每一个由条件 (14) 确定的点.任意一个这样的区间长显然等于 


在每 


3(2n +1 ) 

不小于 1/2. 我们在第 A ( A ;=0，1， …， n ) 个开区间 


2n +1 


个这样的幵区间内 


sin 


2 


上估计量 


我们有 


sin 


2 


1 /2A ： + 1 


2n + 1 


IT 


sin 


2 2 2 


2 n + \ 


2 


2 


所以，仅仅在由条件 (15) 确定的区间上， | Djz ) | 的积分大于和 


4 tt 


2 


1 


2 k + 1 3(2 n + 1 ) 37 T 

In + 1 


27 T 


k =0 


这个和当 Tl -^ CO 时趋于 00 . 由此推出关系式 （13). 此关系式表明，泛函在连续函 

数空间的范数总体上是无界的.于是根据泛函弱收敛的定理，这个函数序列在连续 
函数空间中不可能是弱收敛的，即存在这样的连续函数/，对于它 


lim 


D n ( x ) f ( x)dx 


不存在 


2. 傅里叶级数一致收敛的条件 我们建立了某一函数/的傅里叶级数在每一 

个点收敛的充分 条件. 满足这些条件的函数类是很广泛的，甚至对用处处收敛的三 

角级数的和表示函数，连续性也是完全不必要的.如果我们对傅里叶级数一致收敛 

的条件感兴趣，那么情况就不 同了. 显然，如果函数/(%)即使只有一个间断点，那么 

它的傅里叶级数便不可能一致收敛于这个函数，因为连续函数的一致收敛级数的和 

函数一定连续.于是函数的连续性是其傅里叶级数一致收敛的必要（当然不是充分 
的） 条件. 


下述定理给出了简单的充分条件 
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定理2如果以 2 tt 为周期的函数/绝对连续，而其导数广属于 L 2 [ u ]， 那 
么函数/的傅里叶级数在整个数轴上一致收敛于/ 

证明以 <和 R 表示函数 /' 的傅里叶系数，因为/绝对连续，则可对积分 


f(x)cos nxdx 


应用分部积分公式.得到 


/( 尤 ） cos nxdx 


7T n 


/'(%)sin nxdx 


n 

■ • 

， 

n 




同样，有 


f(x) sin nxdx = 


因此， 


K 


(16) 


2 


2 


因为 


2 


2 


而根据贝塞耳不等式 2 ( b f X ) 

n = 1 

数的强级数.于是，根据魏斯特拉斯判别法，函数/的傅里叶级数一致(且绝对）收 

敛. 余下要证明的是这个级数和为/•设$是函数/的傅里叶级数和，则$与/有同样 
的傅里叶系数.由此根据两个函数的连续性我们得到 /=p 

可以给出与迪尼条件类似的傅里叶级数一致收敛的其他条件, BP 

定理3如果在某个集 £ C [ -7 T ，7 T ] 上可和函数/有界，而迪尼条件在£上一 

致成立，即对住意^>0，存在这样的5>0,使禧对所有 A ； e £有 


，数值级数 （16) 显然是函数/的傅里叶级 


< 


Az < e ^ 


那么函数/的傅里叶级数在£上一致收敛于这个函数. 

这个定理的证明基于如下引理，它是引理 i ( 参看第1段）的加强. 

引理2如果 B 是在心[ -7 T ，7 T ] 度量下准紧的可和函数集，那么对任意的6> 

0,可找到这样的 7 V = 7 V ( e ) ，使得 


J / ⑴ 


sin XtAt < s 
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当 A 多时对所有的 /[ B 同时成立. 

为了证明引理，在 B 中取有限的占/2 - 网 


，仏 并选取#，使得当 A 多 7 V 时 


(P \ ， 


8 


— 1，2，…， A ： 


( p ( ( t ) sin Xtdt 


< — i 


2 


如果现在/是 s 中的任意一个函数，那么对某个 i 

< s/2, 


\\f ~ <Pi 


因而 


J/(Osin Xtdt ^ J 


(/ 一 p^sin Xtdt 


( p t ( t ) sin Xtdt 


< e . 




这样就证明了引理. 

容易验证，由于定理 3 中的条件，函数集 


(PxiO 


是准紧的，基于此可应用上述引理.进一步证明的细节我们留给读者. 

到目前为止我们谈的是给定在闭区间 [- 7 T ，77 ] 上的函数.显然，所论述的一切 
都可自然地移植到定义在任意长 2 Z 的闭区间上的函数上去. 

对于多变量的情形，同样可以讨论傅里叶级数在每一点收敛的充分条件，也可 
以讨论傅里叶级数一致收敛的条件.我们就不停留在这个问题上了. 


2 . 费耶 （Fe 扣 r) 定理 


1. 费耶定理 设/是数轴上以 2 tt 为周期的连续函数.这个函数由其傅里叶 


级数 


0 




(1) 


+ b n sin 


cos nx 


nx 


2 


唯一确定.实际上，如果/1与/ 2 是两个具有相同的傅里叶系数的连续函数，那么乂 - 

,、 

/ 2 是几乎处处等于零的连续函数，从而恒等于零.然而，由于连续函数的傅里叶级数 

一般说来不一定收敛，这样的函数/不能由直接求它的傅里叶级数和来得到.下面 
的定理给出了由一个连续函数的傅里叶级数得到这个连续函数的方法,这个定理是 

I S 

• . 

在1905年由费耶证 明的. 


设 


k 


0 


7 = 1 


( 2 ) 


S k ( x ) 


yCos jx + bjSin jx 


2 


是函数 / 的傅里叶级数的部分和.令 
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S 0 ( x ) + S l ( x ) 


+ S n - A x ) 




_ _ _ 


( T n ( x ) 


(3) 


n 


表达式〜（即和足的算术平均值)称为函数 / 的费耶和. 

_ 

定理 1( 费耶）如果/是以 2 tt 为周期的连续函数，那么/的费耶和的序列 
在整个数轴上一致收敛于/ 

证明利用上一^节所得到的傅里叶级数部分和的积分表达式 

♦ j 

.* * 

>- 

、• 

. 2 k + 1 


sin 


2 


S h ( x ) 


f(x + z ) 


dz 


7 T 


z 


2 sin 


2 


将这个表达式代入等式 (3) ，就得到 aAx ) 的下面的表达式 


2/c + 1 


-i sin 


2 


o ) 


f(x + z)dz 


a 


2utt 


z 


sin 


2 


借助于公式 ® 


2 


sin nz 


V sin (2 A ; + 1) 

A ： =0 

可将上述表达式表成所谓的费耶积分 


Z 


sin z 


2 


Z 


sinn 


2 


o - n ( x ) 


f(x + z)Az 


(4) 


2utt 


z 


2 


表达式 


2 


Z 


sin n 


2 


< P n ( z ) 


(5) 


2utt 


z 


sin 


2 


称为费耶核.公式 (4) 可以改写成 




f(x + z ) 0 n ( z)dz 


( 6 ) 


a 


我们必须证明，当 


时上式一致地趋于 /( x ). 我们预先指出费耶核的如下性质 




①将等式 


2sin(2A: + l)z 


cos 2kz - cos 2( A: + 1) 


sin z = 


z 


m 


对 A ； 求和很容易得到这个公式- 
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1) 


0»0, 


2 ) 


0 n (z)dz = 1, 


3) 对任意固定的5 >0,当 Ti — 00时，有 

[ ^n(z)dz = [ ^ n (z)dz 

J -7T J 8 

其中第一个性质是显然的;如果令 / U ) ，并考虑到这时对任意 n 9 ( r n ( x ) ，那么 

从 (6) 式便可得出第二个 性质; 最后，如果5 那么 


= Vn(S) -^0 


28 




sin 


2 


sum 


2 




28 f ’ 


sin 


2 


立刻由此得出第三个性质.考虑到费耶核的这些性质，便不难证明定理了.因为/ 
周期连续函数，故/在数轴上有界且一致连续.换句话说，存在这样的常数 M ， 使得 
对所有的％有 


曰 


疋 


1/(^) I 

且对任意 S >0可以找到这样的 S >0,使得当 


(7) 


x f < S 


时 


/( ，） -/K) I < s/2 


为了证明定理我们必须估计差 


f(x) - o-Ax) = 


[f(x) -f(x + z)]<P n (z)dz 9 


它可以表为如下三个积分的和 


\f(x) -f(x + z) I 4>„(z)dz, 


l/U) ~f( x + z) [ 0 n (z)dz 9 


Jq = 


1/( 欠） -f(x + z) ( 0(z)dz 


由 （ 7 ) 与 (8 ) 可直接得出如下估计 


J - I ^ 2 Mry „(5) , 

J + I ^ 2 Mr 7 n (5) , 
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Jo ^ 


2 


2 


—8 


现在选取 /1 Q 使其这样大，使得对于 n 多％及对给定的 S ， 等式 

2 Mrj n ( S ) < e /4 


成立.于是 


\ f ( x ) - o " n ( x ) 

由此根据 s 的任意性便可推出定理的论断. 

我们指出，在证明中我们仅仅利用了费耶核的性质 1) 一 3). 这便能够得到定理 
1的各种推广(特别，可参看本节第3段). 

2. 三角函数系的完备性 • 魏斯特拉斯定理 由费耶定理可推出三角函数系在 
空间 L 2 [ - 77， 7 T ] 的完 备性. 事实上，根据这个定理，任意连续函数是一致收敛 ( 也是 
平均收敛）的三角多项式序列0"„的 极限. 留待证明的是连续函数在 L 2 中处处稠密. 
费耶定理，可以看作以三角多项式逼近连续函数的魏斯特拉斯定理的加巍:后一定 
理断言，所有的连续函数都是某一三角多项式序列的一致极限，而费耶定理却指出 

完全确定的具有这一性质的序列-费耶和 （3) 的 序列. 从以三角多项式一致逼近 

^ < 

连续的周期函数的 鞞斯特 拉斯定理易于推出，魏斯特拉斯第二定理——关于以代数 

. .1 

多项式逼近在某个闭区间 [ a ， fc ] 上的任意连续函数的定理•事实上，如果/(%)是这 
样的函数，那么令 


< e /2 + e /4 + e /4 = 


s 


我们得到 f 的函数 P ⑴，该函数给定在 [0,7 T ] 上.置 〆 - I ) 


( Pit ) ，首先把这所得函数延拓到半闭区间[ _7 T ，0) 上，而后将其按周期性延拓到整 
个数轴上.现在构造三角多项式使其满足条件 

\ T n ( t ) I < s /2 (对所有的 

其次，将所有的三角多项式展开成在任意有限区间上一致收敛的泰勒级数.设是 
T n 的泰勒级数的部分和，使得当0幻 <77时 

I T n ( t ) - P m ( t ) I < e / 2 . 


于是当 0 d ：$7 T 时 


1^(0 -圪⑴ 

7 T 以后，我们得到多项式 QAx ) ，该多项式满足如下条 


< S 


在中作逆代换^ 
件：当 a 彡％彡6时 


\f( X ) - Q m ( X ) 


< S 
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3. 空间 A 中的费耶定理 在费耶定理中，达到了定理的条件与结论之间的某种对称性. 

由函数/属于连续函数的空间 C[ - 7T,7T] 得出，与/对应的费耶和在同一空间 C[ -7T,7T] 的度量下 
收敛于/对于其他泛函空间可得到类似的定理，特别对于空间 A [ _7T,7T] 是这样.确切地说，成立 
如下定理，自然地称之为可 和函数的费耶 定理： 

如果/是闭区间[ - 7T，7T] 上的可和函数，那么它的费耶和依空间 - 7T，7T] 的范数收敛于函 


数/ 


这个论断的证明可借助类似于第1段中所阐述的论证而得到.我们在这里就不进行讨论了， 
但是指出由可和函数的费耶定理推出的如下重要事实. 

所有的可和函数由其傅里叶系数唯一地(如将等价函数视为同一函数)确定. 

实际上，设/与尽是两个具有相同傅里叶系数的可和函数，那么函数/I的所有傅里叶系数 
等于 0. 因此的所有费耶和都恒等于 0. 于是在心中这些和的极限，即函数 /- 心几乎处处 


为零 


3. 傅里叶积分 


1. 基本定理在§1中建立了使周期函数可展成收敛的傅里叶级数的条件，即 

• , 

表成简谐振动迭加的条件.我们现在试图把这一结果移植到非周期函 数上. 我们看 
到，各相当一般的补充条件下，这样的表示是可能的，但是已经不是借助于级数，而 
是借助于积分，即所谓的傅里许 积分. 

我们从提示性的考虑开始.设函数/在每一个有限的区间满足保证把它展 ji 傅 
里叶级数的条件.换句话说，/在任意一个有限区间可和且在每一个点满足迪尼条 
件.比方说，在闭区间 [ -/，/]上考虑/，我们可以写出这个函数的傅里叶 展式： 


Utt 


kir 


fc = 1 


(i) 


/o) 


+ b h sin 


GkCOS -7~X 


2 


在此式中，若将％与~的表达式换成 


kir 


j f(t)dt,a k = y I f(t) 

J >) 


tdt 9 


cos 


kir 


tdt 9 


sin 


则得到 


W/OU+JV ⑴ 


kir kir 


tdt 


f(x) 


cos —r-^cos 


] = h(/ (t)dt 


kir • Utt 

ism 


/(Osin 


kir • kir 


kir kir 


dt 


cos —rt + sin —r^xsin ~rt 
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鲁 




kir 


f(x ) = 


(t - x) dt. 

我们再作一个关于函数 / 的补充 假定: 设这个函数在整个数轴上绝对可积，即 


( 2 ) 


COS —T- 


f(x) I dt < 

现在，在等式 ( 2 ) 中令«而取极限 ( 暂时还纯粹是形式地取极限).根据 ( 3 ) 式，等 
式 (2) 右端第一项当 Z —)-00 时趋 于零. 如果置 A a = / C 7 r//,AA = 77刀，则第二项可看作 


(3) 


函数 


F ( A ) = 


/⑴ cos A( 【 - x)dt 


的积分 


f F(A)dA 

Jo 

的积分和(但只是展布在无穷区间 上). 所以在 (2) 式中，当 l ^ cc 时，形式的极限过 
程导致等式 


f(x ) =丄 f dA f f(t) cos \ (t - x)dt 

f TT J 0 J - oo 


(4) 


这就是所求的表达式.引入记号 


/⑴ cos Xtdt^b 


/⑴ sin \tdt 9 


则等式 ( 4 ) 可改写成如下类似于傅里叶级数的形式 

b b 

♦ ♦ 

广00 

f(x ) = (( 

J n 


Xx + 6 A sin Xx)d\ 


(5) 


cos 


借助于形式极限过程，我们得到了等式 (4) ， 即 所谓的 傅里叶公式. 可以证明这 

个极限过程的正确性（在前面对/所作的假定下），然而更简单的是直接证明等式 
(4). 这样，我们来证明下述定理. 

定理1 如果函数/在整个数轴上绝对可积且在点％处满足迪尼条件，那么 


等式 


f(x) = 丄 f dA f f(t)cos \(t - x)dt 

TT J 0 J - oo 


成立 


证明 记 


—JdA f f(t) cos \(x - t) df. 

TT ^ 0 J - oo 


J ( A ) 


( 6 ) 
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我们需要证明存在且等于 / O ). 因为/绝对可积， （6) 式中内层积分收敛， 

A ―^00 

而二重积分绝对收敛.利用富比尼定理，在累次积分 (6) 中改变积分 次序： 

L f dtff ( t ) 

IT ^ - oo J 0 


A (( - x ) d \ 


/ ⑷ = 


cos 


A(^t — x ^) 

t — X 


-/ At ) 

7T J -oo 


sin 


dt 


应用代换 《 - i = z ， 把这个积分变成如下形式 


sin Az 


(7) 


dz 


J ( A )= 


z 


根据熟知的等式 


sin Az 


dz = 1 (A > 0) ， 


z 


7T 


可以把差 /(^o -/ u ) 记成 


1 


00 


Azdz 


J ( A ) - f ( x )= 


sin 


z 


7T 


的形式 


把右端的积分表为三项的和. 


/⑷ -/ O ) 


sin Azdz 


z 


7 T J _N 


/oo 


f(x + z ) 


sin Az 


/ 


dz 


Azdz 


sin 


z 


7 T 


Z 


7T J \z\^N 


\z\ 5=7V 


右端的第二、三两项是收敛积分，如果 iV 取得充分大，这两项中的每一个都可以变得 
小于 S /3. 右端的第一项 （当# 固定），当 4—00 时（由于§ 1引理1与迪尼条件)趋于 

零. 于是有 


- f ( x ) )=0 


这就是所要证明的. 

复形式的傅里叶积分 在傅里叶积分公式 (4) 中内层积分是 A 的偶函数，故 

_ 

■ ■ 

可把这个公式改写成 




f ( x ) = r— [ dA ( f ( t ) cos X(t - x)dt 

27T J —00 J -00 

其次，由函数 / 绝对可积推知，积分 f /0 )sin AG 


(9) 


-%) df 存在且是 A 的奇函数. 


所以 


( 10 ) 


dA f ( t ) sin A(t - x)dt = 0 


2 tt 
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如果对 A 的积分理解为主值，即 li 


把等式 （10) 乘以 - i ， 加到 (9) 式上，得 




到 


J dA J f{t)e 

J — QD J — nn 




f(x)= 


dt 


2 tt 


这个等式称 为复的傅里叶公式. 


傅里叶变换，它的性质与应用 


1. 傅里叶变换与反演公式 傅里叶积分公式可以拆成两个等式.置 

J — firs 


^( A ) = 


( 1 ) 


那么 


[g(A)e iAx dA 

•/ — 00 

我们指出，公式 （ 1 ) 对任何绝对可积的函数/都有 意义. 于是我们借助于公式 （ 1 ) 可 
使争一个函数/ e M ( - 00，00 )对应于一个给定在整个数轴上的确定函数 g . 函数 g 
称 i 原函数/的傅里 叶变换 •通过其傅里叶变换表示/的公式 (2) 称为傅里叶变换的 
反演 公式. 应当注意公式 （1) 与 (2) 之间的相似 之点. 第二个公式与第一个公式的区 
别，仅在于指数的符号与积分号前的因子 1/(2 tt ). 用公土 

f f(x)e~ lXx dx 

J — 00 

确定了心就可以使这里的公式变得更为对称.那么反演公式取如下形式 

「 g ( A ) e ax dA 9 


f{x ) = 


( 2 ) 


2 tt 


g(A) 


( 1 ，) 


\/27 T 


f(x )= 


( 2 ，) 


y2ir 


即与 （1') 不同仅在于其指数函数的指数符号. 

然而，在外形相似的同时，公式 （1) 与公式 (2) 在本质上是不同的 :在第 一个公 
式中，积分是在通常的意义下存在（因为 / e 心 （- oo ， oo ))， 而在第二个公式中 ，一 

般只是在主值意义下存在 • 此外，公式 （1) 是函数 g 的定义，而作为傅里叶积分公式 

的另一种记法的公式 (2) 包含着这样的 论断: 位于右边的积分等于原函数 /• 正如我 

们以前所见到的，为了保证对/的这个等式，除去可积性之外，还需添加补充条件， 
例如迪尼条件. 

注 我们对所有 - oo , oo ) 中的函数/定义了傅里叶变换 g ， 并且指出了，在 

每一点满足迪尼条件的函数/，可以借助于反演公式由其傅里叶变换 g 表示出来.这 
个情况与傅里叶级数的情况完全类似.事实上 ，傅里叶系数 
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f ( x)€~ inx dx 


C 


2 tt 


对所有的/ & A [ - 7 T ， 7 T ] 是确定的， 然而傅里叶级数 ( 这里起反演公式的作用 ) 






的收敛性仅在某些补充条件（迪尼条件）下可以得到 保证. 同时，对于傅里叶变换 
(如同对于傅里叶级数，见§ 2末尾)有如下事实 :如果 对函数/ E 私（ 


，°° ) ， 有 


f ( x ) e^ lXx dx = 0, 


那么/(%) =0几乎处处 成立. 

事实上，从前面所叙述的等式 推出: X # 所有的实数《与 A 


f(x + t ) e~ lXx dx = 0 


现在令 


< p ( x ) 


+ t) df ， 


x 


0 


其中€是任意固定的实数.应用富比尼定理并利用加在/上的条件，易见函数 〆 它 
如同/一样属于 LA - 00 , 00 )) 对所有的实数 A 满足条件 


< p ^ x ) e~ lXx Ax — 0. 


但是容易看到，函数 p 在每一个有限闭区间上绝对连续，因此几乎处处具有有限导 
数.特别，这个函数几乎处处满足迪尼条件.所以根据§ 3定理1，这个函数几乎处处 
为零，因为它的傅里叶变换恒等于零.由于 p 连续，所以 ^(^)=0. 特别由此推出，对 
任意实数 f 


J/(0d« 


0 , 


因此/(%) =0几乎处处成立 

现在来看一些例子. 

例1设/(%) 


-y\x\ 


，y >0. 我们来求这个函数的傅里叶变换.有 

g ( 入 ） = f 


e 


~y\ x\ -iXx 


dx 


e 


e 


~y\ x\ 


(cos Xx 


Xx)dx 


ism 


e 


J 


-yx 


kxAx 


= 2 


cos 


0 
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癰 


用两次分部积分得到 


茗（久） 


2 


2 


A + y 


2设 


1 ， 当丨无| < a ， 
0, 当丨欠 


/( 无）= 


> 


那么 


00 


a 


\ 


f(x)e~ lXx dx 


—iA 宄 


茗 （ A ) = 


dx 


e 


— oo 


-a 


ika 


—i 人 a 


2sin A 


e 


— e 


ik 


A 


(应当注意，这里函数 g 不属于 m ( 

例 3设/(%) = 一^•则 


2 


2 


X + 


dx 


00 


g *( A ) = J 

应用留数定理，这个积分可最简单地 算出. 首先设 A >0. 若以位于下半平面上（这里 

在无穷远点趋于零）、半径为无穷大的圆扩充 (3) 中的积分区域 （ 即实轴），那么 
积分 （3) 等于被积函数在下半平面的留数之和乘以 （ - 2 iri ). 在下半平面，函数 

ai 有一个一阶极点.在这一点的留数按已知的公式求出 :如果 f ( z ) 


—iXx 


(3) 


e 


2 


2 # 


X + 


— 00 


~iXx 


e 


— iXx 


e 


在点 


x = 


2 


2 


X + 


< p ( z ) 


且史 ( a ) #0,而 i //( z ) 在点 


有一阶零点，那么函数/在 a 点的留数等于 


Z = 


H z ) 


< p ( a ) 


所以当 A >0时，有 




— flA 


—aA 


gU ) 


2 iri 


2 ai 


当 A <0 代替下半平面，我们仅研究上半平面)我们得到 


TT aA 


茗 （ A ) = 


e 


这样，最后 


Vi —al Al 


茗 u ) 


< A < 00 ) 


e 


其实，利用 § 3 定理 1 与例 1 ，从反演公式立即可得这一结果. 

例4 置 /(4= e ^ 2 . 我们有 
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00 


/ 


2 


—iA 龙 


( 4 ) 


g '( A ) = 


dx 


e e 


— 00 


在这里积分号下是解析函数，它在平面的有限部分没有奇点，且沿任何平行于实轴 
的直线趋于零.所以根据柯西定理，如果积分 ( 4 ) 不是沿实轴而是沿平行于实轴的任 

意直线 z = x +iy(y = 


st ) 取的，那么积分 (4) 不改变自己 的值. 于是 


cos 


00 


^( A ) = J 


~a(x+iy) 2 


-iA(x+iy) 


dx 


e 


e 


— 00 


00 


ay 2 +Xy 


2 - 


2aixy~ikx ^ 


~ax 


e 


e 


— oo 


00 


ay 2 +Xy 


2 


~ax^~ix(2ay+A) j 


X 


e 


e 


— 00 


现在选取常值: r 使得被积指数函数的指数的虚部为零，即令 r = - A /2 a . 那么 


A2_A2 
4a2 2a 


A 2 


oo 


2 


茗 （ A )= 


d ^;= 




4a 


e 


e 


e 


— 00 


因为 


00 


2 


7T 


~ax 


dx = 


e 


— 00 


特别，如果令 a -1/2, 那么我们得到 

f(x) = 

即函数 e ^ 2/2 经傅里叶变换把它自己变为自己 （ 如不计常数因子). 

傅里叶变换的基本性质 由定义傅里叶变换的公式 （1) ，可推出这一变换的 
一系列性质.我们来研究这些性质.为了简化记法，我们用符号 f [/] 表示函数/的傅 
里叶变换.换句话说，我们以/^表示定义在空间 A ( - oc ， oo ) 上的线性算子，这个算 

子使空间 A ( 

(1) 如果 M - oo , oc )的函数序列 j / J 在空间 L 1 (- 
么其傅里叶变换的序列 g „= F[f n ] 在整个直线上一致收敛 

这一论断可从明显的估计式 


-A 2 /2 


一宄 2/2 


, g ( A ) = y / 2 ir 


e 


e 




, oo ) 的每个函数与其傅里叶变换 $ 对应 • 


， 00) 的度量下收敛，那 


00 


I dx 


gn(^) ~ Sm(^) \ ^ 


■00 


立刻推出. 


(2) 绝对可积函数 / 的傅里叶变换 g 是有界连续函数，当 I A 


寸 g ■趋 


于零 


①一般地说,不属于 
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鲁 




事实上，函数 g = f [/] 的有界性由估计式 

I g '( A ) | ^ [ \ f ( x ) 

j —00 

立刻便可 看出. 其次，如果/是开区间 （ a , fc ) 的特征函数，那么对于它 


Ax 


~iAb 


茗 u ) = 


dx = 


显然这个函数连续且当 I A 


时趋于零.因为由/变到 g 的运算 F 是线性 
的，那么由此推出，任意阶梯函数（即区间的特征函数的线性组合）的傅里叶变换也 
是连续函数，它当 A — ± 00时趋于零.最后，阶梯涵数在心 （ 

以，如果 / e 心，那么存在在 a ( -00， oo ) 中收敛于/的阶梯函数序列 I / J . 于是根 
据性质1，函数序列= F [/„] 在整个直线上一致收敛于函数 g = F [/]. 但此时极限 
函数 g 也连续且当 I A I ―>00时趋于零. 


， 00) 中处处稠密，所 


习题1证明绝对可积函数/的傅里叶变换 g 在整个直线上一致连续. 

习题2设 B 是在无穷远处趋于零且在 （ -00 ， 00) 上一致连续的函数的空间.证明傅里叶变 

换/^是从心（ -00 ,00 )到5内的范数为1的算子，且 F 满足条件 KerF = 0. 

(3) 如果/在每个有限的区间上绝对连续且 /'E 心（ 


，00)，那么成立如下 


寺 


F [ f f ] = i \ F [ X ]. 

于是，函数(在前面所指岀的条件下）的微分对应于其傅里叶变换与0的乘积 

实际上，在每个有限区间上绝对连续的函数可写成 

f /' ⑴ 

的形式.由 /' 的绝对可积性推出，右边的表达式当 ^00 及 X— — 00 时有极限.这个 

极限仅可能为零，因为否则函数/就不是在整个直线上可积的了.考虑到这一点，借 
助于分部积分得 


f ( x ) =/(0) 


dt 


+ 


( f f ( x ) e^'^dx 

J _ rr\ 


n/KA) 


—iXx 


f (^ x ) e~ lkx Ax = , 


f ( x ) 


这就是所要证明的. 

如果函数 / 是这 样的： 在任意一个区间上绝对连续，而/，…， / 
- oo , oc ) ，那么借助于同样的论证得到 

科/⑷]= ( U ) 亇 [/]• 

, • 

(4) 函数光滑程度与其傅里叶变换在无穷远减小的速度之间的关系.把等式 
(5) 除以 （£ A ) a 并忆起傅里叶变换在无穷远处总趋于零（性质 2) ，便 得: 如果/ 〜绝 


⑷ 




(5) 
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对可积，那么 


in/] 


A 


即在这些条件下 f [/] 在无穷远比1/ I A | * 下降得更快.这样/在 A 中所具有的导 
数阶越高，则其傅里叶变换在无穷远下降得也就越快. 

(5) 如果/存在且属于 A ( 

事实上，在所说的条件下打/]有界并在无穷远比 1/ A 2 下降得快.由此便得出 


，《0,那么 FC /) 绝对可积 


可积性 


上面(性质 4) 我们证明了函数/所具有的导数的阶越高，其傅里叶变换在无穷 
远处下降得也就越快.对偶的论断也成立，即/下降得越快，其傅里叶变换也越光 
滑.确切地说，成立如下 论断： 

( 6 ) 设函数 /( a ;) 与 ) 都绝对可积，那么函数 g = f [/] 可微且 


g '( A ) = F [- ixf ( x )] 


( 6 ) 


事实上，把确定 g 的积分 


[ f ( x ) e~ lXx dx 

J on 


对参数 A 微分，我们得到积分 


[ xf ( x ) e ~ lXx dx , 

J — m 


(由于函数%/(%)的可积性)此积分关于 A —致收敛.因此 g 的导函数存在且 (6) 式 
成立. 


如果函数 /( x ) ， xf ( x ) ，… yf ( x ) 绝对可积，那么类似的论证表明，函数 g 有直 
到/>阶在内的导数，并且 


⑷ 


( A ) = F [(- ik ) k f ( x )] (k =0,1, -,/>) 


g 


(7) 如果要求函数/在无穷远下降得更快，那么 g 将成为更加光滑的函数.由假 

- 00，00 ) 可推出函数 g 的无穷次可微性.现在假定对某 

,00). 那么 g ( A ) 作为解析函数，可以从实轴 A 扩张到复 


定对任意的/>,//(%) E &( 

个 S >0， e slxl f ( x ) E L ,( - a 

变量 （ = A + W 的平面上的带形区域，并且 S 越大，这个带形区域的宽度也越大.总 
之，可以断言当 | M | 时 g 是解析函数•实际上，显然，当 |/i| <SB 寸，积分 


[ f ( x ) e~^dx 

j —00 

收敛并确定一个连续函数.该函数在实轴上，与函数/的傅里叶变换重合.当 Ig 
S 时，这个函数在解析函数论的意义下可微，这一事实的证明与性质6完全一样. 

3. 埃尔米特函数与拉盖尔函数的完备性 利用在前一段中所叙述的想法，可 
以 证明: 如果可测函数/在开区间 （ a ，6 ) 上几乎处处异于零，其中 


< 


< 6 ^ 00 ， 
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且满足条件 \f(x) | <Ce 
L 2 (a 9 b) 中是完备的. 

特别，由此可推出埃尔米特函数在 i 2 ( -00 , 00 ) 中组成完备系，而拉盖尔函数 
在 L 2 ( 0,00 ) 中组成完备系 （ 参看第七章§ 3 第 7 段). 

我们来证明上述关于完备性的论断.假定系 U 7 (幻丨不完备，那么根据哈恩- 

巴拿赫定理，存在如下的非零函数 A E L 2 ( -00 , oo ) ，使得 


-8\x\ 


，其中5 >0,那么函数系 j x n f ( x ) } ,n =0，1，2，"•，在 


x n f ( x ) h ( x)dx =0 (n =0，1，2, …）. 


(我们利用了希尔伯特空间中关于线性连续泛函一般形式的 定理; 如果考虑复的 
L 2 U ,6), 那么代替/1(幻必须写为^ •) 显然 /A e Au ,6), 不仅如此，对任意屯 

<S 有严 /h E •在以后，如果需要时，把函数 /( 幻与 gO ) 在 ( a ，6) 之外延 

拓为零，很方便地认为/与 g 定义在全直线上.设 g 是函数的傅里叶变换，即 

[ f(x)h(x) 

j 一 00 

由前面所说的得知，函数 g 被延拓为带形区域 I Im ( I < S 内的解析函数.另一方面， 
根据性质6,这个函数的所有导数当 A =0时变为零，所以 g ( A ) =0. 按照第1段所证 
明的唯一性，由此推出 /( 幻 / i ( 幻=0几乎处处成立，因此几乎处处有 AO ) =0,因为 
/( 幻几乎处处不 为零. 而这与 AU ) 是非零函数的假定矛盾.所得矛盾便证明了系 

\x n f(x) | 的完备性. 

4. 快速下降无穷次可微函数的傅里叶变换 利用由函数/变为其傅里叶变换 
g 时,函数的光滑性与函数在无穷远下降的性质的作用互换这一事实，易于指出其 
傅里叶变换将其变为自身的自然的函数类. 

设 Sa 是直线上无穷次可微的函数的集,对于集中每一个函数都存在一组常数 
(它依赖于函数/与数 P ， g ) ，使得 


g(A) = 


dx 


// ⑷（龙 ）I < C 

我们证明，如果 /e s * ，那么 s w ，首先由 （ 7 ) 推出函数办 (9) (幻中的每 
一个函数的绝对可 积性. 事实上，由于对所有的/>与 9,(7) 式成立，那么 


⑺ 


x p f { q \ x ) I ^ C p +2 / x 2 , 


即函数下降得不比 ia 2 慢. 由此又推出函数 n /] 有任意阶导数.最后，根 
据第2段，由/ (9) W (g = 1,2,…）的可和性推出 g = F [ f ] 在无穷远下降得比1/ U 丨 9 

快.现在考虑函数 


(iA)V P) (A) = (- im(</U))( 9 )], 

其中每一个，作为可积函数的傅里叶变换，被某个常数所界定.于是，如果/ E 
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Soo ，那么 g = f [/1 e •反之，设容 e Sm ，那么依照所证明的，函数 

f g(\)e' iXx dX 

J — no 


/ * (x) = 


在* 中. 置 /(%)= 


( -%). 显然 /E 同时按照反演公式 


J f * (x)e lXx dx = J 


f(x)e~ iAx dx 9 


g (^)= 


2 tt 


即 g 是函数 / e 的傅里叶变换.于是傅里叶变换把 s 。 类重又变为整个 s 。 类.显 

然，这是——对应映射. 

习题设 / es^f </ b)ck = 0 对所有 P 彡 0 成立.能否由此得出/(幻三 0 ? 

J —00 

傅里叶变换与函数的卷积设 y ; 与/ 2 是在整个直线上上可积的函数.函数 

■ 、 

f ( x ) \ - 




称为它们的卷积.函数/(%)对几乎所有的％是确定的并且是可积的.实际上，二重 


积分 


/i( 彡 )/ 2 ( 无 — 


存在，因为积分 




是存在的(参看第五章§ 6第4段中关于富比尼定理的注).因此积分 

f f(x)dx = f dx f /i(^)/ 2 (^ 

』— 00 J —oo J — 00 

存在.这个函数 / 用符号 / */ 2 表示.我们来计算 A 中两个函数的卷积的傅里叶变 
换. 应用富比尼定理并令％ - f = 17 ，得 


一蒼） 屯 


=/ - i ) d ^} 

=J / ⑷ {/)(” WM ”} 电 

=[/2(”) e ’ d ” f 

J 一 AA J 一 


f { x ) e - 


dx 
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F[A */ 2 ] = F [ f 1 ] F [ f 2 ], 

于是，傅里叶变换把卷积运算变为更为简单的运算——函数相乘.这一事实在傅里 
叶变换的许多应用中起着重要的作用. 

6. 用傅里叶变换解热传导方程 应用傅里叶变换于解微分方程基于下述事实 
(参看第3段） ：傅里 叶变换把微分运算变为乘以自变量的乘积运算.因此，如果有一 
线性常系数微分方程 


(71—1) 


y = <p(x ) ， 


~y 


r + «ir 


那么傅里叶变换把它变成形如 

( iA) n z + a x ( i \) n ~ 


= ( i ( A ) 


(9) 


ikz + 


的代数方程，其中 z = F [ y ] , i // = F [ cp ], 然而对于常微分方程来说，这种方法并未开 
辟任何本质上新的前景.因为解常系数线性微分方程并没有多大困难.此外，如果未 


知函数 y = 在整个直线上可积，那么从 (8) 变到 （9) 是可能的，而对于常系数线 

性方程的解来说,这一点一般说是不成立的. 

傅里叶变换更主要的应用是在于偏微分方程方面，在那里，在一定的条件下,变 
换把解偏微分方程归结为解常微分方程.例如，我们以解热传导方程的柯西问题来 
说明这一点. 

欲求在一 


,00时方程 


<X < 


du ( x 9 t ) _ d 2 u ( x ^ t ) 


( 10 ) 


dt 


dx 


的解，使该解当 £ =0 时为已知函数 u 0 ( x ). 这一问题的物理意 J 5 C 是求无穷的传热的 
杆在任意时刻£ >0时的温度，若初始时刻杆上每一点的温度是％(%). 

假定 u 0 ( x ) ,<0) 及 4(%) 属于 Zq( 

的函数类中求所提问题 的解： 

1) 对任意固定的函数 u ( x , t ) , u x ( x , t ) ，〜(以)在整个％轴上绝对可积; 

2) 函数在每一有限的闭区间有可积的强函数 /( 幻（不依赖于 


, 00 ) ，我们在满足如下条件的 u ( x 9 t ) 


0： 




I u t ( x 9 t ) I ^ f ( x ) , f ( x)dx < 


在方程 （10) 中对％实行傅里叶变换.这时，从右边得到 

F [ u xx ( x , t )] = — A 、 U ，0, 其中 < A ，0 = F [ u ( x 9 t )] 9 


从左边根据条件 2) 有 


d 


(x 9 t ) e~ lXx dx = 


{ x , t ) e~ lkx Ax = v t (\ , t ) 


F [ u t ]= 


dt 
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于是傅里叶变换把方程( 10) 变为常微分方程 

%(A ,0 = - a 2 ^(a ,0, 

我们现在需要对此方程求解，而该解当 t =0时变为函数 

(u 0 (x)e~ tXx dx 


^ o ( A ) = f [ m 0 O )] 


显然, 


= e _ A \( A ) 


就是所求的解. 

现在，为了得出我们原先问题的解，余下的是求其傅里叶变换为函数 〆 A 的 
那个函数 

利用第1段的例4,我们得到 


%2 


= F 


2 7^ 


所以 


( 叫， 


v ( X 9 t ) = F 


F [ u 0 ( x )] = F 


U 0 




2 ^/ ttI 


2 y/^rt 




u ( x ^ t )= 


(x - 


0 


2 ^/ ttI ^ - 

我们得到了热传导方程解的所谓泊松积分. 

多元函数的傅里叶变换我们所研究过的一元函数的傅里叶变换，易于推 
广到多元函数的情形. 

设 /(〜 ，％，… ，心） 是在整个 n 维空间 ir 中可积的函数.函数 


參 


g ( Ai ，入2， ••• » A „ ) 


，〜） e_ 心 1 Al+ * 2A2+ ".+* nAn) dx l dx 2 * ,m dx 


称为函数 / 的傅里叶变换. 

这个 n 重积分显然是存在的，因为/(々,％，…，\)可积.按照富比尼定理，这个 
积分可改写成如下的累次积分的形式： 


L {- U /> 


.xJe'^dxA 


茗 （H …， Aj = 


I 9 X 2 9 


-ixoXo J 

z Z (1X 


dx 


(ii) 
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换言之，依次对 n 个自变量中的每一个自变量（次序任意）单独实行变换，可以得到 
n 元函数的傅里叶 变换. 依次对 （ 11 ) 式右端的71个运算中的每一个进行反演，我们 
得到公式 


/ {-/ {/ 

J — ao L J —no L J 一 oo 

l d \ n _ r -\ e ix ^ d\ v 




9 X 


(2tt) 




ix n _i\ n _ 


dA 


x e 


e 


该式又可改写成 n 重积分 


T ( Y Y ••• Y i 


! 


i(x l Ai+x 2 A2 + "'+x n A n ) 


g(^i ， A 2 , …， A J 


{ IttY 


-00 


x dA 1 dA 2 ***dA 

然而，因为一般说来函数 WAhA , ，…， A „) 不一定在整个 R n 中可和，必须指出应当 

在怎样的意义下来理解这个积分，以及为使/(七 ，巧 ，…， &) 可用积分 （12) 表示，应 

在/上加的条件. 

下述定理给出了关于这个问题的一个可能的回答. 

定理1 设函数/(々，％，…,\)在整个空间 1 T 上可积且满足 条件： 


( 12 ) 


/Ui 


，心）一/(心，％2, 


>^/i) I ^ C t 


+ ’1，％2 ， 


• 秦 # 


f{x l ^x 2 + 尤 2 ， … ，％ 71) ~ fi X l ，欠 2 ， … ，无 7i ) 丨 < C ( 戈 1 ) 


fi X l 9 X 2 ， 


) 一 f( X l ， x 2 ， 


9 X 


n 


(13) 


彡 C(x 1 ,x 2 , 


其中 


C(x 1 )dx 


0 ^ a ^ 1, 


< 


/ 


C(x x ,x 2 ^ - 9 x n , l )dx l dx 2 -^dx 


< 


• •参 


那么，如果在反演公式 （12) 中的积分理解为 




lim 


gUi ， A 2 , … ， A n )e 


(2w) n 




N n - 


卜 — dA " 




_1 队_ 


e 
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则反演公式 （12) 成立. 

事实上，因为/(々,％，•••，&)在 1T 可和，则根据富比尼定理对几乎所有的 

…,〜值， /(〜 ，％，…，^ O 对力 可和. 因此函数 


X 2 ， 




f\ ( ^! 9 x 2 ， 


，无 J = 


f( X l 9 x 2 ， 


存在•由 （13) 式可见， /(A，h， …， &) 作为力 的函数满足§3定理1的 条件; 所以 
/(々，％，…，心）可以按反演公式由/； 表示： 


9 x n )e lxlAl dA 


f( X l 9 X 2 ， 


，〜） = 2 tt 


/i ( Aj 9 x 2 ， 


— Wl 


其次，如果我们令 


f 1 (A l9 x 29 --x n )e^ lX2X2 dx 29 


A ( A 1 ， A 2 ，， 


9 X 


则由条件 (13) 得出，对 /； ，有反演公式 


^2 


/ 2 Ul ，入2,…，\)产 2( 1入2, 


/ l ( Al ， W J = N^L 2 tt 


-n 2 


/ Ui ，％， 


9 X 


人)叫 e 


lim 


dA 


9^2 ， 


lim 


2 tt 


2 tt 




~N Z 


用类似的方式定义 / 3 ( Ai ， A 2 ， A 3 ，…， x J 等等,我们便得到了公式 (12) • 

多元函数的傅里叶变换在偏微分方程的理论中有着广泛的应用.例如考虑方程 

du __ d 

dt dx 2 dy 2 9 

这是刻画平面上的热传导过程的方程.设在时刻 i =0 _定温度 

u(0,x 9 y) = u 0 (x 9 y). 

若把类似于第6段所指出的条件加到所求方程 （ 14 ) 的解上，则我们可在方程 （ 14 ) 
中对变量〜7进行傅里叶 变换. 结果得到常微分方程 


d 


(14) 


dv 


=一 （ A 2 + ct 2 ) v 9 


(15) 


dt 


其中 


i(Xx+ay) 


v(t 9 X ,cr)= 




dxdy 
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解出方程 （15) ，然后我们可以借助反演公式求出原来方程 （14) 的解 


5. 空间1 2 ( 


) 中的傅里叶变换 


布兰舍列尔 ( Planchler ) 定理 我们首先回到对傅里叶级数所得到的结果. 
为了更多地与傅里叶变换类比，我们将考虑复形式的傅里叶级数，即在闭区间 

[ -77,77*]上取函数,（/1=0，±1， ±2,…）的完备正交系，且使闭区间 [-7 T ，7 T ] 上的 

每个可和函数/对应于其傅里叶系 数列： 


_ 


f ( x ) e~ inx dx (n =0，±1，± 


2tt 


如果函数/不仅可和，而且平方可和，则它的傅里叶系数满足条件 


I 


< 


换言之，由平方可和函数变到它的傅里叶系数的集合，是由欧几里得空间 l 2 到欧几 
里得空间4上的一个映射，而且这个映射是线性的并满足帕塞瓦尔等式 

[ \ f ( x ) | 2 dx 

J 奪折 


2-y 


( i ) 


( 即这个变换与保范变换仅仅相差一数值因子). 

现在我们转向对给定在整个数轴上的函数的傅里叶变换，并且看看能不能把这 
个变换解释为复空间 L 2 ( - 00，00 ) 中的某个 算子. 在这里，基本的困难在于；直线上 

平方可积的函数不一定属于 A ( - 00 , 00 ), 即该函数在§ 4所定义的意义下的傅里 
叶变换不一定存在 • 然而对任何 /e L 2 ( - 00 , 00 ) 可在稍微不同的意义下定义傅里 

叶变换.这时可得到如下的定理，它可看作巴塞瓦尔等式 （1) 的翻版. 

定理（布兰舍列尔,1910年）对任何函数/£ 4( - 00 , 00 ), 积分 

I f ( x ) e~ iXx dx 

J -N 

■ 

m 

对任何 W 都是 A 的函数并且属于 - 00 ，°° ) .当 N ^ oo 时 函数“ 在空间1 2 的度 
量下收敛于某个极限 g ， 并且有 


心 U ) = 


[ \ f ( x ) 1 2 dx 

j —00 

这个函数 g 称为函数 /e A 的 傅里叶 变换. 如果/也属于 A ( - 00 , 00 ) ，则相应的函 

Wig 与通常意义下函数/的傅里叶变换一致. 

证明 证明的基本思想是，首先对所有属于无穷次可微速降函数类的函数 
建立等式 (2) 的函数在 i 2 ( - 00 , 00 ) 中处处稠密，然后按连续性扩张到整个 


A) 1 2 dA = 2 tt 


( 2 ) 
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[ 2 ( - 00 )上.现在我们就把这个想法付诸 实施. 

1) 设/；，/ 2 e .用 gl ，心分别表示它们的傅里叶变换.我们有 


[gi(^)€ lXx d\]f 2 (x)dx 


fi ( x ) f 2 ( x)dx = 


2 tt 


/ [^i(A) [ f 2 (x)€~ iXx dx]d\ 

J Aft 


2 tt 


gi ( A ) g 2 ( A ) dA , 


2 tt 


而且这里改变积分次序是合理的，因为函数 

在 (％， A ) 平面上绝对可积.在所得到的等式中令乂 =/ 2 =f,gi =g 2 ，便得出公式 
(2) 对任意函数 /e 为真. 

2) 现在设/是 i 2 ( -00 , oo ) 中的任意函数，它在某个开区间 （- a , a ) 之外为零. 

那么/在开区间（ - 可积（即属于心（ - a , a )). 因而/在整个直线上也可积•所 
以对于/，傅里叶变换 


f f ( x ) e~ lAx dx 

j -00 

是确定的.现在设 1 /d 是 Sm 中的函数序列，这些函数在（- a , a ) 外为零，并且依空间 

， oo ) 中的范数收敛于/因为/及所 有的乂 仅在有限区间异于零，序列 

也依空间 -oo,oo) 的范数收敛于 /• 所以(参看§ 4 第 2 段）序列在整个直 
线上一致收敛于 g . 此外，序列在 ( - oo , oo ) 中是基 本的. 事实上 ，心 - g m E 

，所以根据已经证明的， 


A ) = 


I ^ n ( A ) - g m ( A ) I 2 dA = 2 tt \fn(x) - f m ( x ) | 2 dx 


由此便得出序列的基 本性. 因此，这个序列在 4 中收敛，并且收敛于作为序列 
IgJ —致极限的同一个函数 g . 所以，在等式 


g 


2 tt 


中可令 


取 极限. 这样一来，等式 (2) 对于在某个开区间外为零的每个函数 /E 


- ► 


A 成立 


3) 最后，设/是1 2 中的任意函数•令 


fix ), 当 M < yv ， 

当 U | > N . 


/n ( x ) 二 


0 , 
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显然，当 N ' 


"/-All —0. 

函数 A 属于 A ( ，》)，因此它有通常的傅里叶变换，等于 

厂 f N ^)e- iXx dx = f fix) 

J — oo J — 


^( A )= 


dx 


由于根据我们论证的第2 ) 点，有 


\\/n ~/m II = 


Sn ~ Sm II ， 


2 tt 


故函 数心在 A 中收敛到某个极限，我们用 g 表示•所以在等式 


Sn 


2 tt 


中可以令 #—00 取极限，由此对任意 /e L 2 ( -00 ,00 ) 得出关系 （2). 布兰舍列尔定 
理的第一部分证毕. 

现在，如果函数/既属于 4( 

下的傅里叶变换 


,00) ，又属于 A ( - 00 , 00 ) ，则它有通常意义 


f f(x)e~ iXx dx. 

j -00 

这时函数 A 在 A (- ①， oo ) 中收敛于/,因此其傅里叶变换心一致收敛于茗但是, 
此外,正如我们已经证明的，函数心在 i 2 ( - 00 , 00 ) 的度量下收敛于某个极限，并 

已将其记为 g . 由此推出 i 与 g 重合.证明完成了. 

推论 由关系 (2) 立刻可推出，对任何/ 13 / 2 E L 2 ( - 00 ，oo ) 成立等式 


g (^) = 


/ 


fi(x) f 2 (x)dx 


gi(A) g 2 (A)dA 


2 tt 


为了证明此点，只需对函数 A +/ 2 写出关系式 (2) ，然后比较表达式的左端和右端. 

如果等式 (2) 意味着在1 2 中对傅里叶变换保范，则上述等式意味着保持内积/ 

• . • 

2. 埃尔米特函数 在上段所述的布兰舍列尔定理表明，傅里叶变换可以看作 
把空间 4( -00 ，00 ) 映到自身上的有界线性算子 f . 如果在这个空间中选择任何 
完备标准正交系，则算子如同任何其他线性算子一样）可借助于无穷矩阵来表 
示.当然这个矩阵的形状依赖于基的 选择. 在对应于某个算子的所有矩阵中，当由 
已知算子的特征函数组成基时所对应的矩阵显得更简单，在这种情形下矩阵是对 

角 形的. 我们来研究，对傅里叶变换 f 是否存在这样 的基. 换言之，我们来研究 
L 2 ( - 00，00 ) 中那些函数是傅里叶变换 f 的特征函数.为此我们指出，方程 
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2 


2 


( 3 ) 


2 


dx 


2 


经傅里叶变换变成同样的方程® ( 因为运算£ 

所以很自然,求算子 f 的特征函数就是求方程 (3) 的解. 我们来求这个方程具 


变为乘以 - A 2 , 而乘以 - /变为运算 


2 


d 2 


2 


dA 


有形式 


^x 2 /2 


we 


的解，其中 w 是多项式.把这个表达式代入 (3) 以后，得关于 w 的方程 


2 xw 9 — (jui + 1 ) 


f9 


W 


U ) 


设 


(4) 


n 


+ a x x + 


X ， 


U ) 


0 


n 


我们得到等式 

(2 d 2 " I " 3 • 2 


. 71-1 \ 

+ na n x ) 


+ n(n - l ) a n x n ^ 2 ) - 2 x ( a x + 2 a 2 x 

+ a〆 ） • 


+ 


x + 


_ _ • 


_ _ _ 


=(M + 1)( 

比较等式左端与右端％的同次幂的系数，求得 

= (fJL + l ) a „ ，- 2(71 - l ) a n _ { = (/JL + 1)^，! ， 


+ a,x + 




0 


1 


- 2 na 


n 


如此等等，一^般地 


(m + i) a * 


(5) 


k、k 一 1 ) cl^ 一 2( 灸一 2)a 

由于我们假定最高次系数异于零，应有 

- （ 2n + 1 ) 及 

即 g 是负的奇数.多项式 w 的所有系数都由关系式 (5) 准确地确定(如不计常数因 
子).同时，下标的奇偶性与数 〃（ 即多项式 w 的次数)不同的那些系数等于零.反之, 
所有那些下标与〃有相同奇偶性的系数异于零.这些系数可由递归公式 




—2 


= 0， 






71-1 


k(k - 1) 

— 2 n — 4 


m 


琴 2 


求出（如果值^给定).这样 一来， 我们得到关于 w 的 公式： 

n(n - 1) (n - 2 ) (n -3) 




)• 


71-4 


71 琴 2 


O ) = 


n 


W 


X 






n 


n 


4 


4 


于是，我们构造出了形如 


2/2 


<Pn( X ) = ^n( X ) e 


(7 i = 0，1 ，2,…） 


—X 


①当然，要假定未知函数/满足相应的光滑性条件和在无穷远处下降的条件 
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-x^/2 


的函数系.显然，这些函数中的每一个都属于 l 2 ( 

此外，这些函数两两正交.事实上，根据 (3) 式有 

^ nix ) - X 2 ( p n ( x ) = - (2/1 + W < Pn ( X ). 

<P ， f m( X ) - x2 <Pm( X ) = - (2m + l)(p m (x), 

: 

第一个等式乘以，减去第二个等式乘以 〜，得 

_ 

■ 

i ： 

• .. : • .1 __ T 

r 

" " n / 

<Pn<Pm - <Pm<Pn = 2 ( 


，《)(由于因子 


存在) 


e 


)<Pn<P 


m 


或 


如果 m #几，则积分这个等式便得 


"I ； 

<Pm<Pnl 


2(m - n)cp n cp 


<Pn(x)(p m (x)dx = 


Wn<Pm - (p 9 m<PnY^ 


2(m - n) 


Wn<Pm - (p'm^PnV^ = 0 . 


2 (/7 i — n ) 


于是正交性便证明了. 

所得正交系中的每一个元％都是一 n 次多项式乘以 


—龙 2/2 


因此，如不计数值 

因子，它的诸元应当与诸埃尔米特函数重合.这些埃尔米特函数是我们在第七章§3 
中所构造的， L 2 ( 一 00 , 00 ) 中的序列 


e 


—龙 2/2 


-龙 2/2 


—龙2/2 


e 


9 xe 


，％ e 


的正交化 


我们现在来证明，函数是傅里叶变换的特征函数 


( 6 ) 


F(p 


^Pn 


n 


这可由下述事实 推出： 

(1) 方程 (3) 对变换 f 不变 

(2) 方程 (3) 对每一> 

t 

♦ 、 * * , 

中^是/ I 次多项式. 

(3) 傅里叶变换把/ 

式(这一点易于用归纳法验证). 

从等式 (6) 推出，对任意整数 A 


仅有一个 ( 如不计常数因子)形如 ( 幻 e 〃的解，其 


变成 ( i 去) 


-x^/2 


-x^/2 


仏(幻 e ^ 72 , 其中 仏是 n 次多项 


e 


e 


F k (p 


= C n ( Pn 


但是，应用四次傅里叶变换，可把每一个函数变为本身与 4 tt 2 的乘积.所以 

即 c n 仅可取值 ± y ^ TT -^ ± i y 27 r . 

于是，空间 L 2 ( - 00 , 00 ) 中的傅里叶变换 f 是个线性算子，它在由埃尔米特函 


= 47 t 2 , 
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数所组成的基内可记为对角矩阵，其元形如± /2^ R±i ^ ®， 


6. 拉普拉斯 （ Laplace ) 变换 


1. 拉普拉斯变换的定义与基本性质 傅里叶变换对于微分方程的应用的实质 

性限制是，这个变换仅仅对在整个直线上可和的函数才有定义.特别，傅里叶变换对 
于当％— - 00或^00时增长的函数不存在，而这样的函数当解微分方程时常常出 
现.把傅里叶变换推广到广义函数后，可以克服这一困难.关于这一方法，我们将在 
本章§ 8简短地叙述.不越出函数的古典概念和古典分析方法的范围的另一可能途 
径是，用所谓的拉普 拉斯变换代替 傅里叶变换. 

如果函数 /( 一般说来，它在整个直线上不可积)在乘以 e 7以后变为可积的，其 

中 y 是某个实数，则积分 


! 


I 


f ( x ) e ~ lxA e Xfl dx 


f ( x ) e - lsx dx , = 


g(s) = 


对某个复数 s = X ^ ipL 是收敛的，特别，它在直线 A = _ y 上收敛.在这条直线上，它 
是函数 /( 4 e ^的傅里叶变换. 

对于应用，最重要的情况，即我们关于函数 / U ) e 1可积的假设成立的情况是，/ 
满足如下 条件： 


\ f ( x ) I < Ce yox 9 当％ > 0, 

当％ < 0 


( 1 ) 


fix) = 0 , . 

(其中 y 。 与 C 是常数).对于所有#< - y 。 的 s =A + 即在由直线 Ims = - y 。 所界 

定的半平面上，积分 


g(s ) = 


f ( x ) e~ lsx dx = f ( x ) e~ lsx dx 


( 2 ) 


存在并且是函数 /( 的傅里叶变换.这后一点可由 g 借助反演公式而得到（我们 
假定/满足使用反演公式的条 件）： 


[ g ( s ) e^dA 

J — m 


f(x)e " = 2^r 


由此 


①如果傅里叶变换由公式 


[ f(x)e' iXx dx 
^ -00 

. • 

定义（即由§ 4的公式 ( r ) 定义,而不是由公式 ( 1 ) 定义），则变换的四次方是单位算子,并且对于 f ，在由埃尔 
米特函数所组成的基内，我们得到以± 1 和 : t i 为元的对角矩阵. 


F[f ] = 


V27r 
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私 + 


g ( s ) e lsx ds (5 = A + ifx ) 


f ( x ) 


(3) 


27 T 

因为函数 /( 幻，当 - y 。 时如指数函数那样减小（由于 （1) 式），它的傅里叶变换 
g 以及产是在半平面 Irm < - A 。 内解析的函数. 

现在，在公式 (2) 与 (3) 中令/ >=沁并作代换 :用少 0>)来表示 g (%). 我们得到 

f f ( x ) e~ px dx 

J n 


0( P ) = 


( 2 ，) 


及 


dp 一 




f ( x ) 


0{p)^ x 


0( p ) e px dp 


(3，) 


2 tt J 卞一 i 


2 m J - ft-i 


函数少 在半平面 Rep > y 。 内有定义且解析，它称为 ( 满足条件（1 ) 的）函数/的 


拉普拉斯变换 


拉普拉斯变换就其本身性质与傅里叶变换的区别很少.然而使拉普拉斯变换有 

定义的函数类与使傅里叶变换存在的函数类心 （- 00 ，oo ) 有本质的区别 • 

2. 拉普拉斯变换对解微分方程的应用 （ 算子法） 拉普拉斯变换可应用于求解 
微分方程.设给定常系数线性微分方程 


(n-1) 


r = b(x ) ， 


(4) 


r + «ir 


欲求其满足初值条件 


(n-l) 


r(0) = ro^r^o) 

的解. 对方程 (4) 应用拉普拉斯变换 < D ， 即把它乘以 e ， 并从0积分到00 .设 

f y ( x ) e~ px dx 

Jo 

是函数： K 的拉普拉斯 变换. 进行分部积分，我们便求得导数 /的 拉普拉斯变换 


( 0 ) 


(5) 


= ji 


7n-l 


Y ( p )= 


y r ( x ) e~ px dx = y ( x ) 

依次应用这个公式，便求得 


y ( x ) e~ px dx = pY ( p ) 


-To 


[ ( x ) e~ px dx 

J n 


= p ( p n ~ l Y ( p ) 
= p n Y ( p ) 


p n - 2 ro ) 


Jn-2 - Py n -3 


7n-l 


y ± y / 1 - 2 


P Yo 


p n Y ( P ) - Tp 


u—l —k 


7 k 


①如果 I 6( 幻 I 增长不太快，不难证明将其应用于方程 (4) 的合法性 
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最后，设 


B(p) = f b(x)e~ px dx. 

Jo 

结果拉普拉斯变换把微分方稈 (4) 变为代数方程(考虑到初值条件 (5)) : 

Q ( p ) + R ( p ) Y ( p ) = B ( p ) , 

其中 S 是函数6的拉普拉斯变换是的〃 - 1次多项式，它依赖于方程的系数及 
给定的初值.最后， 


r = y 


~kP 


是方程 (4) 的特征多项式 

由所得方程求得 


B ( p ) - Q ( p ) 


Y ( p ) = 


R ( p ) 


由此，按反演公式得到解 r 


B ( p ) - Q ( p ) 


r ^ 
J -ft 


y(x)= 


^dp 


R(p) 


2 m 


—ioo 


这个积分通常借助留数来计算. 

对于解常系数线性微分方程，所谓的算子法是熟知的.这个方法是把形如 


(n-l) 


= b(x) 


+ 




i 7 


y 


• •肇 


的方程的左边，看作对未知函数 y 应用算子 

d\ d n 


d n ~ 


( 6 ) 


A 


dx 


dx n ' 


dx 


的结果，而方程的解是看作对方程的右边应用算子 (6) 的逆算子的结果.将这样的算 
子应用于某些最简单的函数(三角函数、指数函数、幂函数及它们的组合），其结果不 
难由直接计算得出.这就提供了很自然地写出常系数线性微分方程解的可能性，只 
要这个方程的右端是上述简单函数的组合. 

显然，算子法可以解释为以不明显的方式应用了拉普拉斯变换（它建立了形如 
(6) 的微分算子的代数与多项式代数之间的确定对应），这个方法在技术文献中常 
常以某种“处方”的形式出现，上述解释刚好可以看作这个方法的理论基础. 


7. 傅里叶-斯蒂尔切斯变换 


1. 傅里叶-斯蒂尔切斯变换的定义 我们再回到空间 A ( - 00 , 00 ) 中的傅里 


叶变换 
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g(X) = \ e' lAx f{x)Ax 

J —00 

这个公式可改写为黎曼-斯蒂尔切斯积分的形式 


iXx 


g ( A ) 


dF(x) 9 


( 1 ) 


中 


f f(t)At 

J —00 

是在整个数轴上具有有界变差的绝对连续函数（全变差等于厂1/(%) I ( k ). 然而 

J —00 

等式 (1) 不仅对形如 (2) 的函数，而且对任意在整个数轴上具有有界差的函数都有 
意义.我们称积分 1 


F(x) 


( 2 ) 


^( A ) = j 

为函数 f 的傅 里叶-斯蒂尔切斯变换 ，其中 f 是任意在整个数轴上具有有界变差的 

函数. 对于傅里叶-斯蒂尔切斯变换来说，前面对通常傅里叶变换所建立的一系列 

性质仍然保持 成立. 例如，下述性质即是其中之一 :积分 （1) 所定义的函数 g 在整个 
直线上连续、有界. 

事实上， 


-i\x 


dF(x) 


I 豸 （ Ai ) -茗 （ 入2) 


~i\ix 


~i\2 x 


dF(x) 




~i\\x 


-i\2 x 


dF(x) 


\x\ 


取#充分大以后（同时对任意的 Ai 与 A 2 ) ，右端第二项可以取得任意小，而第一项 
对固定的#当 Ai - A 2 ->0时趋于零. 

然而，并不是傅里叶变换的所有性质都可以搬到傅里叶-斯蒂尔切斯变换上 

时，傅里叶-斯蒂尔切斯变换一般不趋于零.例如，设 

0,当 ％ < 0， 

1，当％ > 0. 


来•当 I A 


— y 


F(x ) = 


那么 


ikx 


客 U ) 


dF(x) = 1 


类似地，对于当％时为0，而％ >%时为1的函数，傅里叶-斯蒂尔切斯变换是 


tXQ\ 


，即 A 的周期函数. 

如果 f 是阶跃函数，点 
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/I = 0，± 1，± 2 


是它的间断点，而数 


(其中^ 


• • • 


是它在这些点的跃度，那么 


[ e ~ iAx df ( x ) = X 

是以 2 tt 为周期的周期函数.如果 f 在点〜 有跃度\，其 中〜 组成任意的数列 （ 一 
般说来，是不可通约的数），那么 f 的傅里叶-斯蒂尔切斯变换具有形式 


—i/iA 


z 


这种类型的函数属于所谓的 殆周期函数. 

傅里叶-斯蒂尔切斯变换在概率论中的应用 对于在 （- 《，00)上可和的 

函数，我们在§4引进了卷积的 概念： 


參 


(3) 


f\i x 一 彡 )/ 2 (() 屯 


f(x) =/, *f 2 (x) 


令 


f 

J _ no 


Fix ) 


fiiOdt 


及 F 2 ( x )= 

将等式 ( 3 ) 积分以后，把它改写成如下 形式： 

p ( x ) = r f(t)dt = r dt f f x {t - i)f 2 u)^ 

j —00 J —00 J — 00 


FAx ) 




F . ix -^ dF ^) 

( 这里积分次序的改变，根据富比尼定理与函数/的绝对可积性是允许 的）. 我们所 
得到的关系式 


FAx-^)dF 2 (0 


F ( x ) 


把函数 / r 与函数&和 F 2 相对应.但是右边的积分作为勒贝格-斯蒂尔切斯 积分， 
不仅对绝对连续函数存在，而且对于任何两个在全数轴上具有有界变差的函数也存 
在.我们称表达式 
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r f x ( X 

j -00 


F(x )= 


^)df 2 (f) 


(4) 


为两 个函数 A 和 f 2 的卷积 ，并记为 & *f 2 , 其中和 f 2 是全数轴上的任意有界 

• • 

变差 函数. 我们证明，表达式 (4) 是对所有的％值有定义，且在整个数轴上具有有界 


变差① 


实际上，心是有界变差函数，因此 R 博雷尔可测，所以积分 (4) 对所有％存在 


其次，有 


00 


I F(x0 - F(x 2 ) 


(F l (x l - ^) - F l (x 2 - )dF 2 (^) 




00 


00 


f iOi -f)- F i(x 2 -i) I d(varF 2 (^)) ， 




— 00 


由此 


V[F] ^ nFJKFJ, 


即 f 是有界变差函数. 

•.. 

I 

定理如果 f 是有界变差函数6和厂 2 的卷积，而和&分别是和 

f 2 的傅里叶-斯蒂尔切斯变换，那么 


^(A) = gi(A)g 2 (A) 


证明设/^ = /\*， 2 且 


= b 


— /V* /V* 

一 ， 


，欠 n 


• • • 


是闭区间 [a ，6]的某个分割.于是对每个 A ，有 


n 


-iXx 


X e ' lXxk ( F ( x k) - F(x k _ x )) 


dF( x) = lim 


maxAxj—^0 


k = 1 


a 


n 


oo 




( F i( x k - o 


lim 

maxAx^ — ^0 


e 


P \ i x k -\ ~ ^)) e ^dF 2 (^), 


~ 00 J a—f 


—i\x 


dF(x) 


e 


a 


这里令 


， 6—00 而取极限，得 






oo 


00 


厂 e-^dF.ix) f e~^dF 2 U ) 9 

J — on J — 00 




dF(x )= 


— oo 


①在 B. H. r ； iHB3HK0 所著 《HHTerpan CnuiTbeca 》， rocrexH 3 flaT ， 1936, 一书中给出了不利用测度而可使公 
式 (4) 有意义的初等结构 . 
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^(A) = gi(A)g 2 (A). 

... V ( 、': 

傅里叶-斯蒂尔切斯变换把函数的卷 | R 变为相乘，这一定理在概率伦中广泛地 

应用着 （特征函数 法). 如果 f 与77是两个独立的随机变量，而 A 与/^是它们的分 

布函数，那么随机变量^+77对应于分布函数 

: : - ... 

• _ k : ■ O . j .• -. 

I - 

F = F x ^ F 2 . 


在概率论中常常需要考虑独立随机变量之和.由分布函数变到它的傅里叶-斯 
蒂尔切斯变换，即所谓的特征函数，就可以用更为简单方便的染积运算来代替卷积 


运算 


习题1试证明傅里叶-斯蒂尔切斯变换具有唯一性 :如 果函数 F 左连续,而其傅里叶-斯 

蒂尔切斯变换恒为零，则 F = const . 

l 

• t • 

试证明有界变差函数的卷积运算满足交换律与结合律. 




习 


8. 广义函数的傅里叶变换 


我们已经说过，在通常意义下所理解的傅里叶变换，在微分方程及其 fife 问题中 
的应用有很大局限性，因为这个变换仅对于在整个数轴上绝对可积的函数才有定 
义•引进广义函数的傅里叶变换的概念之后，傅里叶变换的可应用性就可以从本质 
上扩充.我们来叙述这一理论的基本思想. 

仍然考虑在整个数轴上无穷次可微，且在无穷连同导数比 l /\ x \ 的任何次幂 

r* 

下降得都快的函数的空间(参看第四章 §4). 

取为基本函数空间以后，我们来研究相应的广义函数空间 SI . 

现在，我们在空间 S ：： 定义傅里叶变换.为此，我们首先回忆，空间&被（在通常 
的意义下来理解的）傅里叶变换变到 自身： 如果 p e ，则 f [ p ] e S 。 ，并且 f 是把 
S n 仍然变到整个的 一一 映射.由此出发，引入如下 定义: 由公式 

= 2 tt (/,^) (其中 0= f [ p ]) 

所决定的线性泛函 g ^ S ： ，称为广 义函数 /e S ：： 的傅里叶变换. 公式 （1) 可改写为 

= 2tt(J,(p) =27t(/,F _ V )， 

即泛函 /e S ：： 的傅里叶变换是一个泛函，它在每个元 0 E 上的值等于原泛函/ 

1 " ； ■ / 

在元 < p=F 上的值乘以 2 tt ， 其中 F _1 是傅里叶逆 变换. 

因为当 P 遍历时遍历整个，等式 （ 1 ) 实际上在整个上定义了 
泛函.这个泛函的线性性质与连续性可直接验证. 

在 SI 的元中包含所有的绝对可积函数.对于这些绝对可积函数，刚才叙述的傅 

. r : F . * ■ . ‘ -V • ? 

里叶变换的定义与通常的傅里叶变换的定义一致.事实上，如果 / e S。E S x , 


( 1 ) 
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s = 及 fA = ^[^]，则按照布兰舍列尔定理得 

277(/，史 ）=， 

并且对给定的/，如对等价函数不加区别，则只存在一个对所有 P e 满足等式 (2) 
的函数 g . 借助于相应的极限过程不难证明，对任意 /e L x {- oo ，00 ) 等式 (2) 成立. 

这样一来，广义函数的傅里叶变换，乃是经典变换在更广的函数类上的推广. 

例 1 设/(%) =c = const . 那么 

lirif^cp) = 2tt f c<p(x)dx = 27 ra/r( 0 )( 必 = F[cp]), 

s. % 

即常数的傅里叶变换等于这个常数乘上277■及5函数. 

例2设 /(%)= e ' 那么 


( 2 ) 


27T(/ ， p) = 27T 


dx = 2 77*^( - a ), 

即函数的傅里叶变换是位移 s 函数 su + a ) 与 2 tt 的积. 

例3设/(%) =% 2 .那么由等式 


f x 2 cp ( x ) e~ lXx dx 9 

J — Oft 


f ' U ) 


在式中令 A =0并乘以 2 tt 后得 


27r(x 2 ,cp(x)) = - 2 邱 " ( 0 ) ， 

即函数/的傅里叶变换是 S 函数的二阶导数乘以 -2 tt . 

我们再做一些最后的说明. 

我们对 S 。 上的广义函数定义了傅里叶 变换. 但是还可以取任意其他的基本空 
间，例如无穷次可微的有限支集函数空间 K 对于每个函数 p E 尺，傅里叶变换（在 

通常的意义下）存在，并且可验证它是按指数递增的整解析函数.更确切地说，傅里 
叶变换是把空 间尺变 到空间 Z 的线性算子，其中空间 Z 的元是满足不等式 

\s\ q Ulf(s) | ^ C q 

的整解析函数少，而 T = Irm ' 与 a 是依赖于函数少的常数.因为在空间 K 中曾引 
入了收敛概念，把 [ 变到 Z 中的映射 f 在 Z 中诱导出某个收敛 概念: 序列彳少„ | 在 Z 
中收敛于心是指如果关系 cp n — cp 对于相应的原象成立.其实，不利用空间紗，也不 
难叙述这个收敛概念. 

现在设/是 iT 中的任意元.令 


(q = 1 ， 2 ,…) 


( g 9 ^) = 27 t (/,^) ，其中分= F [( p ] ， 


①即如果对固定的= 1,2,…）与 a , 不等式 

I s q ij/ n (s) | ^ C 

成立，且 A —0 在实轴上的每个有限区间上一致成立，则在 Z 中 A —0 


alrl 



第八章三角级数.傅里叶变换 


360 


我们就可以使 Z 上的线性泛函 g 与/对应,我们把这个泛函 g 称为泛 函/的傅里叶 
变换. 这样一来，在基本函数 空间尺 上的广义函数/的傅里叶变换，是在 Z 上的广义 
函数，即 Z 是这样一个 空间: 在通常意义下来理解的傅里叶变换把空间 K 变到这个 
空间 Z 内. 

对于在任何其他的基本函数空间上的广义函数可进行同样的构造.这时 ，每一 
次都可产生一个包含四个空间的模 式图: 某个最初的基本函数空间，这些函数的傅 
里叶变换的集合（即第二个基本函数空间）以及两个共轭空间. 

广义函数的傅里叶变换空间 I 


广义函数空间 


基本函数空间 


基本函数的傅里叶变换空间 


当取为基本函数空间时，由于它被傅里叶变换变到其自身，上述模式图归结为两 


个空间 


广义函数的傅里叶变换的概念，在偏微分方程的理论中得到了广泛的应甩读 

者例如可由希洛夫 ( IIImiOB ) 的书 [52] 中了解这些问题. 
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1. 基本定义.导致积分方程的某些问题 


积分方程的类型凡在积分号下含有未知函数的方程称为积分方程.例如， 


方程 


<p(s) 


K(s,t)w(t)dt +/⑴ 


( 1 ) 


就是这样的方程，这里/和[都是已知函数，而 p 则是未知的.这里的变量 s 和 f 在 
某一固定的闭区间 [ a , fc ] 上取值. 

方程 ( 1 ) 的特征性质是它的线性性质 :方程 （ 1 ) 关于未知函数 p 是线性的.一系 
列问题能导致非线性积分方程，例如导致形如 

的方程，其中尺和 g 都是给定的函数.然而，我们往后仅限于讨论线性方程. 

一些个别的积分方程早在20世纪初叶就曾经被研究过.早在1823年阿贝尔 

( Abel ) 就研究了方程 




,t)dt 


~^~y dt (0 < a < 1 ， / (0) = 0), 

现在就以他的名字命名为阿贝尔积分 方程. 这里/是已知函数，而 p 则是未知的.阿 
贝尔证明了，这个方程的解具有形式 


Jo( 


/ 0 ) 


Sin 7 T 


9⑴ 


7-ds 

1 -a 
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然而线性积分方程的一般理论，仅在 19 世纪与 20 世纪更替之际才建立起来，主要 
是在沃尔泰拉、弗雷德霍姆和希尔伯特的工作中建立的. 

方程 （ 1 ) 称为第 二类弗雷德霍 姆方程(参看第二章§ 4 第 4 段），而方程 

[ K ( s , t ) cp ( t)dt = f ( s ) 


( 2 ) 


( 在该方程中未知函数 p 仅出现在积分号下)称 为第一类弗雷德霍姆方程. 

上面提到的阿贝尔方程，属于所谓 的沃尔 g 拉方程， 这类方程的一般形式为 

J K(s 9 t ) cp ( t)dt 


(3) 


f ( s ) 


(第一类沃尔泰拉方程） 或 


f K ( s , t )< p ( t)dt + f ( s ) 


< p ( s )= 


(4) 


(第二类沃尔泰拉方程） .显然，沃尔泰拉方程可视为方程 （1) 或 （2) 中函数满足 


条件 


K ( s , t ) =0 (t > s ) 


的弗雷德霍姆方程.但是适宜于单独分出沃尔泰拉型方程成为特殊的^类方程，因 
为它们具有一系列极重要的性质，而这些性质是任意的弗雷德霍姆方程所不具 


有的 


如果在方程（1)、(2)或 (3) 中函数/等于零，那么这样的方程 称为齐次方程 ，否 
则称为非齐次方程. 

导致积分方程的问题的一些例子 在本章的下面几节里我们研究线性积分 
方程的一些基本性质，但是我们首先阐述几个能导出这样的方程的问题. 

(1) 负载弦的平衡 考察一条弦，即是一条弹性材料所做成的长为 /的线 ，它可 
以自 由弯曲，但能抗拉伸，且抗力与这个 

伸长的量成正比.设弦的两端固定在点 
x =0和％ = A 于是在平衡位置时，弦与％轴 

上的线段完全重合.现在假定有 

一 铅垂力/> =巧作用于弦的点上. 

在该力的作用下弦偏离了平衡位置，弦显 
然具有如图23所示的折线形状. 

我们来求在作用于点 f 处的外力匕作用下，弦在点 f 处的偏离量 S . 如果力 
与未加负载的弦的张力 r 。 相比较是很小的话，那么仍然可以假定加负载弦的张力 
的 水平投影等于 7 V 于是由弦的平衡条件就得到等式 




S 


8 


T 0 


=Py 
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由此 


o-m 


S 


T 0 l 


现在设 Wx ) 表示弦上某一点％在力巧的作用下的下垂量.那么 

% 

u ( x ) = PM ( x ,^) , 


其中 


，当0 < % f 时， 


T 0 l 


G ( x , f ) 二 


，当《< x < Z 时 


T 0 l 


特别，由这些公式立即看出 G ( x ,0 = G (^ x ). 现在假定作用在弦上的力在其上是连 

续分布的，并且具有密度 pU ). 如果这个力很小，那么应变线性地依赖于应力，而负 
载弦的形状就由函数 


u ( x ) = G(x 9 i)p(i)d^ 


(5) 


所描绘.这样，如果给定了作用在弦上的负载，那么利用公式 ( 5 ) 就可求出弦在这个 
负载的作用下所具有的形状. 

现在我们来考虑逆问题 :求负 载分布 p ， 使在其作用下弦具有给定的形状^我 

( • 

们已得到了根据给定的 u 求函数 P 的方程，它就是方程 (2)( 仅记号有所不同），即 
第一类弗雷德霍姆积分方程. 

(2) 弦的自由振动和受迫振动 现在假定弦作某种振动.设是弦上横坐 

标为％的点在时刻£的位置，又设 p 是弦的线密度 A 作用在弦的长为办的线元上的 
惯性力等于 


d 2 u(x,t) 


p(k ， 由此 p (() = 


dt 


dt 


用这个表达式代替公式 (5) 中的 />( f ) ，我们就得到 


f G(x ， 专 ） p 

J 0 


(x,t) 




(6) 


dt 


假定弦作具有某一固定频率6；和依赖于％的振幅 mU ) 的简谐振动.换言之，设 


u(x,t) = u(x) sin6>f 


将这个表达式代入 ( 6 ) 并约去等式两端的 sin ^ ,就得到关于 I 的玉列积分#程 

• P . m. 


①我们令 p ^ const ,尽管这对今后讨论是无关紧要的. 
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u ( x ) = pa ) 2 G ( x ^) u (^) d ^ 

Jo 

如果弦作非自由振动，而是在外力作用下作受迫振动，那么经过不复杂的计算可以 
证明，弦的简谐振动的相应方程将具有形式 


⑺ 


f +/(x) ， 


u ( x ) 


po ) 


即非齐次第二类弗雷德霍姆方程. 

(3) 将微 分方程化为积分方程 有时宜于将求解微分方程的问题化为求解积 

分方程的问题 • 例如，在证明初值条件为： K %) =7。的微分方程 

〆 = f ( x 9 y ) 


之解的存在性和唯一性时，我们（在第二章中）已经看到，宜将它化为（非线性）积分 


方程 


f fdrX 

对于高于一阶的微分方程，也可以作这样的转化.例如，考虑二阶方程 

/ +/(^)r = 0- 

令 / U ) = P 2 -< r ( x ) ，其中 p = con St ， 就可将它写成下列 形式： 

J n p 2 7 = cr { x ) y . 

, • 

■ 

众所周知，附有初值条件 y ( a ) = y 0 , y , ( a ) = y f 0 的方程 

y" +p 2 r = g(x) 


r = r 0 + 


的解，可以表示成 


JoSin p{x - a ) 


y ( x ) = y 0 cos p(x - a ) + 


P 


p(x - 


sin 


P 


因此求附有上述那样的初值条件的方程 (8) 之解，就化为去求解如下积分方程 


心） 一女]⑽ 


y’ 0 sin p(pc - a ) 


y 0 cos p(x - a ) 


P 


2. 弗雷德霍姆积分方程 




l . 弗雷德霍姆积分算子 在这一节里我们将考虑第二类弗雷德霍姆方程，即 
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形如 


| K(s 9 t)(p(t)dt +/(5) 

的方程 • 我们假定这里和下面遇到的所有函数 ，一 般说来，都取 复值. 我们假定称之 

为该方程核的函数尺，在正方形上是可测的并且属于 L 2 类： 

\K(s 9 t) | 2 ds(k 

方程 ⑴ 的自由项/是 A [ a ，6] 里的某一给定的函数，而史则是 L 2 [ a ，6] 里的未知函 
数 • 4类的核称为希尔伯特-施密特核. 

把由等式 >4?=少定义的算子4与方程 （1) 相对应;这就是 

K(s 9 t)(p(t)dt = i//(s) 

每一形如 (3) 的算子称为弗雷德霍姆 算子. 如果核 A ：( s ， G 满足条件 (2) ，那么就 
称之为希尔伯特-施密特 算子. 研究方程 （ 1 ) 自然归结为研究这个算子的性质. 

定理1 等式 (3)( 其中是平方可积函数)在空间 L 2 [ d ，6] 里定义了一个 
紧线性算子4其范数满足不等式 


(p(s) = 


( 1 ) 


( 2 ) 


< 


(3) 


K(s,t) 1 2 d 5 di. 

证明 首先注意，根据富比尼定理和条件 (2) ，对于几乎所有的积分 

f |^( 5 ,0 \ 2 dt 

^ a 

存在. 换言之，对于几乎所有的 S [ ( M ) 作为 f 的函数属于 A [ a ，6]. 因为平方可积 

函数之积是可和的，所以 （ 3 ) 式左端的积分对于几乎所有的 s 存在，即函数少几乎处 

处有 定义. 我们来证明 iff e 根据柯西-布尼雅可夫斯基不等式，对于几乎 

所有的 S 有 


A 彡 


(4) 


jK(s 9 t)cp(t)dt\ 

} a \K(s 9 t) \ 2 dt |j^(0 

对 s 进行积分，然后用 I 2 的二重积分来替换累次积分，就得到不等式 

K(s 9 t) 1 2 dsd(. 

这个不等式表明 I 少0) r 可积，并给出了算子4的范数的估计式 (4). 剩下证明算 
子4是紧 算子. 设 HI 是里的完备正 交系. 那么所有可能的两两乘积 

构成空间 L 2 ([ a 9 b ] x [ d ，6]) 里的完备系（参看第七章§3第5段). 


I 少0) 


[l^(s 9 t) \ 2 dt 

J n 


2 At = 


<P 


A <P I 
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从而 


K(s,t) = Y 


现在令 


K N (s,t) = ⑴， 

m 9 n = 1 

再设是由核 A ( S ， 0 所定义的算子.这个算子是紧算子，因为它将整个 A [ a ，6 ] 

变为有限维子空间（在第四章里我们称这样的算子为有维算子）•事实上，如果 

■ ^ 

p £[ 2 [(1,6]，那么 


j K ^ s ^ cp^dt = J：jy ⑽⑴也 




= hiC X a mn b n . 


其中 


b n = j ^(0^ n (0^» 

即每一元素 < pBL 2 [ a , b ] 9 被算子冬变换为由向量 A ，…，6所生成的有限维子空 

间的元素.其次 A ( M ) 是函数 [( M ) 的傅里叶级数的部分和，因此，当 hoo . B 寸，有 

▼ 

、_. 

QK(s ,t) — Kju(^s 9 t^) )^d5di ― y 0. 


由此，将估计式 (4) 应用于算子 d - 冬就有，当时， 

■ 

• ♦ 

M ~ II — o . 

利用关于“紧算子的收敛序列的极限是紧算子”的定理(第四章§ 6第2段），就得到 
算子4的紧性. 

注1在定理1的证明过程中，我们已确立了如下事 实:每 一希尔伯特-施密特 
算子，可以表示为有限维积分算子序列 （ 按范数收敛意义下）的极限 • 

注2设岑和名是两个形如 （3) 的算子，而和是与它们相对 
应的核.如果算子卓和禹相等，即对于所有的 P E L 2 [ a ，6] 都有禹那么几 
乎处处 都有& ( M ) •事实上，如果对于所有的 p E L 2 [ a ，6] 都有 


A^cp ~ A 2 = I (( 5 ， 0 - 欠 2 ( 5 ,0)P(0d 艺 = 0, 


那么对于几乎所有的 s e [ a ，6] 都有 


f^(s ， t) 一 K 2 (s 9 t) 1 2 dt = 0 , 
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而这表明 


( 5 , i ) - K 2 ( s , t ) I 2 dsdt = 0, 


由此推出我们的结论.这样一来，如果我们按惯例对两个彼此等价的可和函数不加 
区别，那么可以说，积分算子与核之间也是 一一 对应. 

定理 2设4是由核欠所定义的希尔伯特-施密特算子.于是与它共轭的 
算子^就由“共轭”核 [( M ) 所决定. 

证明 利用富比尼定理，就得到 ^ 

/ a {| K(s,t)f(t)dt}g(s)ds 

f f g(s)dtds = I |J K(s,t) g(s)ds]f(t)dt 

J/(0{[ K(s,t)g(s)ds]dt = (f,A*g ), 


(Af,g)= 


由此得出定理的结论. 

• ■ 

I <S 

4 ■ 

特别，形如 (3) 的算子4在1 2 [(1，6]里自共轭，即^ =4,当且仅当欠 ( M ) = 

.当考虑实希尔伯特空间的情形时（这时一定是实核），自共轭的条件为 

K(s 9 t ) = K ( t ， s ) • 

注 我们考虑了作用于空间 L 2 [ a , b ] 中的积分算子.但是上面所说的和下面将 
要阐述的一切结果，无须作任何修改就可以移植到以任何其他测度空间来代替闭区 

间 [ a ,6] 的情形. 

2. 含对称核的方程 让我们来研究第二类弗雷德霍姆积分方程 

J K ( s 9 t )( p ( t)dt + f ( s ) , 


< p ( s ) 


(5) 


它的核满足条件 


K ( s , t ) | 2 dsdt < oo ， 


1 ) 


2 ) 


K ( s ， t ) = K ( t ， s ) • 

我们将这样的方程称 为含对称核的方程. 根据上一段定理1和定理2,相应的弗雷德 

霍姆算子 


J K(s , t )< p ( t ) dt 

是紧的和自共 轭的. 从而希尔伯特-施密特定理(第四章 §6 第 5 段）对于它是正确 
的. 我们应用这个定理来求方程 (5) 之解.由于我们感兴趣的仅是算子 (6) 的紧性和 
自共轭性而不是它的积分表示，自然将方程 (5) 用符号形式写成 


( 6 ) 


A<p 
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⑺ 


(p = Acp + f . 

根据希尔伯特-施密特定理，对于 a ，存在与非零特征值 uj 对应的特征函数的标 
准正交系，使中每一元素 f 均可表 示成： 

^ = Z a n^n + ^ ,其中 W 


二 0 


令 


/ = X + f f (Af f = 0) ， 


然后来求方程 (7) 的具有下列形式的解 <p 


<P = X % n^n + (P' = °) 


(9) 


将展式 (8) 和 (9) 代入方程 (7) ，得 


Y, X n^n + 〆 = X Mn<An + Z + / ’ 


这个等式成立，当且仅当 


和 


^ n(l - Aj = b n (71 = 1 ,2,…）， 


即当且仅当 


/' = ( P f , 


# 1 ) ， 


0 ( A n = 1) 


最后这个等式给出方程 (7) 可解的充要条件.这时，对应 于使总 =1的/ I 的 坐标& 

是任意的.这样一来，我们就得到如下结果. 

定理 3如果1不是算子4的特征值，那么对于任何/方程 (7) 有一解且仅有一 
解. 如果1是算子4的特征值，那么方程 (7) 可解，当且仅当自由项/与算子4的特 
征值1对应的所有特征函数正交.如果后面这个条件满足，那么方程 （7) 有无穷多 


个解 


弗雷德霍姆定理.退化核情形 我们现在来研究第二类弗雷德霍姆方程，假 
设其核满足 ( 保证算子紧性的）条件 




K ( s 9 t ) | 2 dsdt < oo ， 


但不满足对称条件. 

我们首先研究具有退化核的方程 
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_ 


f K(s,t)(p(t)dt +/(s) 


( p ( s ) 


( 10 ) 


即其核形如 


夂 (M) = 2 尺⑴ 仏⑴， 

i = 1 

其中尺 ，仏是 L 2 里的函数.具有形如 （ 11 ) 的核算子将每一函数 < pGL 2 变为和 

兔 PM l b Qi(t)cp(t)dt, 

i = 1 ^ a 

即变为由函数 AG = 1，2,…， Ti ) 所生成的有限维子空间里的元素.注意，可以假设 
表达式 （11) 中的函数 A ，…，圪是彼此线性无 关的. 事实上，如果不然，那么将函 
WiPi 中的每•-个函数表为线性无关函数的线性组合后，易知同一个核可 


( 11 ) 


以写成项数较少的形如 Pjis )^) 的项之和，使得函数6线性无关.可以对函数 

Qj 作类似的简化.易见，在经过这样的简化后，所得核中诸 P ; 和诸 a 分别是线性 
无关的. 


这样，我们来解含退化核 （11) 的方程（10)，其中函数/\，…， p „ (以及 仏 ，…， 

Q n ) 是线性无关的.用相应的和 （ 11 ) 来替换方程 （ 10 ) 中的 M ) ，就得到 


[ 仏⑴ 〆 0出+/⑴ 

• _ 1 J n 


(p(s) 


( 12 ) 


引入记号 


f ^(0^(0^ 

J n 


=仏， 


可以把方程 （12) 改写成 


<p( s ) = + /( 5 ) 

i = l 

将 P 的这个表达式代入方程 (10) ，就得到 


IqA ( s ) +/(5) 


1PM j QM[ ^ qAU) +/ ⑴ ] 山 +/W 

: _ 1 J n . i J J 


(13) 


令 


J QMPj(t)^ = a ijy j 


QMf(t)dt = bi ， 


就可将等式 （13) 写成 
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i = 1 i = 1 y = 1 

根据假定函数尺是线性无关的，因此由此推出相应系数的等式 


b 


iflj 


= X w 卜， 

7 = 1 

我们得到了关于系数仏的线性方程组.解之，我们就求出函数 


(14) 


=1，2,…， 


<h 


I 


< p ( s ) = X ^( 5 ) + /( 5 )- 

i = l 

这个函数满足积分方程 （10) ，因为把方程 （10) 变为方程组 （ 14 ) 的所有计算，可以按 

相反的次序进行. 

这样，求解含退化核的积分方程，就归结为求解与之对应的线性代数方程组 


(14) 


对于线性方程组，解的存在性和唯一性条件是众所周知的. 
I . 线性代数方程组 

Tx = y (T = 

可解，当且仅当向量: K 与共辄齐次方程组 

= 0 (T 


(无1，…，〜 ） ，: k = (: Ti，."，yJ) 


9 X 


ih 


T 


z 


hi 


的每个解正交. 

n . 如果矩阵 r 的行列式不等于零，那么方程 A = y 对于任何 y 有一解且仅有 
解. 如果矩阵 r 的行列式等于零，那么齐次方程 Tx=o 有非零解. 

I . 既然矩阵 r 和共轭矩阵 r * 的秩相同，齐次方程组 a = o 和 = o 的线性 
无关解的个数也相同. 

由于我们已阐明在含退化核的积分方程与线性代数方程组之间存在这样的关 
系，这些结论可以视为关于解退化积分方程的一些定理.我们在下一段中将证明，从 
本质上讲，这些定理对含任意 ( 但不一定是退化）核的积分方程也是成立的.但是因 
为对于非退化积分算子，诸如矩阵之秩和行列式这样的概念就没有意义，所以相应 
的一些定理应该这样陈述，使得这些概念不出现在这些定理之中. 

含任意核的方程的弗雷德霍姆定理 我们再来研究方程 

| K(s,t)(p(t)dt +/⑴， 

但是现在对它的核仅加上希尔伯特-施密特条件 


- 




( p ( s ) 


(15) 




|/i ： (5,0 | 2 cbcU 

( 以保证算子的紧性），但既不假定这个核是退化的，也不假定是对称的.我们只 


< 
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对方程 （15) 的可解性条件及其解的性质感兴趣.这时对我们至关重要的，仅是与 
方程 (15) 对应的算子的紧性，而不是它的积分 表示. 因此我们今后总是研究算子 


方程 


<P = Acp +/， 

假定4是一个任意给定在希尔伯特空间好里的紧算子. 

令 r =/ - ^ ( 其中/是单位算子），可将方程 (16) 改写成 


(16) 


(17) 


在研究这些方程的同时，我们还研究齐次方程 

Tcpo = 0 


(18) 


和共轭方程 


T * 中 = g 9 
7> 0 =0 

( T * = I - A ^). 下面的弗雷德霍姆定理揭示了这四个方程解之间的关系 

定理 I 非齐次方程 7 V =/仅对与共轭齐次方程 r > 0 = o 的每个解是正交的 
那些/才是可解的. 

定理 n ( 弗雷德霍姆择一定理）要么方程以=/对任何 fBH 有唯 一解， 要么 

齐次方程以。=0有非零解. 

定理 III 齐次方程 （ 18 ) 和 ( 20 ) 具有个数相同的有限个线性无 关解. 

在动手证明这些定理之前，我们指出，对于含对称核的方程(根据第2段中所述 
的结果），这些定理是正 确的. 这时由于4与完全相同，定理瓜变为平凡的. 

另一方面，正如我们前面已看到，如果4是一个退化积分算子，那么相应的方程 

就化为线性代数方 程组; 这时弗雷德霍姆定理自动变为上一段中所弓 I 入的关于线性 
方程组的定理. 

由于每个紧算子是退化算子 （ 即有限维算子）的收敛序列的极限，我们本来可以 
利用 （ 由退化核逼近于非退化核的）相应的极限过程来证明弗雷德霍姆定理.但是， 
我们采用另外一种无须考虑退化方程的方法来证明这些定理. 

弗雷德霍姆定理的证明让我们回忆起 Ker B 是线性连续算子 B 的化零元全 
体（即所有使得 Bx =0 的所有 xEH 所构^的集），而 Im S 是算子 fi 的值域，即形如 
y = Bx 的向量的 全体. 显然 ， Ker fi 总是一个闭线性子 空间. 集 Im B 也是一个线性流 

形，但一般不是闭的.我们现在来证明，对于算子 r = /-4,其中4是一个复算子，相 
应的流形是闭的. 

引理1流形 ImT 是闭的. 

证明设 e im r 且 n . 根据假定，有这样的向量〜 e 及存在，使得 

rri 

Jn - ^ 


(19) 


( 20 ) 




- Ax 


( 21 ) 
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我们可以假定向量、与 Ker r 是正交的（如果有必要，需从、里减去它在 Ker 7上 
的投影).其次，可以认为 || & ||总体有界.事实上，在相反的情况下，取子序列，我们 

—0. 但是因为算 






会有11% 


，再除以 II 心 II ，就会从 (21) 得到 

是紧算子，所以若再取子序列，则可以认为序列收敛. 

=1且7^=0,即 z E KerT 7 •但是我 


-A 


― ► 




因此 


也 


子 A 


会收敛于某向量，比如说，向量显然， || 

们假定向量&与 Ker T 7 是正交的，从而向量 z —定与 Ker T 7 正交.所得到的矛盾容许 


Z 


假定 II & II 是总体有界的.此外，在这种情况下可以假定序列|如„1也是收敛的，于 
是由 （21) 推出序列也是收敛的.如果用％表示这个序列的极限，那么从 (21) 就 
可推出 y = 引理得证. 

引理2空间//是闭子空间 Kerf 与 Imf 的直正交和，即 


( 22 ) 


Ker 7 " ㊉ Im T 7 * = H ， 


且类似地有 


(23) 


Ker T * ㊉ Im 7 1 = 从 

证明我们已经知道，出现在等式 (22) 左端的两个子空间都是闭的.此外，它们 

是正交的，因为如果& E Ker 7\那么对于所有的％ E //都有 （ A , 厂欠）= ( 7%，％) =0. 
剩下证明，任何非零向量不可能同时与 Ker r 和 Im 广都正交.但是如果向量 z 与 

Im r * 正交，那么对于任何％ e 丑就有 （ R ，％) =( z 9 T * x ) =0 ,BPz E Ker T 等式 

(23) 可类似地得到证明.引理得证. 

由引理 2 立即推出弗雷德霍姆第一定理.事实上，当且仅当 /G Im r 时，即当存 

在这样的 P 使得^ =/时，才有/丄 Ker r ' 

其次，对于每一整数 k 令 H k = lm ( t )， 因此特 别有炉 = Im 7\显然，子空间妒 
构成嵌入子空间链 


H D H l D H 2 D …， 

5 ^ •. 

I 

b k _ 

而根据引理1所有这些子空间都是闭的，并且 T ( H k ) = H k+l . 

. • 

引理3有这样的 y 存在，使得对于所有的巧都有 纪％: h \ 

_ 

证明如果这样的 y 不存在，那么显然所有的分都是不同的.在这种情况下可 
以构造这样的标准正交序列使得〜 e 分且与 妒 + 1 正交. 设 z > &• 那么 

Ax l - Ax 

从而 || 知-知^ || ，因为 〜 h R e 妒 +1 . 因此从序列1里不可能选出收 

敛的子序列，但是这与算子4的紧性是矛盾的.这样引理便得到证明. 

引理4如果 Kerr = l ( H ， 那么 Imr = F . 

证明如果 Ker r = 101，那么算子 r 是 一一 映射，从而，如果这时 Im 7 V //， 那 


(24) 
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么链 (24) 就由不同的子空间所构成，而这与引理3 矛盾. 因此 Im T = H . 类似地，如 
果 KerT * = {01 ，那么 Im r * = H . 

引理5如果 = 那么 Kerr =10 l . 

证明因为 Im r = //， 所以根据引理 2 ，Ker 7" = |0[.于是根据引理4,就有 
Im r =//. 从而根据引理 2 ，Ker T = )0(. 

引理4和引理5 —起构成了弗雷德霍姆第二定理(择一定理）的 内容. 这样第二 
定理便得到证明. 

最后我们来证明弗雷德霍姆第三 定理. 

假定子空间 Ker 7 1 是无穷维的.那么在这个子空间里可以找到一个无穷标准正 

交系1 • 这时如 ifc =〜，从而对于有 || 私 - Ax l || =及但这时从序列 | A«jt 1里 
不可能选出收敛的子序列，这就与算子4的紧性矛盾. 

现在设 M 是 Ker r 的维数，而 p 是 Ker 厂的维数.假定从 < 〃.设1是 
KerT 里的标准正交基，而^，…，也1则是 Ker 厂里的标准正交基.令 

/ =i 

因为算子 s 是由算子 r 再加上有限维算子而得到的，所以关于算子 r 上面所证 
明的一切结果，对于算子 s 仍然是正确的. 

我们来证明方程 Sx =0 仅有平 凡解. 事实上，假定 

7^ + X (x,(pj)iffj 

7 = 1 

因为根据引理2向量豹与所有形如 A 的向量都正交，所以由 （25) 推出 

Tx =0 


Sx = Tx + 


(25) 


0 


和 


因此，一方面，向量％应是向量％的线性组合，而另 一 方面，又与它们 正交. 从而 
% = 0.这样，方程& = 0仅有平凡解.于是根据第二定理有这样的向量 y 存在使得 

；=i 

因为 e Im r ， 而 Im r 丄 Ker 广，将这个等式与 仏 + 1 作内积，我们就得到右端为 1 

而左端为 0. 这与假定发生矛盾.因此现在将算子 r 换为 r ，我们就得 
到从而 = r 

定理 in 完全得证. 

注1在弗雷德霍姆定理中，本质上讲的是算子4 - / 的可逆性，而这些定理表 
明 ， A =1或者是算子4的正则点，或者是具有有限重数的特征值.不言而喻，这些定 


(1 ^ fi) 
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理中的所有结论对于算子 A -\ I 也仍然是正确的，只要 A #0. 因此紧算子的每一异 
于0的谱点，是它的具有有限重数的特 征值. 此外，我们知道，这样的特征值集的元 
素不多于可 数个. 根据第四章§ 6第2段中定理2的推论，0总是属于无穷维空间中 
的紧算子之谱，但是一般并不一定是特征值 . 0是唯一的谱点的紧算子，称为（抽象 

的） 沃尔泰拉算子. 

注2我们对于形如 p = A<p +/的方程（其中4是希尔伯特空间中的一个紧算 
子），证明了弗雷德霍姆 定理. 这些定理无需作重大修改，就能够移植到任意的巴 
拿赫空间£的 情形. 不言而喻，这时，共轭方程分=4*少 + g 应为空间 £* 中的方 
程，正交性条件(/，^) =0应理 解为: 在方程 r > 0 =0解的子空间 Ker r C £* 中 

每一泛函在元素/ E £上变为零 等等. 关于巴拿赫空间中方程的弗雷德霍姆定理 

的论述，例如可在几 A •刘斯切尔尼克和 B . 索波列夫合著的《泛函分析概要》 
一书中找到. 


沃尔泰拉方程 积分方程 


< p ( s ) = 抽 +/( s ) 

(其中 [( M ) 为一有界可测 函数： \ K ( s , t ) I < M )， 称为（第二类） 沃尔泰拉方程 .由 

于这个方程可以视为弗雷德霍姆方程的特殊情形(含有在 f 时其核为 0) ，因而弗 
雷德霍姆定理对于方程 ( 26 ) 也是正确的.但是，对于沃尔泰拉方程这些定理可以确 
切表述如下 : 对于任何函数/ G ，沃尔泰拉方程 (26) 有一解且仅有一解. 

事实上，逐字重复第二章§ 4第4段的推理，我们看出，算子 

Acp = j K ( s 9 t ) cp ( t)dt 

■ 

的某次幂是一个压缩算子，从而齐次方程有唯一（平凡）解，根据弗雷德霍姆定理由 
此推出我们的结论. 

习题 设在闭区间上给定了一个含连续核的第二类弗雷德霍姆积分 方程. 求证在连续函数 

空间中弗雷德霍姆定理对于这样的方程是正 确的. 这时含转置核的积分方程起着“共轭方程”的 
作用，而正交性应理解为4意义下的正交性. 

6. 第一类积分方程 形如 


(26) 


(27) 


的方程 ，即 仅在紧算子符号下含有未知函数 p 的那种方程，称 为第一类弗雷德霍姆 

抽象方程. 

一般说来，求解这样的方程是比求解第二类方程更为复杂的问题，而方程 ( 27 ) 
不会对任意右端 有解. 

作为最简单的例子，让我们首先来考虑方程 

f ( s ) = f < p ( t ) dt . 
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參 


即含核 


1，当 t s 时， 


K ( s , t ) = 


0，当 t s 时 

的方程，它有一个显然解=尸(0，只要/绝对连续且其导数属于1 2 ，否则它是 
不可解的. 


我们来证明，在一般情况下，方程 (27) 不会对任意/ E //是可 解的. 事实上，方 
程=/对任何/ E //有解，表示这个算子又将 i / 映射到全 i /上. 我们来证明这是 
不可能的•全丑可以表示成可数个球 S „ (例如，球心在原点半径为1，2,…， n ， …的 

球) 之和. 它们中的第一个被紧算子4变为准 紧集. 这样一来，闭包 ImA 是可数个紧 
统之和，但在//里任何紧统处处都不稠密；同时//像任何完备度量空间一样，不可 
能表示成可数个处处都不稠密的集之和.这样一来，换言之，无论4是丑里 
的什么紧算子，方程如=/不可能对所有的 / E 丑可解. 

n 

另一个重要方面，是紧算子的逆算子无界.因此，如果/；和/ 2 是丑中两个彼此 
很接近的元素且两个方程 


^^1 = fl 9^< P 2 = fl 

都是可解的，那么相应的解灼=^7;和％ = A ~ l f 2 彼此可能相差得很悬殊，换言 

之，方程自由项中任意小的误差，可以导致解有很大的误差.原始数据的微小变动引 
起解的微小变动的那些问题称为适定的（这个“微小性”在各种不同的问题里可以 

按各种不同的意义来理 解). 求解第一类积分方程 ( 与第二类方程不一样）是一个不 

> 

适定的 问题. 在最近一个时期，各种不同类型的不适定的问题及其正则化解法 （ 即将 

它们化为这种或那种意义下适定的问题），获得了广泛的 发展. 但是这些问题的论述 
超出了本书的范围. 


3. 含参数的积分方程•弗雷德霍姆法 


1. 丑里紧算子的谱 我们来研究方程 

<P = A 如 +/， 


或者按另一种形式写成 


(I-XA)<p =/, 

其中4是希尔伯特空间丑里的紧算子，而 A 则是数值参数. 

根据弗雷德霍姆择一定理可能有两种且仅有两种互斥的情况 

(1) 方程 （1) 对于给定的 A 和每一 /E //有一且仅有一解. 

(2) 齐次方程 p 有非零解. 

在第一种情况下算子/ - 将// 一一 映射到全//上.由此推出存在有界的逆算 


⑴ 
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这等价于，算子 0-+/) 

种情况下 1/ A 不属于算子4之谱. 

现在设第二种可能性成立，即存在这样的异于零的元素仏 E 丑，使得 


~ X.A ) 


在全丑上有定义并且 有界; 换言之，在这 




= A^ a M A(p 


<Px 


<Pxl 


A 


于是 1/ A 是算子 4 的特征值. 

• * • 

. • . 

我们得到 f 列结 果:每 一异于零的数 M = 1/ A 是紧算子4的特征值或者是正则 

的.换言之，紧算子的连续谱或者根本不存在或者仅由一点=0所构成. 

将刚才所说的结果与第四章§ 6的定理4结合起来，我们就得到关于丑中紧算 

子的谱的如下描述里的任何一个紧算子4之谱，系由有限个或可数个异于零的 

+ b 

特征值 A ， fi 2 ，…， fi n ，… ( 它们中每一个具有有限的重数）和零 ® 所构成.点零是序列 
\ fi n \ 的唯一可能的极限点.点 At =0本身可能是有限或无限重特征值，而未必是特征 
值集 的点. 正如在§ 2第5段里已证明，对于方程 

<P = ABp +/， 

其中 B 是沃尔泰拉型积分算子，弗雷德霍姆择一定理的第一种情况（对任何/ e & 
的可解性）总是成立.换言之，沃尔泰拉型的积分算子之谱仅由一点 At =0所构成.联 
想到§ 2第4段末尾，我们曾把谱为点0的紧算子称为沃尔泰拉抽赢算子. fa 此可以 
说沃尔泰拉积分算手是沃尔泰拉抽象算子，从而说明这套术语是恰当的. 

以 A 的幂级数形式求解. 弗蕾磕霍姆 行列式 方程 

(/ - \A)<p =/ 




的解可以形式地写成 


<P = (/-A4)- 1 / 


( 2 ) 


，这个公式的确决定解，因为在这种情况下算子 

( / - )_ 1 存在，在全//上有定义并且有界 ( 参看第四章§ 5第7段).这时算子 ( / - 

AA ) 可以表示成幂级数 之和： 


只要 || | < 1，即 | A 


< 


A 


(I = I + XA +\ 2 A 2 

条件 I A I < 1/ M || 保证该级数 ( 按范数)收敛.从而方程 （ 1 ) 之解 (2) 可以写成 

cp 二 f 七 \Af + \ 2 A^f 十 ••• + \ n A n f + 


(3) 




• • 


如果将方程 ( 1 ) 的解写成幂级数 


① At = 0必定属于4之谱，因为4 _ 1 在无穷维丑里决不会是有界的 （ 参看第四章§6第2段中定理2的推 


论) 
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+ AVn + … 

(其中％已不依赖于 A )，也可以得到这个 结果. 将这个级数代入方程 cp =\ A<p +/w 
右端和左端中的并令等式两端中 A 的同次幂的系数相等，我们就得到 

二 f ， <P\ 二 A f ，…，= A <Pn-l =^ 7 ,…， 


<Po + 


妒 A 


<Po 


即级数 (3). 

我们来证明，如果4是希尔伯特-施密特积分算子，即由平方可积核 K ( s 9 t)Bf 
定义的算子，那么算子 (/- A 4) _1 对于充分小的 A 值，可以写成两个算子 之和: / + 
ATX A ) ，其中/是单位算子，而 A/X A ) 是某一含有依赖于参数 A 的平方可积核的希 
尔伯特-施密特积分 算子. 我们首先来阐明用怎样的形式来表示算子等等的 
核-为此，让我们来考虑更一般的 问题: 设给定两个积分算子 


Acp = K ( s 9 t ) cp ( t ) dt 9 B(p = Q ( s , t )( p ( t ) dt ^ 


其中 


u 


I K(s 9 t ) 2 dsdt = k 


Q(s 9 t ) 2 dsdt = q 


< 


我们来求算子之核.我们有 


从屮 = f {^(5, u ) J Q ( u 9 t )< p ( t ) dt^d 


= J {[ K(s , u ) Q(u , t ) du ^>( t ) dt 

a 』 a 

稂据富比尼定理，这里的积分次序可以交换，因为被积函数 

； ♦ 

K ( s 9 u ) Q ( u 9 t ) q >( t ) 


作为两个平方可和函数 


K ( s ， u )( p ( t ) 和 


之积， Xt 全体变量 u 和《是可和的. 


令 


R ( s , t ) 


K(s , u ) Q ( u , t ) du . 


(4) 


根据柯西-布尼亚可夫斯基不等式，有 

l«(M) 


K ( t 9 u ) 1 2 du I I Q ( u 9 t ) 1 2 At 


由此 


R ( s , t ) I 2 dsdt ^ k 2 q 
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这样，两个希尔伯特-施密特型积分算子之积，也是一个含由公式 ( 4 ) 所定义的核的 
同类型算子.特别是，令4 = 5，可见^4 2 是一^个含核 


K 2 ( s , t ) = K(s , u ) K(u 9 t ) du 


的积分算子. 核& ( m ) 满足条件 


[f f lK ( s 9 t ) [ 2 d 5 di ] 

J n J rw 


K 2 ( s 9 t ) I 2 dsdt ^ 


=A : 4 


由此 M 2 1 以 2 ,其中 


k 2 = 


K ( s , t ) 1 2 dsdt 


类似地，算子 f 中的每一个都由核 


K ( M ) = K n _ As , u ) K { u , t)Au (n =2,3,…) 


所确定.核心 0， t ) 满足条件 


K n ( s , t ) 1 2 dsdt ^ k 


(5) 


核心 称为 叠核. 

当 I A I < l / k 时，根据估计式 (5) ，级数 

K(^s 9 t^) +A Kry ( 5, i) + * * 


+ aKm) + … 

在空间 L 2 ([ a ，6] x [ a , 6]) 中收敛于某一函数尸 ( M ; A )， 其平方对每个 |A I < l/k 

• m 

关于 s 和〖是可 和的. 以函数 r ( s , t ；\) 为核的积分算子尸 ( a ) ，是紧算子的收敛级数 

攀 

A + + 


( 6 ) 


之和，从而尸(人）为一紧算子. 

将这个和乘以 A 再加上单位算子/，我们就得到算子 （/- A 4) '这样，的确当 

|A | <1/^时算子(/44)_ 1 是单位算子/与含核 


\r(s,t；\) = Yx n K n (s,t) 


的紧算子 A / XA ) 之和 • 

条件 I A | < l / k 是级数 (6) 收敛的充分条件，但决非必要条件.在某些情况下这 
个级数甚至可能对所有的 A 值都是收敛的.例如，如果4是含满足条件 

1^(5, 0 | ^ M 


的核的沃尔泰拉型算子，那么通过直接计算可以证明，对于叠核 K n ( s , t ) 有下列估 


计式 
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M'(b - a ) 

0 - 1 ) 


[,( M ) 丨彡 


由此推出级数 (6) 对任何 A 都是收敛的. 

但是，一般说来，幂级数 (6) 具有某一有限的收敛半径.同时对所有的 A (仅有限 
个或可数个这样的值除外，即 1/ A 是算子4的特征值除外），方程 p + /都有 

解. 弗雷德霍姆证明了，对于由有界连续核 K ( s ， t ) 所确定的积分算子4， 方程 <p = 
A 如+/之解可以用下述方法求出.引入记号 


^( 5 i ， J i ) … 


5i ## *5 


K 




并用下列函数 


ii 《2 


A 


D ( A ) =1 - A f K 1 ^ 


屯1屯 


K 


2 


2 


a 




处 i …此 + 


K 


⑺ 


• • • 


…匕 


D ( s 9 t ； X ) =K 




釜 1 《2 


2 


A 


K 




2 


2 


《2 


\ n f 6 f b U S \ 

M ° a 


+ (-1 广 


屯 1" •屯 


我们分别称所定义的函数 />( A ) 和 山 A ) 为 弗雷德霍姆行列式和弗雷德霍姆子 
式. 那么，对于积分方程 


< p ( s ) = A [ K ( s , t ) cp ( t)dt + f ( s ), 


预解核由公式 


r ( s , t ； X ) = A 

给出，并且对于所有 A 值，只要 1/ A 不是对应于核 K ( s ， t ) 的积分算子4的特征值， 
解可以写成 


D ( A ) 


的， hA ) 

D (\) 


f 


( p ( s ) = f ( s ) + A 


/ ⑴出 


(9) 
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这时 Z )( A ) 和 Z )( s ， t ; A ) 是参数 A 的整解析函数，并且当且仅当 1/ A 是积分算子4的 

特征值时 D ( X ) =0. 如卡尔列曼 （ Carleman ) 在 1921 年所指出的，弗雷德霍姆在“核 
尺 G ，0 连续”这一假设下所得到的公式 (7) ，（8)和 (9) ，对任意平方可积核仍然是正 
确的.我们不准备在这里介绍公式 (9) 和公式 (7) ，（8)®的推导 • 


①参看 T. Carleman ， Zur Theorie der Integralgleichungen( 积分方程论）， Math. Zeitschr. ( 德国数学杂志 ）9 
(1921) ,196 一 217 ,也请参看 F. Smithies y The Fredholm theory of integral equations ( 弗雷德霍姆积分方程论）， 

Duke Math. Journal ( 美国杜克大学数学杂志） ,8(1941) ,107 一 130. 

公式 ( 7 ) , ( 8 ) 和 ( 9 ) 的推导请参看书 [ 35 ] 和 [ 46 ] • 


第十章线性空间微分学概要 


我们在前面各章里所研究的泛函分析的那些问题中，线性泛函和线性算子的概 
念起着主要的作用•但是在泛函分析里所产生的某些问题带有本质的非线性特征. 
因此有必要在发展“线性”泛函分析的同时，也发展“非线性”泛函分析，即研究无穷 
维空间里的非线性泛函和非线性 算子. 像变分法这样的古典数学领域，实质上属于 

非线性泛函 分析. 还在17世纪至18世纪，在伯努利 （ Bernoulli ) 、欧拉、拉格朗日 （ La ¬ 
grange ) 的著作中就已奠定了变分法的基础•可是从整体讲，非线性泛函分析是相当 

新的，到目前为止尚属远未完善的数学领域.在本章中，我们阐述非线性泛函分析的 
某些原始概念，主要涉及微分理论的概念，以及这些概念的某些应用. 


1. 线性空间中的微分法 


1. 强微分（弗雷歇 ( Frechet ) 微分）设 Z 和 r 是两个赋范空间，而 f 是定义在 

空间 X 中某一开子集0上的由尤作用到 y 内的映 射. 我们称这个映射在给定点 
% e 0处是可微的，如果存在这样的有界线性算子4 e 又 ( Z ， y )， 使得对于任何 
0总可以找到5 >0,使由不等式 || A || <5就可推出不等式 

II F ( x ^ h ) - F ( x )^ L x h II 


h 


( 1 ) 


这也可以缩写为 


F(x + h ) - F ( x ) - L x h = o ( h ) 

由 （1) 可以推出，在点％可微的映射在该点是连 续的. 表达式 L x h ( 对每 
h E 1它显然是空间 F 的元素），称为映射 f 在点％处的强微分（或弗雷歇微分) 


( 2 ) 


▲ 
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线性算子 A 本身称为映射 F 在％点处的导数，确切地说，称为映射 f 在％点处的强 
导数.我们将用符号 f '(%)表示这个导数. 

如果映射 f 在点％处可微，那么相应的导数是唯一确定的.事实上，对于算子 
U EJ ^( Z ， y)，i = l ，2, 等式 II L x h - L 2 h II =0(/1) 仅当 A = l 2 时才可能成立 

现在让我们从导数的定义直接建立某些基本事实. 

( 1 ) 如果 F { x ) = y 0 

(2) 连续线性映射 L 的导数就是这个映射本身 

争 

1/ ( x ) — L . 


t ， 那么 f '( x ) =0( 即 f '( X )在这种情形是零算子) 




CO 


(3) 


事实上，根据定义，有 


L(x + h ) — L ( x ) = L ( h ) 


下列重要结果稍微不够明显. 

(3) (复合函数的导数)•设 X ， F ， Z 是三个赋范空间， f /(%) 是点％ 的一个 

邻域，是这个邻域到 y 内的 映射; 是点 y。e r 的一个邻域，而 C 
则是这个邻域到 z 内的映射.于是，如果映射 f 在点％可微，而 G 在点 y 。 可微，那 
么映射好= GF (它在点％。的某一邻域内定义)在点％。可微并且 

H f ( x 0 ) = G f ( y 0 ) F f ( x 0 ). 


(4) 


事实上，根据所作的这些假设，有 


^(^0 + = 厂（％0) + F '(^0)( + 0 1 (《) 


和 


Giro + W) = G(j 0 ) + G f (y 0 )rj + o 2 (rj). 

但 F '(%)和 G '( y 。） 是有界线性 算子. 因此，有 

听 0 +0 =O(y 0 + F f (x 0 )i + 0 ,( 0 ) 

♦ _ 

= G(y 0 ) + G f (y 0 )(F f (x 0 )^ + o^^)) + o 2 (F f (x 0 )^ + o x {^)) 

= G(y 0 ) + GXr 0 )^ ， (^o)^+ o 3 (^). 

(请用 s 和 S 的精确计算检验之). 

如果 f ， G 和//是数值函数，那么公式 (4) 就变为熟知的复合函数微分法则. 

(4) 设 f 和 G 是由到 F 内的两个连续映射.如果 F 和 C 在点％可微，那么映 
射 f + G 和 a 是数)也在该点可微，并且 

(F^G) f (x 0 ) = F'U 。） ^G f (x 0 ) 


(5) 


和 


( 6 ) 


( aF ) f ( x 0 ) = aF r ( x 0 ). 

事实上，由算子之和的定义以及算子与数相乘的定义，立即得到 
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(尸 + G) (x Q + h) = F(x 0 + h) + G (^ 0 + h) 

: F(x 0 ) + G(x 0 ) + F f (x b )h + G f (x 0 )h + o^h) 


和 


F ( x 0 + h ) = aF ( x 0 ) + aF r ( x 0 )h 


⑻， 


+ o 


由此推出等式 (5) 和 (6). 、 

2. 弱微分(伽托 (GSteaux ) 微分）又设 F 是一个由X到 F 内的映射.所谓映 
MF 在点％(增量为 A) 的弱微分或伽托微分，系指极限 


F(x + th ) - F ( x ) 


d 


DF ( x 9 h ) = — F(x + th ) 


=lim 


dt 


其中收敛应理解为空间 y 中的依范数收敛. 

有时，遵循拉格朗日的说法，把表达式 DF ( x , h ) 叫做映射 F 在点％的初级变分 
(或第一变分). 

弱微分 DF ( x ， h ) 关于 h 不一定是线 性的. 如果这样的线性成立，即如果 

士 ._ 

, • 

DF ( x , h ) = F ^ ( x ) h , 

其中 f / ( 均是一个有界线性算子，那么这个算子称为 弱导数 ( 或 伽托导数). 

注意，对于弱导数，复合函数的微分法则 ，一 般不成立.(请举例说明之!） 

3. 有限增量公式 设0是X中的一个开集，又设闭区间[%，幻整个包含在0 
内. 最后设 f 是一个定义在0上的由到 F 内的映射，且在闭区间[%，幻的每一点 

有弱导数•令且取一任意泛函$ G •考虑一个定义在上的 

数值函数 


/(0 = < p ( F ( x 0 + tAx )) 


这个函数对 f 可微. 事实上，在表达式 


( F ( x 0 + tAx + At Ax ) - F ( x 0 + tAx ) \ 

V At / 

中可以在连续线性泛函 P 的符号下取 极限. 结果就得到 

/'(0 = <p(F [(xq + tAx)^x). 

对闭区间 [0,1] 上的函数/应用有限增量公式，就得到 

_ • 

I 

/(I) =/(0) +/'(0)，其中0 ^0^1. 


At 


<P(F(x) - F(x 0 )) = (p(Fc( x o + 0^x)Ax) 


(7) 


这个等式对于任何泛函 pE 广都是成立的(参量 0 自然与 * 有 关). 由等式 (7) 得到 

I < p ( F ( x ) - F ( x 0 )) 


F c(^o + OLx) 


Ax 




<p 


sup 
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现在选取非零泛函 A 使得 


F ( x ) - F ( x 0 ) 


< p ( F ( x ) - F ( x 0 )) = \\(p 

(根据哈恩-巴拿赫定理的推论 4( 参看第四章§ 1第3段），这样的泛函是存在 
的).这时由 （8) 得到 


△% || ( 厶％ = X - X Q ) 


F(x) 一 以） 11 


(9) 


这个不等式可以视为数值函数的有限增量公式的类似公式 

将公式 (9) 应用于映射 


F ( x ) - F [{ x 0 )^x 


X —► 


就得到下列不等式 


F ( x ) - F ( x 0 ) - F ； ( x 0 )Ax 


( 10 ) 


Q sup i II F ^( x 0 + 0^ x ) - F ^( x 0 ) 

弱可微性与强可微性之间的关系 甚至在有限维空间的情形强可微性与弱 

可微性也是两个不同的概念.事实上，由分析学熟知，对于数值函数 

f ( x ) =/(〜，•••，〜）， 


Ax 




參 


鲁 




当 n ^2 时由导数 


d 


对任何固定 = ( \，…， / tj 的存在性，还不能推出这个函数的可微性，即不能推出将 
其增量 /(X +M _/(%)表示成（关于^的）线性部分及关于&的髙于一阶的无穷小 
量之和的形式. 

这里可以选取二元函数 


，如果(〜，% 2 ) / (0,0) 


x \ + x \ 


( 11 ) 




如果(〜，巧）= (0,0), 

作为最简单的例子.这个函数在包括点(0,0)在内的全平面上处处连续.在点（0,0) 
它的弱微分存在并且等于0，因为 


0, 


t 4 h \ h 2 


0 


lim 


lim 


{ t A h \ + t 2 h\)t 


同时这个微分不是函数 （11) 在点 (0,0) 的增量的线性主部.事实上，如果令 A 2 = h 2 l9 


那么 
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hi 


f ( h x ，/ 1 2 ) _/(0,0) 


lim 


= lim 


# 0 


h 


2 


但是如果映射 F 有强导数，那么它也有弱导数，并且强导数与弱导数完全相同. 
事实上，对于纟虽可微映射，有 

F(x + th ) - F ( x ) = F r ( x ) ( th ) + o ( th ) 


tF f ( x)h + o ( th ) 


和 


F(x + th ) - F ( x ) 


o ( th ) 


=F f { x)h + 


F f { x ) h . 


― > 


我们来阐明，由映射 f 的弱可微性就可推出它的强可微性的那些条件. 

定理 1如果映射 f 的弱导数 /V (幻 在点化 的某一邻域 t / 内存在，且在该邻 

域内是％的一个 ( 算子）函数，这个函数在％。连续，那么在 该点％ 强导数 f ' u ) 存 
在并且与弱导数完全 相同. 

证明 根据 S >0 总可以找到 5 >0, 使得在 II A II < S 时下面的不等式 成立： 

\\ F ：( x 0+ h ) - F ：( x 0 ) 


^ s 


将公式 （10) 应用于映射 f ，就得到 


II P{ x o ^ h) - F(x 0 ) - FI (x 0 )h 
(sup || Fc(x 0 + Oh) - F；(^ 0 ) 

U ^ 0 ^ 1 


h\\ OIIHI. 

从而不等式 （1) 成立，即证明了强导数 F f ( x 0 ) 的存在，因此也与它的弱导数完 




全相同 


今后，如不作相反声明，我们将研究强可微映射，这些映射自然也是弱可微 


映射 


可微分泛函 我们引入了由一个赋范空间 X 到另一个赋范空间 F 内的可微 
映射/这样映射的导数 F '( a ) 对于每一 ％是一个由 X 到 F 内的线性算子，即空间 
^( x 9 y ) 的 元素. 特别是，如果 y 是数轴，那么 f 是在尤上取实数值的函数，即 F 是 
泛函. 这时泛函 f 在点％ 的导数是(依赖于％的）线性泛函，即空间的元素. 

例 在实希尔伯特空间//里讨论泛函 FU ) 

h \\ 2 - || ^ || 2 = Ux 9 h) + || A || 2 , 

k 

• • , 

M 2( x , h ) 乃是这个表达式 (关于 h ) 的线性主部，从而 

•• , 

F r ( x ) = F f c { x ) =2 x . 




那么 


x + 


习题在希尔伯特空间里求泛函 || ^||的导数.（答 案:当 时为％/|卜 || ;当％=0时不 


存在. ) 


抽象函数 现在假定变元空间 X 为数轴.使数％与某一巴拿赫空间 K 的元 
素对应的映射 f (幻称 为抽象函数. 抽象函数的导数 f '(4( 如果它存在）是空间 Y 


奉 
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的元素(对每一 ％)——曲线 f (%)的切向量.对于抽象函数(作为数值变元的函数）， 
弱可微性与强可微性完全相同. 

7. 积分 设 f 是一个以《为实变元而在巴拿赫空间 F 里取值的抽象函数.如果 
F 是给定在闭区间 [ a ,6] 上，那么可以定义函数 F 在闭区间 [ a ,6] 上的积分.这个积 
分应理解为对应于分割 


= b，^ k G [ Dit+i _ 


=t Q < < 


< t 


的积分和数 


^ o F(L)(h+l ~ h) 

(h + l - Q )—0 时的极限.积分(显然是 F 里的元素）用符号 


( 12 ) 


当 


SS3 


[ F ( t)dt 

J rw 


(13) 


表示. 在相当大的程度上类似于对数值函数所进行的推理表明，闭区间上的连续函 
数的积分存在，同时它具有通常的黎曼积分的性质.在这些性质中值得指出下列 一 
些性质. 


(1) 如果 f / 是一个由空间 F 到某一空间 Z 内的固定的线性连续映射，那么 


UF ( t)dt = U F ( t)dt 


(2) 如果 F ⑴具有形式/⑴ y 。， 其中/⑴是一个数值函数，而 y 。 是 F 里的一个 
固定元素，那么 ^ 


[F ⑴ dt = Jo [ /(0 

J n J n 


dt 


F ( t)dt ^ II F (0 || dL 

J a 

仍设 X 和 F 是赋范空间，而 BC ( X ， F ) 是由 X 到 r 内的所有连续有界®映射所 
构成的线性空间.在空间 BC ( X ， F ) 中可以引入拓扑，取集 

u n , e = | F ： sup \\ F ( x ) || <^} 

M a 


(3) 


作为零映射的邻域.在由 X 到 y 内的所有线性连续映射的子空间 S { XJ ) CBC ( Z , 
10上，这个拓扑与又 ( X ， F ) 里由算子范数所给定的常义拓扑完全相同.设/ = [ %。，％ 
+ △%]是 X 里某一直线段.假定给定了一个由这条线段到空间 BC ( X , Y ) 内的连续 
映射，即假设某一连续依赖于向量参量％已/的映射 f (幻 E BC ( X , F ) 与每一点 
^ /相 对应. 于是可以定义沿线段 J 的积分，令 


①映射 称为有界映射 ，如果对于每一有界集 p c z ， 集 f ((?) 在 f 里是有界的.非线性连续映射 

不一定有界. 


线性空间中的微分法 


387 


F(x)dx 


F(x 0 + t^x ) (^x)dt 

(这里对于每一 f e [0， l ] 是空间 y 的元素，而后者是元素心 e X 
在映射 F(x 0 +仏)下的 象). 显然，公式 (14) 右端的积分存在，并且是空间 y 的元素. 

我们将这种构造用于由映射的导数来还原映射. 

考虑由 Z 到内的映射 F ， 它在线段[%，％ +心]上有连续地依赖于％的强导数 
( x )- 于是积分 f 


(14) 


tq + 


F r 


F '(%) ck 存在. 我们来证明等式(广义牛顿-莱布尼兹公式) 


O+Aac 


F f (x)dx = F(x 0 + A^) - F(x 0 ) 


(15) 


事实上，根据定义 


「 F r (x)dx = lim y]F r (x 0 + t k ^x) (Ax) (t 

J ^Q ^ k =0 

^ “o 


) 


其中 


+ h^ x ^k = U 


^^△% ，而 5= max(^ +1 - t k ) 


X k 


但是与此同时对于线段的任何分割，有 


F(x 0 + Ax) - F(x 0 ) = Y [F(x 0 + t k+l Ax) - F(x 0 + t k Ax )] 


l[F(x k+l ) -F(x k )] 


根据公式 （10) 就得到 


Z[U -F(x k ) -F f (x k )Ax k ] 


X (^+i ~ l k) 


彡 A 无 


P f ( x k + ^ x k ) - F ’ （ x k ) 

因为导数 F ' (幻是连续的，从而在线段 [乂，乂 + A % ] 上一致连续，当线段[乂，乂 + 

△%]的分割无限变细时，不等式 (16) 的右端趋近于零，由此推出等式 （15). 

8. 高阶导数设 f 是一个由 X 到 F 内的可微映射•它的 导数/ -( 幻对于每一% 
e 尤是 j ^ U ， r ) 里的元素，即 f '是一个由空间尤到线性算子空间沒 U , F ) 内的映 

射，如果这个映射是可微的，那么它的导数称为映射 f 的二阶导数并且用符号来 
表示. 这样一来，厂'(％)是由 x 到又 ( x ， f ) 内的线性算子所构成的空间 这( X ，双 X ， 

Y )) 中的 元素. 我们来证明，这个空间的元素容许用所谓双线性映射来更方便而直 

观地解释. 


(16) 


sup 
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我们说给定了一个由空间 X 到空间 y 内的 双线性映射， 如果 x 里的每一对有序 

的元素 I /与元素 y = B ( x 9 x f )E Y 建立了对应关系，并且能满足下列 条件： 

1) 对 于尤里 的任何力和任何实数^8,下列等式 成立： 


BQotXi + 尽 X 】 } j) = olB ，欠 i) + ^ 1 ) ， 

B{x x y ax\ + px f 2 ) = aB{x x 9 x \) + pB(x x 9 x r 2 ); 


2) 对于所有的 Z , 存在这样的正数 M ， 使得 

|| BO〆 ） || ^ M\\x 


(17) 


x f 




第一个条件表明，映射 S 对它的两个变元的每一个都是线 性的; 不难证明，第二 
个条件等价于 s xt 全体变元的连续性 • 

满足条件 (17) 的最小数 M ， 称为双线性映射 S 的范数，并且用符号 II s ||表示. 

双线性映射的线性运算，按通常的方式定义并且具有通常的 性质. 这样一来，空 
间尤到空间 F 内的双线性映射本身就构成了一个线性赋范空间，我们用 B ( X \ Y ) 表 
示它.当 r 是一个完备空间时， s ( x 2 ， y ) 也是完备空间 • 

又( X ，又 ( x ， y )) 空间里的每一元素可以与 b ( z 2 ， f ) 里的元素建立对应关 


系，为此只需令 


(18) 


B ( x , x r ) = ( Ax ) x f 

显然，这个对应关系是线性的.我们来证明，它也是等距对应，并且将空间 ^( X 9 

念 U ， F )) 映射到全空间 B ( X 2 ， r ) 上.事实上，如果=(如)/，那么 


Ax 


彡 A 


J 


由此 


(19) 


\\B\\ ^ || A 

另一方面，如果给定了双线性映射 s ， 那么对于固定的％ e X ，映射/ —( 如）/= 
s ( % 〆 ） 是空间 x 到空间 y 内的线性映射 • 

.这样一来 ，每一 ％ e z 与空间又 ( x ， r ) 的元素如相对应，显然如线性依赖于 
%，即双线性映射 s 确定了空间分 ( z ， 又 u ， r )) 的某一元素克这时，显然映射 s 由 
公式 （18) 还原为4，且 


II ( Ax ) x f 


B ( x 9 x f ) II ^ IIBII 


Ax 


sup 

t ll A ^ 


sup 


由此 


( 20 ) 


Mil ^ 

对比 （19) 和 （20)， 就得到 M || = ||5 1|.这样，由等式（18)所确定的5(沪，7)与 
叉 ( Z ， 文 ( x ， y )) 之间的对应关系，是线性的并且是等距的，从而是——对应的.这时 
空间與 z ，與 x ， y )) 的象就是整个 b (^ 9 y ). 

我们已阐明了二阶导数 F " (幻是空间念 U ，念 U ， y )) 的元素.按刚才所说过 


B 
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的，我们可以认为 F ff ( x ) 是空间 B ( X \ Y ) 的元素. 

让_们来考察一个初等例子.设 X 和 F 分别是维数为 m 和 n 的有限维欧几里 
得空间 • 那么 I 到 K 内的每一线性映射，可以用某 一 ^(nX 771) 矩阵给出.这样 一 ^来，由 
z 到 r 内的映射尸的导数 f ' (幻是（依赖于％ e z 的）矩阵.如果在尤和 y 里选定 
基，比如说 


，…， e 尤和 / l ，…， / n e 


那么 


r = ri/i + y / 2 + … + yJn 


x = x x e x + x 2 e 2 + 


+ 




m ， 


于是映射 y = f (4 可以写成下列形式 






F n(x l 9 -^X m ) 


y 


L t * 

而 




办 i 办 i 办 1 

■■_ ■ II • • • I I 

dx x dx 2 dx 


F \ x ) 


dy n dy n dy 

■ ■■ • • • ■■ ■ 

dx x dx 2 dx 


Jk 


在这种情况下，二阶导数 F " (幻就由 

•的全体可以认为是，由公式 


个量 a M 


来确定.这样的量 


n x m xm 


dx i dx j 


i = l 


所确定的空间 Z 到空间 ^( X , Y ) 内的线性映射，或由公式 

倉 


= Z a ^ x i % ] 

i.i = 1 


7k 


所确定的空间 Z 到空间 F 内的双线性映射. 

显然，可以引入由 X 到 K 内映射 f 的三阶、四阶和一般阶导数的 概念: n 阶导 
数定义为(〃-1 ) 阶导数的导数 • 这时，〃阶导数显然是 乳 X ，双 X ， …，又 U ， F ))) 
空间的元素 • 重复对二阶导数所进行的推理，可以将这个空间的每一元素以极自然 
地与 X 到 F 的 n 线性映射的空间 N { X \ Y ) 的元素建立对应关系.这时 n 线性映射应 
理解为 X 里的有序数组（/，，，…，％ 00 ) 与空间 F 的元素之间这样的对应关系 

y = N ( x f 〆 ，… 9 x ( n ) ). 当其佘的元素固定时，厂 N ( x ’， x ”， …， x ( n ) ) 关于每一个 V 都 
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是线性的，并且对某一 M >0 满足条件 

|| w ，...，#)) || t 


mkii • iKim. 

这样一来，映射 f 的 n 阶导数可以认为是空间 AM ： ， r ) 的元素. 

9. 高阶微分我们定义了映射 f 的（强）微分， B 卩线性算子/ ^(4 作用于元素 
h E Z 的 结果: df = f 二阶微分定义为 c? 2 F = f 〃（％ )(/i ， /0, 即对应于映射 

f " U ) ES ( Z 2 ， y ) 的二次表 达式. 类似地， n 阶微分指 = f (? °(；0(/1，/1，〜，/1)，即 

在从空间尤 x ； fx …到空间 y 的映射 F(〃)（4 下，元素 …， /i)E 在 

空间7中的象. 


10. 泰勒 （ Taylor ) 公式 映射 f 的强可微性表示，差 + A )- f (%) 可以表示 

成线性项与 || A || 的高于一阶的无穷小项之和.与数值函数的泰勒公式类似的公式， 
是这个事实的推广. 

定理2 设 T 是由 X 到 F 内的映射，定义在某一区域 OCX 内，而 F (n) (幻在 0 
内存在且是％的一致连续 函数. 那么下列等式 成立： 


F(x + A) - F(x) =F f (x)h 


F ,, (x)(h,h) 


F ( n ) (x) (h ， h ， … ， h) + a)(x 9 h ), 


( 21 ) 


中 || Ct >( iV ，/ 1) 

证明 用归纳法来证明.当〃 =1 时等式 (21) 是平凡的.对于任意固定的假 
设对于满足定理条件的映射(在相应条件中均以 n - 1代换 n ) ，在 (21) 式中将 ri 换 

成凡-1后所得等式已经 得证. 那么，对于映射 F ，， 有 


h 


F\x +h) =F f (x) +F r, (x)h +~F ftf {x){h,h) 


F (n) (x) (h ， … ， h) + co^x^h) , (22) 


l ). 将等式 (22) 两端在闭区间 [%，％ +/ i ] 上进行积分 


其中 II ( x 9 f l ) 

并利用牛顿-莱布尼兹公式 （15) ，我们就得到 


h 


F(x + /i) - F(x) 


F f {x + th)hdt 


\F f { x ) + tF 9f {x)h +^rt 2 P” （ x)(h ， h) 


⑷ (/ t ， …， A )} 岫 + 圯， 


(23) 


(/I - 1 ) 


其中& 


(x ， th)hdt 


由 （ 230 • 得到 
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F(x +/0 _ Fix ) 


F ( n ) ( x )( h r "， h ) + R n , 


= F f ( x ) h +^- F \ x )( h 9 h ) 


并且 


i ( x 9 th ) || • |l h\\dt = o ( \\ h \\ n ) 


R 




从而证明了我们的 结论. 

公式 ( 21 ) 称为关于映射的泰勒公式 


2. 隐函数定理及其某些应用 


1. 隐函数定理古典分析里有各种各样应用的重要定理之一，就是隐函数定 

理. 我们现在来证明，对数值函数无需作重大修改，就可以将这个定理移植到任意的 
巴拿赫空间的映射上去. 

定理1设是巴拿赫空间， f/ 是点 u，y。）e Z x y 的一个邻域，而 f 是 

f/ 到 Z 内的映射，具有下列 性质： 

(1) f 在点（％。，7。）连续 

(2) F ( x 0 , y 0 ) =0； 


， 


( 3 ) 偏导数 F ;( x ， y ^ U 内存在且在点 ( x 0 , y 0 ) 连续，而算子 f / U。 ， y。） 有有 


界逆算子 


那么方程 F ( x 9 y ) =0 在点(％ ，y。） 的某一邻域内可解.这可以确切地表述如下 
存在这样的 e >0和 S >0以及这样的映射 


f ( x ) , 


( 1 ) 


y 


它在"％ 

一对(% ，y) 都满足方程 


<s 时有定义，在点〜连续，并且满足 || % -〜 || <s 和:^=/(幻的每 


^0 


= 0 


( 2 ) 


反之，满足方程 (2) 、条件 || x 


<5和 || y ~yo II 的每一^对(无， y) ，满足 （ 1 )• 

证明用 cy 表示对于给定的％使 u，y) e 的 y 的全体.我们将假定 


^0 


II % - % II是这样地小，致使 y。e ，并且考虑定义在上的映射' 


-F ’ U 0 ， y 0 ) ] ~ l F { x , y ) 


A 


(3) 


( X )7 = y 


显然，方程 


A 


⑷ y = y 


等价于方程 =0. 

为了证明方程 (3) 的解存在，我们应用压缩映射原理.为了这个目的我们来征 
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明，对于每一充分小的 s >0 总可以找到这样的3>0,使得当 \\ x - x 0 || <5时映射 
A (x) 是一个压缩映射并且将球 

的导数的范数着手 • 根据§ 1 公式 (3) ~ (5) 有 

A \ X )iy) =1 - [f (% ， yo)] -1 f (% ， y) 

= i F y{x Q ,y 0 )]~ l [F - Fy(x,y) ] 

根据导数 F / 在点 (^ 0 , j 0 ) 的连续性，可以这样选取 e 和 S 使得 

M ， ⑷ ( y ) 

根据有限增量公式，这个不等式表明，对于任何满足不等式% 

间 F 到球 || r-ro II 上的映射 4 U ) 是个压缩映射.规在来估计 || A (ie)To 

我们有 


变为它自己.我们从计算和估计映射 


r ~r 0 


q < 1 


< s 的 x ， 由空 




ro 


Mu)7o - 7 o \\ ^ II C^y (^0>yo) ] _1 

=11 [ f ;( Wo )] _1 

由于映射 f 在点 ( x 0 , y 0 ) 的连续性，可以这样选取 S ，使后一表达式任意小.设 S >0 

充分小，使当 || %-%。 || <5日寸，有 


F ( x , y 0 ) 


F ( xyy 0 ) - F ( x 0 , y 0 ) 


m 


< - q ) 


A ( X) ro 


r 0 


我们来验证，对于这样选取的 s ，映射4⑷将闭球 

如果 II 尤 


变为它自己.事实上， 


y-yo 


< S 和 || n 0 || 那么由有限增量公式就得到 


^0 


— y。 II < II A ( x)yo 


A ( x ) Yo II 

$ 占 （1 - q ) + sup M’ ( ,) （： r 。 +e{y -r 0 )) 

0 1 


A 


r 0 




r -r 0 


^ s(l - q ) + sq = s . 

II <5 时映射将闭球 

上是一个压缩 映射. 这表示，在该球内存在一个唯一的不动点 : T =/(幻，即满足下 
列等式 的点： 


这样，当 I 卜 


变为它自己，且在该球 


X 0 


r-r 0 


[f (%o ， yo) ] 一 1 厂 ( 义， y*) 


y - y 


因此根据定理的条件 3 ，有 


F ( x , y * )=0. 

映射/就是所求的映射.事实上，方程 (2) 的正确性已经验证了.等式/(%) = y 。 可由 
映射么…的不动点的唯一性 推出； 而所构造的函数/的连续性，可从上面所进行的 
推理中量 s 可以取得任意小推出. 

注不难证明，如果在定理1中假定映射 f 在邻域 f / 内连续（而不是仅在点 
(%，7。）连续），那么相应的映射/将在点 A 的某一^邻域内 连续. 
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11/( 尤） ~/(^ o ) - A(x - x 0 ) || ^ r/(l - 71 )^(! 


A\\)\\x 


x 0 


而为了证明不等式 (5) 剩下只需这样选取 T /， 使得 77(1 - r7) _1 (l 

得证. 


A \\ ) 定理 


+ 


现在我们来讨论隐函数定理的某些应用. 

微分方程解对初始数据的依赖性定理 考虑下列微分方程的柯西问题 

dx/dt = f { t ， x ) ， x ( t 0 ) 

其中/(«，％)和％是某一巴拿赫 空间五 的元素.问题 (6) 与积分方程 




( 6 ) 


^0 


x ( t ) 


) dr = 0 


(7) 


_ x o 


等价.将这个方程写为 F ( x 09 x ( t )) =0. 这样一来， f 是一个算子，它将空间 E 与在 E 

里取值的连续可微函数的空间山]的直和，映射到空间 C 【[ m ] 内.如果函数 
/( £，％)连续且有对 ( t ，幻的连续导数，那么表达式 

[ f(r,x(T))dT 

J ^0 

定义了 一 个将空间 C 〖[ 山]变为自己的可微映射.从而 ， f U ，％⑴）也是对％⑴可 

微的算子，又因为％是出现在⑴）中的一加项，所以 f 在£父6[~，以上是 
可微函数.这个函数对％的微分为 


x ( t ) 


F’ x h = h ( t ) - r x (^^( T )) h ( T ) dT . 


这个等式右端定义了一个将 c 〖[« Q ， tl ] 映射为自己的 算子. 这个算子是可逆算子.事 
实上，对任何函数 y ⑴ e cUlh ] 方程 


F， xHO = r(0 


或 


h ( t ) 


1(7,久⑺）厶⑺ dr = r (0 , 


与附有初值条件为 Wt 。）= y ( t 。） 的微分方程 


⑴ ）_) =/⑴ 


(9) 


dt 


等价 


方程 (9) 是一个含连续系数的线性方程，因此根据熟知的定理 ( 参看 [24]) 这个 
方程在整个闭区间 [ t 09 t x ] 上有唯一解并且满足上面所指出的初值条件，而这就表明 
算子 f L 的可逆性. 
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所得结果表明，可以将隐函数定理应用于方程 

F(x 0 ,x(t) )=0. 

根据这个定理，给定方程的解可以视为可变初值％的函数%)，它 

以可微的形式依赖于特别是，若取£为一有限维空间，则我们就得到关于“微分 
方程组的解连续可微地依赖于初值条件”这一通常的定理. 

基于隐函数定理，用类似的方法就可以得到微分方程 


dx 




dt 


之解可微地依赖于参数 a 的结论，只要它的右端是可微地依赖于 

切流形 • 刘斯切尔尼克 ( JIlOCTepHHK ) 定理 作为隐函数定理的另一个应用， 

我们来研究下面的问题.设 F(X) ，其中％ ，巧），是平面上的一个可微函数.方程 

F ( x ) =0确定了平面上某一曲线 C . 设％是这条曲线的一个点.曲线 C 在给定点的 

切线，或者是定义为形如％ +淡的向量的全体，其中/ I 是垂直于向量 F '(%) (即函 

数 F 在点％的梯度）的向量;或者是定义为点％。+仏的全体，这些点到曲线 C 的距 

离是《的高于一阶的无 穷小. 刘斯切尔尼克定理的内容，是切线两种定义的等价性 

对于任意的巴拿赫空间中的流形也是成 立的. 我们现在引人为确切陈述相应的定理 
所必需的某些概念和记号. 

设 Z 和 F 是巴拿赫空间，而 f 是空间尤到空间 F 内的 映射. 其次，设 M 。 是尤里 

满足方程 FU ) =0的点的全体，而％ E M 。 •假定映射 f 在点％的某一邻域 f / 内连 
续可微.我们称映射 F 在点％是正则的，如果线性算子 f '(%)将空间 JT 映射到全空 




3 




间 Y . 


用 R 表示满足条件 F (%)/ i =0 的元素 A E Z 的全体 ， gp r 0 = Kerr (^ 0 ). 显 
然， r 。 是 JT 的子空间•用7^来表示这个子空间平移一向量％。，即流形％。+ r 。. 称7；。 
为 在点％与集相切的线性 流形. 下面的定理成立. 

定理 3( 刘斯切尔尼克） 在上 面所指 岀关于 f 的条件下，元素 x 0 + h 属于切流 
形^的充要条 件为: 元素％ +认到集 M 。 的距离是 t 的高于一阶的无穷小量. 

这个定理在最优控制问题里起着非常重要的作用.作为一种工具，就可以利用 
它将有名的求条件极值的拉格朗日乘子法，推广到巴拿赫空间中极为广泛的极值问 

题上去. 


这些问题的任何完全的阐述，都超出了本书的范围(关于这一问题，例如可以参 
看约飞 Ofo 4)(|) e ) 和季霍米洛夫 (Thxom 即 OB) 合著的书《极值问题的理论》，莫斯科， 
科学出版社， 1974) •我们仅限于对所谓的“可展”情形引入刘斯切尔尼克定理的证 
明.在这种情形下刘斯切尔尼克定理几乎可以由隐函数定理直接推出.具体地说，假 
定在其上定义了映射 f 的空间 JT ， 可展为子空间 L = Kerf ' (%)与某一空间巧的 


直和 
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T 0 ㊉ ！)• . 

(必须指出，与希尔伯特空间不一样，在巴拿赫空间中，不是每一子空间都有直补子 
空间.此外，可以证明，如果在空间尤中每一线性子空间都有直补子空间，那么 X 是 

一个希尔伯特空间 .） 

这时定理3的假设可以用下面更确切的方式来陈述. 

定理4 如果 


X 


X = T 0 ® T ) 

而映射 fj — y 满足上面所指出的条件，那么存在这样一个从 m 。 中点〜 的邻域映 
射到 I 。中同一点的邻域的同胚映射，使得彼此相对应的点之间的距离是比它们到 

点％的距离更高阶的无穷小量. 

证明 用4表示算子， U 。） 在子空间&上的限制， B 卩 

Ai = ，⑷6若 f 

我们来证明3将子空间&映射到全空间 r 上.事实上，根据条件 I 里的每一元素 

具有如下形式 


X = h +专， h E T 09 ^ E ^ 


因此 


( 10 ) 


F f (x 0 )x = F f (x 0 )(h^O = F f (x 0 )^ =A^ 

因为， U )/^ = 0. 但根据条件 F ( % ) 将空间 Z 映射到全空间 r 上，而这表示，当 ^ 
跑遍&时#跑遍全空间 I 其次，映射 


A - T,-yY 


是一一对应的，因为，如果屯1 =叱，即 f (无。） （ fi - 匕）=0,那么& - f 2 e T 7 。， 由此 

^-^2=0. 这样，算子4是可逆的，而根据巴拿赫定理逆算子 A - 1 是线性的并且是有 


界的 


若将每一元素 xEX 表示成 


x =x 0 ^h+^hS r 0 ,^E 

则可以将定义流形 M 的方程 F ( x ) =0改写成 

少 （ H) = F(x 0 + h = 0. 

这个函数在点(0,0)对应于第二变元 f 的增量乂的偏微分具有下述形式 

® 》 (0,0)Af = F f (x 0 )Ai =A^. 

算子4 = %(0,0)有逆算子，因此根据隐函数定理，方程=0在点(0,0)的某 
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一 邻域内与形如 


春 = 中 W 

的方程等价，这里分(/0是一个满足条件少 (0) =0的可微映射. 

我们证明了，每一充分靠 近点％ 的点 A ； e m 。 具有下列形式 

x = Xq h + t //( h ) ，/ 1 G T 0 9 i //{ h ) G Tt . 


从而构造出映射 


+ 厶+">^ 0 + h + d /( h ), 


它将 I 。中点％的某一邻域映射到 M 。 中同一点的邻域.这个映射是一一对应的并 

且是连 续的. 剩下只需证明，彼此对应的点之间的距离，即量 || || 是 || A || 的高 

阶无穷小量. 

对等式 0( h ， i //( h )) =0微分，得 


0>'“0,0)/i + <^(0 斯 '(0)/1 

= 0， h (0,0 )h + Ai //(0) h = 0 


由此 


il /，（ Q)h =- A ~ l 0^0,0 )h ^- A - l F f ( x 0 )h = 0 


因此等式 


中 W = if /(0) + if /’（ Q)h + o ( \\ h \\ ) 


右端头两项都等于零，即 


中 （ h ) = 0 || /i || , 


这就是所要求证的.定理得证 


3. 极值问题 


非线性泛函分析的最古老和研究得最深入的分支之一就是求泛函的极值.这样 
的一些问题的研究构成了所谓变分法的 内容. 变分法中大多数方法与要求极值的那 
些泛函的特殊形式有密切联系•但是，对那些或多或少任意的泛函，也可以表述某些 

一般方法和 结果. 我们在这里不打算对变分方法作任何完全的阐述，仅限于简短地 
讨论一下作为变分法基础的一般理论的要点. 

1. 极值的必要条件 设 F 是某一定义在巴拿赫空间 Jf 上的实泛函.我们说泛 
函/^ 在点 ％。 达到极小值，如 果对于所有充分接近％。的％,满足不等式 F ( x )- 
f (〜） >0. 类似地定义泛函的极 大值. 如果在给定点％泛函 f 达到极小值或极大 
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值，那么我们就说，在这一点泛函 ^有极值. 

许多物理和力学问题，都可以归结为求这样的或那样的泛函的极值. 

对于/ I 元函数，熟知下述极值必要条 件:如 果函数/在点％ = ，…， /„) 可 

微且在该点有极值，那么在该点 d/=0, 这等价于 

dx j dx^ 

这个条件很容易推广到任意赋范空间的泛函上去. 

定理1 可微泛函 f 在点&达到极值的必要条件是，对于所有的 I 它的微分 

在该点等 于零： 


1=0 


dx 


F f ( x 0 ) h =0. 

换言之，泛函 F 在点％有极值的必要条件是 

^(^ 0 ) =0. 


证明根据可微的定义，有 


( 1 ) 


F ( x 0 + h ) - F ( x 0 ) = F ’（ x 0 )k + o ( h ) 

如果对某一 &，厂(%。）/^0,那么对于充分小的实数 A 整个表达式 F ’（ Xq ) (\ h ) + 
o (\ h ) 的符号就与它的主项 F f ( x 0 )(\ h ) 的符号完全相同.但 F f ( x 0 ) 是线性泛函，因 
HtF f ( x 0 )( Xh ) =\ F f ( x 0 ) h . 从而，如果那么当 / i 的值任意小时，表达式 

(1) 既可取正值又可取负值，即 在点％ 不可能有极值. 

考察某些例子. 

例1设 


其中/是一个连续可微函数.在闭区间 [ a ,6] 上的连续函数的空间 C [ a ，6] 里讨论的 
这个泛函是可微的.事实上 


( 2 ) 


F ( x ) = 


F(x + h ) - F ( x ) 


+ h ( t )) ) ] d « 




由此 




dF = 
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这个线性泛函对所有的 /i E C [ a ，6] 都等于零，表明 /:(y ⑴ ）=0. 事实上，对于每 

一％ (0 E C [ a 9 b ] ，导数 /' JM ( O ) 是 t 的连续 函数. 如果在某一点~它不等于零， 

比如说 / IUjU )) >0,那么这个不等式在点~的某一邻域 U ，)8) 内也成立，那 

么，令 


(t - a ) ()8 - t ), 当 a < t 时, 


h ( t ) 


0,当 t 为其他的值时， 


就得到 


//:( 


t y x ) h ( t)dt > 0 


所得到的矛盾就证明了我们的结论. 一 般说来，方程 / l ( y ) =0决定某一曲线，在 

其上泛函 （2) 可能达到极值. 

例2在同一空间 C [ a ，6] 上考虑泛函 


f \ KU, ^ 2 )x(i 

J a J a 

其中 你 石）是一个满足条件 K {^^ 2 ) = KU 2 ， L ) 的连续函数.不难计算这个泛 

函的微分，它等于 


F ( x ) 




(3) 


f fK Ul 

^ a ^ a 

如果对于每一 A e 以(1，6]，这个表达式等于零，那么根据例1中的推理，对所有的 

专1，叫 2 办，有 


dF = 2 


，釜 2) 尤（春1)咐2)屯1屯 


f K ^ 


，奢 2)%( fi ) 炎^ = 0 


这个方程解之一是函数％ =0. 至于要回答在这一点是否有极值以及是否存在其他的 
一些可能有极值的点的问题 i 与函数 K ( H ) 的形式有关，并且要求作进一步的 


研究 


例3考虑定义在闭区间 [ a ， fc ] 上的连续可微函数空间上的泛函 

f 9 x r ( t )) dt . 


F ( x ) 


(4) 


dx ( t ) 


这 里/⑴ 二 


，而 /(«，％，/) 是对其变元二次可微的函数.泛函 (4) 在许多变分 
法问题中起主要的作用.我们来求出它的微分.利用泰勒公式就得到 


dt 
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[/(【，％+ h ， x ， + h ’、- jX 9 ) ] dt 


F(x + h ) - F ( x ) 


(/>+/» + o ( \\ h \\) 


5 


其中 || A || 是作为空间 CVaJ ] 的元素的函数 / i 的范数.这样，泛函 (4) 有极值的必 
要条件具有下列形式 


(5) 


{ f f h ^ r x , W)dt =0 


df 


在这种积分形式下，用这个条件来求在其上达到极值的函数％是很不适宜的.我们 
将它变换为更方便的形式.为此，对 (5) 中的项进行分部积分&我们得到 


ff ， A，dt = f f x ,h - J hff ： 


dt 


这样一来 


( 6 ) 


dF 


0 


这个等式对于所有的 A ( 包括使 A ( a ) = h ( b ) =0 的 / i 在内）都应 满足. 从而，对于所 
有使 / i ( a ) = h ( b ) =0的 / i 都有 




hdt = 0 


由此，根据一些类似于例 1 中所进行的推理就得到 


d" 


⑺ 


0 


因此等式 (6) 简化为 




0 


如果泛函 ( 4 ) 限于在所有定义在 U ，6 ] 上的连续可微函数％上加以考虑，那么我们 
可以这样选取 I 使得 Wa ) =0，/ i (6)#0, 于是从等式 (8) 就得到 


(9) 


0； 


而若令 =0，/ i ( a )#0, 就得到 


d 


①这个运算要求补充论证，因为并未假定出现在表达式+■/》中的导数，存在.关于这点请参看任何一 


dt 


本变分法教程 
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0 


( 10 ) 


这样一来，由条件 (6)( 即泛函 (4) 的微分等于零）推出,使泛函 (4) 在其上达到极值 
的那个函数〜应该满足微分方程 （7) 和闭区间 [ a ,6] 的端点上的边值条件（9)、 


量相同的边值条件. 

2. 二阶微分•泛函极值的充分条件 我们再回过来求/ I 元函数的极值.设函数 
/(〜，…，〜）在点(4，一，0满足条件 d / = 0. 那么，大家都知道，为了解决在给定点 


是否真正有极值的问题，应该考虑二阶 微分. 下面的结论是正确的. 


⑴如果函数 /(〜 ，…，\)在点(4,…， <) 有极小值，那么在该点 d 2 />0. (类似 

，4)有极大值，那么在该点 d 2 /^0.) 


地，如果/在点(％ 

( 2 /如果在点 W ，…乂)满足条件 


d / = 0和 d 2 / = Y 


dx i dx k > 0 


dx i dx k 


i 9 k = 1 


( 当不是所有的 ^ =0) ，那么在该点 /( 幻有极 小值. （类似地/有极大值，倘若 d 2 /< 


0 ) 


简言之，二阶微分的非负性是有极小值的必要条件，而它的正定性是有极小值 
的充分条件 • 

让我们来看一看，在何等程度上这些事实可以推广到给定在巴拿赫空间上的泛 


函上去 


定理 2设/^是一个给定在巴拿赫空间 Z 里的实泛函，且 在点％ 的某一领域内 

有连续的二阶 导数. 如果这个泛函在点％。达到极小值，那么 d 2 F ( x 0 ) ^0^. 

证明根据泰勒公式，就得到 


FU +/0 - F ( x 0 ) 


F f ( x 0 ) h ^^- F \ x 0 )( h 9 h ) + o ( II / i || 2 ) 


2 


如果在点％泛函 F 有极小值，那么 F r ( x 0 ) =0,从而有等式 


F (〜 + h ) - F ( x 0 ) = i - F ff ( x 0 )( h 9 h ) + o ( || A || 2 ) 


( 11 ) 


2 


如果对于任何满足不等式 


F fr ( x 0 )( h 9 h ) <0 


( 12 ) 


①这个不等式表示对于所有的 (外 ）0# )多0 
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那么，因为 F tf ( x 0 )( eh , eh ) = e 2 F f ( x 0 ) ( h ， h ) ，存在范数可以任意小的元素 / i 满足 
(12). 但对于充分小的 P || ，整个表达式 （11) 的符号决定于主项+厂(巧）（/1，/1)的 

符号，因而我们得到 


F ”（ x 0 )( h ， h ) +0 ( \\ h \\ 2 ) <0, 


F ( x 0 + h ) - F ( x 0 ) 




2 


即在点％没有极小值. 

可以陈述关于极大值的类似定理. 

刚才证明的定理，是关于有限个变量的函数的相应定理的直接推广.充分条件 
的情形则不然.上面提到的条件 F ff ( x 0 )( h 9 h ) >0是 7 i 元函数有极小值的充分条件， 

但却不是定义在无穷维巴拿赫空间上的泛函达到极小值的充分条件•讨论一个简单 
的例子.设在希尔伯特空间 Z 2 里给定了泛函 


F(x) = X 

^ = 1 

这个泛函在点0的一阶微分等于0，而二阶微分等于级数2 Z 号的和，即是一个正 

^ = i n 

定 泛函. 然而在点0却没有极小值，因为 F (0) = 0而 f (0 


- X 

n = l 


h 


0， l / n ，0，“.）= 1/ 




-1/ n 4 < 0. 从而，在点 0 的任何邻近，都存在使得 F ( x ) < F (0 ) 的点 1 

引入下列概念.二次泛函 S 称为强正的，如果有这样的常数 c >0存在，使得对 

于所有的％都有 B(x 9 x)^c\\x\\ \ 

定理3如果定义在巴拿赫空间 Z 里的泛函 f 满足 条件： 

1) dF(^ 0 ) =0, 

2) d 2 f (%)是强正二次泛函，那么 F 在点％有极小值. 

证明设 ( I/O ~ || / i || 2 •选取 s >0 这样地小，使得对于 || Ml <杉等 

式 （11) 中的量 〆II A II 2 )满足条件 I〆 II fell 2 ) 


|| h || 2 . 于是对于 || h 


< 


< 


4 


，有 


F \ x 0 ){ h , h ) + o ( || / i || 2 ) 


f (无 0 + h ) - F ( x 0 ) 




2 


II ^ 


> 0 


> 


4 


在有限维空间中，二次型的强正性与它的正定性是等价的，因此 ( 在一阶微分等 
于零时)二阶微分的正定性是函数有极小值的充分条件.在无穷维的情形(正如上面 
举的例子表明）强正性是比正定性更强的条件. 
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用于任意的巴拿赫空间中的任何二次可微泛函（与它的具体形式无关).此外，这个 
条件在实际的重要情形下，通常显得过于粗粮和难于检验.在变分法中建立了关于 

极值的更精致的充分条件(利用了在变分问题中所考虑的那些泛函的具体形 式）； 但 
是这些问题的阐述不是本书的任务. 

3. 有约束的极值问题 上面说过关于求给定在全空间上的泛函的极值，即按 
习惯的说法，无约束极值 问题. 当有这样或那样的限制（约束）出现时，这些约束确定 
了所讨论泛函的区域.在这种情形下，第1，2段中所引述的那些结论，一般是不正确 
的. 关于这一点，由给定在闭区间上的函数的那个简单例子已经可以看 出：如 果这样 
的函数在边界点(端点）达到极值，那么它的一阶微分在该点可能异于零，而二阶微 
分的符号则可能是任 意的. 带约束的极值问题的研究，构成广阔而重要的数学领域， 
包括诸如古典变分法，最优控制，线性规划和凸规划等分支.我们这里仅限于引述一 

4 • 

个结果.它的证明基于在极值问题理论的许多问题中起重要作用的刘斯切尔尼克定 

理的应用. 

设 X 和 F 是巴拿赫空间，/^是尤上的函数，而是空间 Z 到空间 F 内的 

映射.假定在由条件 <P(x) =0所确定的集上求函数 F(x) 的极小值. 

定理 设函数 F 和映射 少 在满足条件0(%) =0的点％的某一邻域内连续可 
微; 又设空间 X 在映射0 ' (化） ： X ^ Y 下的象是 闭的. 如果定义在集 U : 少(幻 = 0 } 上 
的函数在点％达到局部极小值，那么存在数 A 。 和（定义在 r 上的）线性泛函 

y* ，并且 a q 和/ 不同时等于零，使得 


A 0 F '“ 0 ) + [作 0 )]Y =0 

证明 引入记号 [ = 0' U 。) 尤根据条件 ，是一 个闭子 空间. 如果 r ， 那么根 
据哈恩-巴拿赫定理的推论 3( 第四章§ 1第3段），可以找到在 L 上等于零的非零 
泛函： K ; E F ' 对于 < 和对于所有的％ E X ，有 

( [少’(欠 0) ] *< ，欠）= ( ro * ,^ f ( x 0 ) x ) = 

因为少 'Kh e L . 因此，取< 为，且令 A 0 =0, 就得到 （13). 

我们现在来考虑少 = F 的 情形. 将刘斯切尔尼克定理应用于映射少，可见 
对于每一满足条件 


(13) 


0’（ x o )h = 0 

^ JhEX 和所有的充分小的 I 存在这样的元素 


x ( t 9 h ) = x 0 + th + r ( t ) 9 


使得 0 ( x ( t , h ) ) =0,当 t ^>0 时 || r ( t ) || — >0 

考虑函数 
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At ) = F ( x ( t ， h )) 


它在 t =0 时的导数 


df 


= F , ( x 0 )h 


dt 


应该等于零.事实上，如果 


F , ( x 0 )h = c #0, 


那么差 


F ( x ( t , h ) ) - F ( x 0 ) = ci + F f ( x 0 ) r ( t ) + o ( t ) 

的符号由项 ct 的符号来确定.从而当《换为时，差就改变符号，而这时在点％。不 
可能有 极值. 这样，我们就得到，对于所有这样的 I/i E Ker 少'（巧）都有 F f { xjh ^ 

0. 换言之， F ' U 。） 是与子空间 Ker 0 f ( x o ) CZ 正交的里的元素.但是根据关于算 
子核的零化子引理(参看第四章§ 5第5段），有 

[ KWh 。）” = lm [0 f ( x o )]\ 

这表示，如果 F f ( x 0 ) e [ Ker 少'(％) ] 1，那么就可以找到这样的泛函 ， E ，使得 

厂⑷=-[作 0 )]*，. 

令 A 。 =1并且就取满足等式 (14) 的那个泛函，，我们就得到 （13). 

刚才证明的定理是古典分析里有名的，关于条件极值问题的拉格朗日乘子法的 
无穷维 推广. 事实上，如果 z 和 y 是有限维空间，即如果在条件 y ; ( x l9 -, x n ) =0 (i = 

1，2,…， m ) 下求函数/。（巧，…，\)的极小值，那么泛函，就是这 m 个数 Ai ，…， A m 

的数组.在线性映射下空间 Z 到空间 F 内的象是闭的，这个条件在有限维情形下自 
动满足.这时等式 （13) 变为 


(14) 


2 ^ i ) = 0 ， 

即变为有名的求条件极值的拉格朗日乘子法. 


4. 牛顿 （ Newton ) 法 


求解形如 


f ( x ) = 0 

(/是一个定义在某一闭区间 [ a 9 b ] 上的数值变元的数值函数）的方程的十分有名的 
方法之一，就是所谓的牛顿法或切线法.其方法 如下: 根据递推公式 


( 1 ) 
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f ( x n ) 


( 2 ) 


fM 


求逐次近 似解. （这时，取/的定义区间上的任意一点为零次近似值％).这个方法的 
几何意义如图24所示.可以证明，如果，是方程 （ 1 ) 

在闭区间[〃，6]上的唯一根，而函数/在该闭区间上有 

不为零的一阶导数和有界的二阶导数，那么存在“根 
/的咴引域”，即点，的这样的 邻域: 对于点％在这 

个邻域内的任何取法，序列 ( 2 ) 收敛于，. 

牛顿法可以推广到算子方程上去.我们就巴拿赫 
空间中的方程来阐述这个方法 • 

考虑方程 


m 


F ( x ) = 0, 

其中 F 是巴拿赫空间 Z 到巴拿赫空间 F 内的映射.假 

定映射 f 在某一半径为 r 的球 BU 。,/*) 内是强可微的.（我们取 球心％ 为所要求的 

解的零次近似值).像一维情形一样，将表达式%) 用它的线性主部，即元 

^ F f ( x 0 )( x 0 - x ) 来替换，我们由 （ 3 ) 就得到线性方程 

F ， ( x 0 )( x 0 - x ) ^ F ( x 0 ) , 


(3) 


24 


它的解 


% - yu)]， ⑷ 

自然可视为方程 (3) 的精确解％的一次近似解（这里当然假定算子 [ f ' b 。）]- 1 存 
在).重复这些推理我们就得到方程 (3) 的近似解序列 

X n+l ^ X n ~ [F r (x n )]- l (F(x n )) 

在无穷维情形求逆算子 [ F ' bjr 1 可能是十分复杂的问题.因此这里有时适合采用 

所谓的修正的牛顿法(参看[27,28] ). 修正法如下 所述: 用公式 

«• • 

- [F f (x 0 )]- l (F(x n )) 

所定义的序列来代替序列 (4) ，即逆算子[/^(%) ] - 1 在每一步都取变元％ =化的同 
一值.尽管这样的修正降低了收敛速度，但从计算观点看它经常显得是合理的.我们 
现在转过来陈述和证明精确的结论. 

定理1设映射 f 在某一以％为球心以 r 为半径的球 B ( x 0 , r ) 内是强可微的， 

而导数 F f ( x ) 在该球内满足利普希茨 条件： 

II F^x,) -F f (x 2 ) || ^L\\x 


x x 


(4) 


(5) 


— / V 1 

— ^Aj 


- X 2 
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设 [ F ' U )] _1 存在，且记 

[^(^o )]' 1 II= 


|| ，“ MkL 


M = 


于是，如果九 < 1/4,那么方程 F ( x ) =0在球 \\ x - x 0 || ^ kt 0 内（其中是方程 

ht 2 - t + 1 = 0 的较小根 ） 有唯一解，，且由递推公式 ( 5 ) 所定义的序列1收敛于 


该解 


证明在空间尤中讨论映射 - [ F f ( x 0 )] ~ l F ( x ). 它的强导数在点％等 

( kt Q 变为自己，事实上 

-%) - F ( x ) + F ( x 0 )\ - 


于 0. 这个映射将球 II ^ 


~ x 0 


Ax 


MM / V * 

x 0 


/V* 

一 A/ 


x 0 


因此 


\Ax - x 0 \\ ^ || [ F r ( x 0 )] 


F ^ x ^ ix - x ,) - F ( x ) + F ( x 0 ) 


t [厂 U )] _1 FU ) II ， 


~ x o II ^ ^ II P r { x o ) (x - x Q ) - F ( x ) + f (欠 o ) 


( 6 ) 


考虑辅助映射 


< P ( x ) = F ( x ) - F ( x 0 ) ^ F t ( x 0 )( x ^ x 0 ). 

它是可微的而它的导数等于 = F f ( x ) -，(<).如果|卜 
么下列估计成立： 


〈以 0，那 


尤 0 


II 作 ） II = II F f ( x ) - F f ( x 0 ) II ^ L\\x 

由此根据中值定理 （ § 1公式 (9)) 就得到 

II II = II 0( x ) - 4>(^ 0 ) II ^ Lt o k II ^ 

那么由 （6) 和 (7) 就得到 

|| Ax ~ || ^ MLt \ k 2 + k = k ( MLt\k + 1) = k(htl +1) = kt 

而这表示映射 4 将球 II%-% || $以。变为自己.现在我们来证明^是这个球的压縮 
映射.对于 || %-% || $ kt Q 有 

^{ x ) = /- [〜 0 )]，(幻=[厂⑷]、/^。）>(幻）， 


^ Lt 0 k 


MM / V * 

x 0 


彡 Lt 2 0 k 2 . 


⑺ 


- 无 0 


这样，如果 || x 


MM / V * 

x 0 


0， 


由此 
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A f ( x ) || ^Mll F f ( x 0 ) - F f ( x ) 


^ ML \\x 


^ MLkt 0 


— x 


0 


但是方程 ht 2 -t -¥ I = 0 的较小根，即 ^ J = 


因此 


2h 


|| A 9 { x ) || ^ MLkt 0 = ht 0 = h 


2h 


2 


=<l < 


2 


由此 || - Ax 2 I 

从而，映射 4 在球 II % 


^2 II ，即 4 是压缩映射. 

^ kt 0 内有一个且仅有一个不动点，.对于这个 


< 


X 


2 


~ x o 


点，有 


，即/ = 0 


♦ 


* 


X 


X 


同时 


= 〜 -[F (尤 0) ] ~ lF ( X n ) = 

因而根据压缩映射定理，序列 U „1 收敛于％ 

由不等式 ( 8 )，立即推出修正牛顿法的收敛速度的下列估计式 


Ax 


X n + l ^ 


n 


* 


n 


q 


II ， 


* 


(9) 




/y _ /y 

一 y%/ 


n 


- q 


即修正牛顿法的误差按几何级数递减.为便于比较，我们指出，通常的牛顿法[它由 
公式 ( 4 ) 而不是由公式 ( 5 ) 确定近似解]收敛得比几何级 数快: 对于通常的牛顿法 


A2h) ln - l k 


* 




X 一 — X 


n 


fi- 


2 


讨论非线性积分方程 


%(5) = f K ( s 9 t 9 x ( t ) ) dt , 

Ja 

其中 k ( m ， W 是其变元的连续的和连续可微的函数.引入由等式 


( 10 ) 


y ( s ) = ^( 5 ) - K ( s 9 t 9 x ( t)dt 


a 


所定义的映射将方程 (10) 写为 F ( x ) =0. 

设％是这个方程之解的零次近似值.于是第一校正值 ^ x ( s ) 

F r = - F ( x 0 ) 


-％就由方程 


■— /V* 

一 a 1 


(11) 
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所确定 


如果函数 X ( M ， u ) 和泛函空间（在其中讨论方程 （10)) 是这样的，使得映射 F 
的导数 F f ( x ) 可以通过“在积分号下微分”的办法来计算，即如果 


= F^x^x 


士二 

表本 


r b 

Ja 


z(s) = ^( 5 ) 


s ，t ， x o(0 )x(t)dt 9 


那么方程 （11) 具有形式 




^x(s) 


s 9 t 9 x 0 (t))£ix(t)dt + <p Q (s ) ， 


( 12 ) 


其中 


[ K(s,t,x 0 (t))dt - x 0 (s) 

Ja 


<Po( s ) 


类似地求下面的一些校正值. 

这样一来，每下一近似值的计算，化为求解线性积分方程.如果应用修正的牛顿 

法，那么这时在每一步都必须解含相同核的线性积分方程.关于牛顿法及有关的问 
题更详细论述，参见书 [28] 以及论文 [27]. 为算子方程的牛顿法奠定理论基础的一 

些主要结果，属于 [ 27 ] 的作者康托罗维奇 (KaHTOpOBHH ). 



附录巴拿赫代数 （ B . M . 季霍米洛夫 


季霍米洛夫 


本书第三章研究了线性空间.那里引进了重要的一类线性空间，即巴拿赫空间.在这个附录 
中，我们现在就来研究巴拿赫代数，即在其中定义了元素乘法的巴拿赫空间.有了与线性和度量 
结构相结合的乘法，就使巴拿赫代数具有一系列良好的性质. 


1. 巴拿赫代数的定义与一些例子 




1. 巴拿赫代数，巴拿赫代数的同构 我们记得，非空的元素集称做线性空间,如果在其中定 
义了两种运算一加法和数乘，而且这两种运算满足第三章§ 1中提出的八条公理. 

定义 1线性空间尤称 为代数 ，如果在尤中再引进 一种代 数运算一乘法运算，且满足以下 


公理 


(1) ( xy ) z = x ( yz ). 

(2) x(y + z ) =xy + xz；(y -\- z)x -yx - hzx . 

(3) a ( xy ) = ( ax)y = x ( ay ). 

(4) 如果存在元素 e e X ，使得对一切％ e X 都有 


ex = xe 


则称 e 为代数 X 的单 位元 ，而代数本身叫做具 有单位元的代数①. 

(5) 如果乘法运算是交换的，即如果乘法运算满足下面的公理 


xy = yx 9 


则称代数 x 为交 换代数 


①代数中的单位总是唯一的.因为如果 〆 也是具有性质4的元素，那么我们就可以得到 W = 
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具有单位元的交换代数也是我们下面要研究的基本对象. 

在本附录中，代数到处都是在复数域 C 上来讨论. 

在第三章§ 3中，我们引进了赋范空间的概念，即赋予满足第二章§ 3第1段中所说的三条公 
理的范数 || % || 的线性空间. 

定义2设 X 是赋范空间.如果它是具有单位元的代数,同时还满足以下两条公理 

(6) || e || =1 ； 

(7) || 町 || 彡|卜 

则称 X 为賦范代数. 

如果赋范代数 X 又是完备的（即它是巴拿赫空间），则它称为巴拿赫代数 
设 f : y 为代数尤到代数 y 内的映射.如果映射 f 满足以下 条件： 

F(x + y) = Fx + Fy 9 

F(ax) = olFx ， 

F(xy) = Fx - Fy ， 


y 


(i) 


( 2 ) 


(3) 


则厂称为同态. 

如果存在满足条件(1)一(3)的一对一的映射 F , 则两个代数 Z 与 F 称为同构的 • 

设尤与 y 是赋范空间.如果存在 一一 映射 Fjey ， 使对于 F 除满足前述条件(1 ) 与 (2) 外，还 


满足 


Fx 


则 x 与 y 称为等 距的. 

定义3两个巴拿赫代数 x 与 f 我们称为等距同构的，如果存在代数同构并且它同 
时又是赋范空间的 尤与 r 的等距映射. 

. _ . 

巴 拿赫代 数的一些例子 

例 I 域 c 如果在复数集 U } 中用公式 




+ iy) 


— /V 
一 / 


引进范数,则复数集 U 1是巴拿赫代数最简单的例子. 

复数构成域 C . 在 c 中对于除了零以外的一切元素都定义了除法 一 乘法的逆运算.下面我 

们将要证明, c 是本身为域的唯一的赋范代数. 

例2代数设 r 是某一紧豪斯多夫拓扑空间.我们把给定在 r 上具有通常函数加法与 
数乘运算的，一切复连续函数玖0所成的线性空间记作 G ，其中用等式 


x(t) 


= max 

tBT 


定义范数 


在前面第二章与第三章中,我们曾经讨论过空间 Q 的特殊情形，即7= [ a ,6] 为实直线的闭 
区间时的情形 . n 维复向量空间 C n =丨 U ，…，\)丨是空间 C r 另一重要特殊情形，即由 ri 个点的函 
数组成的空间 . 中的加法、数乘以及元素的乘法都是按坐标来运算的，而范数则由 


max z ： 
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定义 


代数是交换的巴拿赫 代数. 函数 6(0 为 G 中的单 位元. 验证 C r 满足一切公理并不 


困难 


例3圆中解析函数的代数 J 考虑圆尺 


1(. 设复变量的函数力 U ) 在圆尺上有 

定义并且连续，而在圆 [ 内解析•以^表示由一切满足上述条件的函数 1(0 组成的线性空间.把 


函数的普通乘法定义为 i 中的乘法运算，而 i 中的范数定义为 


x ( z ) 


max 


用这种方法我们把 j 变为具有单位元的交换的巴拿赫代数，所有公理的正确性在这里也十 


分明显. 


例4代数々我们把双向绝对可和的一切复序列％ = (〜，％_„， 
全体，记为 a ,其中范数 


，心，…）的 


/V* /V* 

， x 0 ， 


一乙 


(4) 


我们把序列 


x = (•••，、， 

7叫做这两个序列的乘积％ • 7,亦即其项如下定义的序列 


，〜，…），: K =(…，7一" 


) 


J X 0 ， 


5 To ， 


， 


• • • 


的卷积 


= (^*r)n = 2, 


(5) 


-kYk 


如果 A 中的任一序列 X 对应于傅里叶级数,0 ^ ^ <277,那么，用公式 (5) 定 

— 00 

义的序列就与由序列 1 与 7 构造的函数乘积 - y ( t ) 相对应.于是，代数々与代数 W 等距同构， 
其中研是具有绝对收敛傅里叶级数的函数的代数，其范数由 （4) 定义.因此，不难验证，代数 
与赋范空间大多数公理对于 A 成立，因为这许多公理对于▽明显成立.下面我们来验证公理 7. 对 


有 


于 


=1 


= I I 


II 


X n-kJk 


7 k 


Jh 


J 


代数， 显然是交换的，因而代数&也是交换的.我们把函数 e (0- l 对应的序列 e 作 为匕中 
的单位元，对于这个序列，除了带有零下标的分量是1以外，其佘的分量都为 0. 以后我们将利用 
同构与对应，这就不再特别说明. 

例5有界算子的巴拿赫代数设 X 是巴拿赫空间•我们考察将尤变为自身的所有线性连续 
算子组成的空间义 UJ ), 其中对算子赋以通常的加法、算子乘以数的乘法及算子的乘法（第四 

章，§ 5，第3段) • 恒等算子是 ^( X , X ) 中的单位元.如果在 ^( X , X ) 中像通常那样定义了 范数： 

■ | 

!• 

, • 

, • 

Ax ， 


A 


sup 


那么它就变为巴拿赫代数 
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事实上，公理7已经在前面(参见第四章§5第3段中的公式 (4) 验证过了.在那里有一个习 
题，证明又 ( AA ) 是完备的,现请读者证明 W , X ) 的完备性.代数又 ( U ) 是具有单位元的不 

可交换的巴拿赫代数中最重要的例子之一. 

3. 极大理想 

定义 4设/是交换代 数又的 子空间，如果它具有下述性 质:对 于任一 y e J 及尤中 任何的％, 
乘积％ e /, 则 / 称为 X 的 理想. 由一个零元组成的理想以及由全空间尤组成的理想，都称为平凡 
理想, 以后我们研究除了平凡理想以外的理想.不包含在任何其他非平凡理想中的理想叫 极大 


理想 


现在我们在代数 C r 的例子上讨论所引入的概念. 

设， 是紧统 r 的非空子集 .My=U ⑴ e ⑴ = o,t e 为^上等于零的函数组成的 

集，容易看出，这个集构成 G 中的理想.在 G 中的极大理想具有简单的描述，这对于理解交换巴 
拿赫代数理论整个构思是个关键. 

引理代数中的极大理想，是 c r 中所有在集 r 中的某一固定点 r 。 取值为零的函数组成 


的集 


证明 a ) 设^^二卜⑴巳心:“以刊卜这时^^是一理想-我们来证明它是极大的^事实 

r( 7 0 )^o(0 


上，设％⑴碰:。，即 x 0 ( t 0 ) ^ o . 对于任意的: K«) e c r , 令 z(f) =y{t) - 


于是 ) = 


Xq(t ) 


0, 因而 z ⑴属于于是,添加非中的任何元素，就导致由和这个元素生成的理想变成 


平凡 理想. 因此， m T () 是极大理想. 

b ) 反之，假设 M 是中的任一极大理想. 

我们来证明，属于 M 的任一函数都在某点为零.事实上，假设不然，那么对任一点 r 可以 
找到函数 e M , 使得心⑴ #0. 据据以0关于 f 的连续性，可以找到点 T 的邻域 c / T , 使得在 t/ T 

中 #0. 从开覆盖 rc y f / T 中可选出有限覆盖 u T \， u Ti ，“、 u T . 

这时，根据理想的定义， 


(0 = X 

A： = 1 


^0 ( 0 


%⑴ 


,(0 - x (t) 


(0 


=X 


X 


T 


属于 M . 


由于在 r 上处处 ％ (o >0,所以函数 ia 。 ⑴连续.因此 i = ( i 、（0) M . 但是，由 

于 y («) = r (0 • 1,因此包含代数的单位元的理想也包含代数的任何元素.所以 M 是平凡理想，这 
与假设 M 是极大理想矛盾，因而 M 是不平凡理想. 

这样一来，我们得到以下事实，极大理想与空间承载子 r 中的点之间可以建立 一一 对应关 
系.这就可以把 r 上的函数解释为“极大理想空间上的函数”. 

I 

, • 

我们指出（下面研究交换巴拿赫代数理论的目的即在于此） ：任何 这样的代数尤，都可以以紧 
豪斯多夫拓扑空间上的连续函数代数的子代数的形式来实现，而此紧豪斯多夫拓扑空间系由 x 
的极大理想来构成. 


2. 谱和预解式 


在这一节所讨论的代数 x 不一定是交换的，但它具有单位元，这里讨论的许多问题和第四章 
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§5讨论的问题类似. 

1. 定义与例子 

定义 设元素^ e 如果％有逆元素，亦即如果可以找到元素，使得 


则元素％称为可逆的. 

否则,元素％称为不可逆的. 

使得元素 \e -x(x G 

A 电 rU )， 则点 A 称为正则的. 

在元素 x 的正则点集上定义的函数 

尺入 . C\(r(x) R x x = x(X) = (Ae - x)~ l t 


Z ) 不可逆的复数 A 的集合，叫做元素 x 的谱 trU ). 如果 


叫做这个元素的 预解式 


数 


(ac) = 


( 1 ) 


X 


A ， 


sup 


称为元素％的谱半径. 

我们举例说明上面引进的重要概念. 

a ) 如果 Z = C ，那么 C 中除零以外的一切元素都是可逆的. 

b ) 如果 Z = ，那么40是可逆的充要条件为它处处异于零.谱 crW 与玖0的值集 重合; 预 

解式 /? A 具有以下 形式： 


R 


A 一 f ) ’ 


而 


(x) = 


x(t) 


max 


c ) 如果 X = 是有界算子的代数，那么可逆元素就是可逆算子.这时谱与预解式跟第 

四章§5第7段所引进的算子的谱与预解式(如不计符号）一致.其实在这一节中，我们在一般情 

形下研究，前面对于有界线性算子的巴拿赫代数所引进的那些概念. 

2. 谱的性质 

定理 1 1°. 对于共轭空间尤•中的任意线性泛函/(均，函数 /(%( A )) = F ( A ) 在 CW ( x ) 上 
是解析的,并且当 | A 

2°. 巴拿赫代数 X 的元素％的谱 crh ) 是 C 中非空紧集.不等式 


时 F ( A )->0 


r(x ) 彡 


( 2 ) 


成立 


在证明定理1之前，我们先证明下面几个 引理. 

引理 1( 试与第四章§5定理5比较）设巴拿赫代数 Z 中的元素 x 具有小于1的范数.这时 
元素 e - x 可逆，并且 
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事实上，令 


+ A 于 是有: 


=e +x + 


n 


1 


n + 1 


n+A 

X 


/l + l 






+ 


+ 


s” — s 


X 


• • • 


n+A 


n 




X 


因而&是基本序列. 因为尤 完备,所以〜收敛于某元素 s e 兄这时 


ra+1 


s(e — x) = lim s n (e - x) = lim(e 一 


X 


e. 


Tt — ^00 


n —^oo 


类似地可证明 （ e -幻 

推论对于任意％ e 叉，当 0 时， （ e - 饮 ） _1 

事实上 ， （e - tx ) ~ l = lim(e + + … + ( tx ) n ) =e 0( t ) 

n — ►oo 

引理 2( 试与第四章 §5 定理 4 比较） 设％ 是可逆的元素，且 || 心 
+ Ax 也是可逆的 元素; 同时 


5 — C 


这时尤 1 = 


< 


尤0 


0 


■ 


= (e + Xq 1 Ax) 


0 


事实上， 


I = x Q + Ax = x 0 (e + Xq 1 Ax) = x 0 (e - x ), 

一欠 o 1 A 


X 


< 1. 


X 


应用引理 1 ，我们得到坏 1 = (e - 幻 -^ o - 1 ，这就是所要证明的. 

推论1巴拿赫代数可逆元素的集(在巴拿赫代数赋范的拓扑中）是开的，不可逆元素的集是 


闭的 


推论2预解式玖 A ) 是 CW (幻上的 A 的连续函数 
事实上，根据引理1的 推论： 


欠 （ A。 + AA ) = ( AqC — x + AAc) 

= (e + AA^(Aq) ) 一 、（ A 0 ) 


A 0 )• 


AA ~^ 0 


引理 3( 试与第四章 § 5 第 7 段比较）设 A # E C \ a ( x ). 那么 


a) R^x • R^x = R 


R 


x 


入 ％， 


b ) - R^x = -\ )R k x - R^x (希尔伯特恒等式) 


证明 


= (Ae -x) (/uue -x) = [ (/me -x) (Ae -x)] 


) 义 


R 


x 


x 


[(Ae -x) (/uue -x) ]^ 1 =R 


R x x 


X 




b ) 根据 a ) 与足及 \ 的定义，我们有 


=(fie - x ) R x x • R ^ x ， R 

由此得到 /? A ac - R^x - (fie - Xe ) R x x • R^x = ( jul -\) R x 

推论如果 A。E C \ cr ( x ), 那么 〆 （ A 。） 

根据引理 2 的推论 2 和引理 3 的 b ) ，有 


= (Ae - x ) R x x • R 

i. 

• 这就是所要证明的. 


R 


X 


X 


X ， 


A 






2 


( A 0 ) 


一 X 
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«( A ) - x (\ 0 ) 

A - A 0 


’ （ A 0 ) = lim 


= - limx ( A ) • x (\ 0 ) 


入一 > 入 0 


入一 > 入 0 


( A 0 ) 


现在我们来证明定理 1. 

1°. 设 /( 幻为％上的线性连续泛函，即 /( 幻 e JT . 令 F ( A ) =/ WA )) =/(/? A b )) .根据引理 
3的推论，对于 A 。# 〆 ％)， 有 


F (入）- F (入 0 ) 

A - A 0 


( A ) - A 0 ) 

A - A 0 


lim/ ( 

A~>Aq \ 


F F (\ 0 ) = lim 


龙 （A ) - 无 （ A 0 ) 

一 • L 一 • _ _ _ _ _ _ 

A - A 0 


=-/ ( 龙 2 (a 0 )) 


于是， F ( A ) 的解析性得证 

其次，当 I A 


|卜 || 时，根据引理1，我们得到 

^( A ) | ^ ||/|| p | U ( A ) \\x 


> 


= ll/ll jf * II (Ae - x )" 1 I 


\\f\\x 




c 


0 


A 


A 


2°. a ) 谱 Wx ) 的非空性，设 〆 ％) =0 .这时根据1°，对任何元素 /E JT ， F ( A ) 是当 |A |-> 

* 时趋于零的整 函数. 这意味着 F(A)=0, 亦即对任意 /e t , 都有 /(( 人 6- 幻 _1 )=0. 因此，根 
据哈恩-巴拿赫定理的推论 4( 第四章§ 1第3段)知 （Ae - W 1 =0,而这是不可能的. 

b ) 谱0*(%)的紧性.如果 U 


|| ，那么根据引理1，元素 Ae -X = e 是可逆的，由 

此推知 crU ) 有界，而由此同时得不等式 (2 ).o ■(幻的闭性立即从引理2推得 :如果 A 。 是正则的, 

那么，由于 ( A 。 + AA )e —X = \ 0 e -x-\- AAe , 所以邻域 | AA 

我们指出定理 1 的两个推论. 

■ • . 

推论 1若域 C 上的巴拿赫代数是一个域,则它与 C 等距同构. 

事实上，设 X 是“巴拿赫域”，而无是 X 中的任一元素.于是，我们可以找到这样的 A , 使得元素 

v - 

ke-x 不可逆，亦即 \e-x=0. 这样我们就得到％ = Ae . 易见，对应 x^k 是尤与 C 的一个同构.因 

为 || e || =1,所以 || 

推论 2又(尤 〆 ）中任何非零算子4的谱非空. 

这个命题，前面(第四章§ 5第7段）已经提到,但未加证明. 

3. 谱半径定理 

定理 2. 对于谱半径下列公式 


> 


|| ^( A 0 ) || ^由正则点组成. 


< 


A • 我们得到了尤与 C 的等距性. 


(3) 


成立 


事实上，设/是 t 中的任一 元素. 根据定理1，函数 FU ) =/«人））在€\0^)上解析.特别， 
F ( A ) 在区域 I A 

根据引理1,在这个区域中， 


中解析 


> 
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( A ) = (Ae - x )" 


+i 


A 


由此 


尸 ( A ) = f ( x (\)) = ^ 

n =0 

■ 

, I 

■ 

• . 

同时，由于引理1，对 I A I 彡 || 这个展开式正确.故根据解析函数唯一性定理，对 |A I > r ( x ) 
此展开式也应当成立.这意味着 


A 


f ( x n ) 


sup 


A 


我们得到向量 // A n + 1 的集合是弱有界的，而这意味着它是强有界的（这个结果在第四章 § 3 
中已经证明,它有时叫做一致有界性原理或巴拿赫-斯坦豪斯 （ Steinhans ) 定理; 关于这方面的详 
细论述可参阅专著 [ 21 ] 第二章 ) .于是,存在与 A 有关的数 c(A ) ，使得 


彡 c ( A ) 


A 


彡 I A , 


由此，对于一切 U : A > r ( x )) ,lim 


l/n 


lim 


彡 r ( x ) 


另一方面，如果 A e 0*(%), 那么 A n e 0*(/),因为元素>^-/显然被 Ae-x 整除. 

_ 

,• • 

_ 

根据定理 1 ，如果弘 e ( r ( x ) ，那么 I /X I 彡 II X || . 

令 M = A n ，我们可从 A E o •(幻推出 I A I ^ 7 lh" || ，由此 || •定理证毕 


3. 几个辅助结果 


在这简短的一节中,我们汇集了一系列辅助命题，对于这些命题将采用标准技巧的方法来 


证明. 


1- 商代数定理 设尤是具有单位元的交换巴拿赫代数，/是 x 中的 理想. 

首先指出,/仅由不可逆的元素组成.因为如果 z e /可逆，那么对于任意％ e 尤,我们得到 
( xz ~ l ) z = xS 厂即/是平凡的，而我们不讨 i 仑这种情况的理想.其次指出，根据§ 2的引理1，从单 
位元 e 到任一不可逆元素的距离，亦即单位 e 到任一理想的距离不小于 1. 

现在我们讨论商空间 X / I ( 参见第三章§ 1 ) ,并定义乘法运算，把 Z // 中含元素％ • y 的类（称 
为 X /1 中的两类 f 与 ry 之积，其中％与^是类 f 与 r ; 的代表(请验证,如果％与 y 用同类 f 与 r / 的 
任何其他代表替换，那么，它们的乘积仍属于（，并且所引进“乘法”运算满足§1的公理1 -5). 

于是， X //成为交换代数.我们称它为 X 关于理想/ 的商代数. 

像第三章§ 3第3段 一样, 我们引进 Z // 中的 范数： 


+ r II , 


其中％是 f 的 代表. 

对于商代数下面的定理成立. 
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定理 1如果 X 是巴拿赫代数，而/是 X 中的闭理想，那么商代数 Z // 也是具有单位元的巴拿 


赫代数 


在第三章§ 3第3段中已经证明，巴拿赫空间关于它的任何闭子空间的商空间仍是巴拿赫空 
间.因此，剩下只要验证满足§ 1第1段中的公理6与公理 7. 

y+z || ^ inf || (x + u)(r + v ) II 


) 11 ^ 


inf 


zSI 


e/ 


^inf || ^ + 


inf 


V 


SI 


b ) E = e + I ^ E 1 = e 2 +I = e + f ， 于是 E 2 = E . 由此，有 || E 


E 2 || ^ || ^ || 2 •但元素 五不等 
价于零，因为点 e 的邻域像我们上面已经指出那样，它不包含由/组成的不可逆的元素.因此1 $ 
||[||•但另一方面， \\ E \\ = ir ^|| e+y || ,即 || E || •所以 \\ E \\ =1.定理 证毕. 


2. 三个引理后面我们要用到三个引理，即集论的，代数的与拓扑的引理. 

引理1任一不平凡的理想/包含在极大理想中. 

这个引理的证明根据第一章§ 5第7段中叙述的佐恩引理. 

" t 

I 

事实上，设，是包含/的一切不平凡理想所成的集.它按下述嵌入关系是偏序的 :如果 A C 
h ，那么 A 对于少中任一线性有序集 UJ ，并 U 4作为 | / J 的上界是不平凡的理想，这就是 

a 

说，根据佐恩弓 I 理，/从属于，中的极大元素，即从属于，中的极大 理想. 

推论如果 z 不是域，那么在 I 中存在极大理想.此外，每一异于零的不可逆元素包含在某 
一 极大理想中. 

事实上，我们取任一不可逆元素 x Q #0, 并考察集合％ •兄这个集合当然是理想.它包含％而 
不包含 X 的单位元 e ， 即它不是平凡理想.因而，根据引理1，它包含在极大理想中. 

引理2理想/包含在某一不平凡理想 /' CX 中的充要条件为,代数尤//具有不平凡理想. 
我们来证明必要性.设 


/c r 

在类 f e z // 当中分出使 〆 e r 的那些类 f = 〆 +/. 不难验证，在 z // 中可得到不平凡理想. 
充分性可类似地证明. 

引理3不平凡理想/的闭包仍是不平凡理想. 

c 

从/只由不可逆元素组成推得不平凡性，剩下的从代数运算的连续性推得. 

推论极大理想是闭的. 


4. 基本定理 


在这一 节中义 是具有单位元的交换巴拿赫代数. 

1. 线性连续可乘泛函与极大理想 

定义 1设/是巴拿赫代数 I 上的线性连续泛函.如果对于任意 x 与 y ， 有 

fix - y) =f(x) */(r), 


(1) 


则称 / 是可乘的. 

我们把不平凡线性连续可乘泛函的全体记作 

注意，我们可以把线性连续可乘泛函定义为 X 到（:内的连续同态 
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如果/ E 那么 


\ f ( x ) \\ x \\ , 

因为如果对范数等于1的某一〜， \ f ( x 0 ) I = A >1， 那么 \ f ( x n 0 ) I = A n ->», 亦即我们得到,/不 

是连续的. 


(2) 


其次， 


/( e ) =/( e 2 ) = (/( e )) 2 , 


由此可见，或者 /( e ) =0,即/是平 凡的;或者 


(3) 


f ( e ) = 1 

由 （2) 与 (3) 推得不平凡线性连续可乘泛函具有范数1，因而 j 是共轭空间中单位球的 


子集 


泛函/的零子空间（即使得/(幻=0那些％ E Z 组成的集)记作 Ker /, 并把它叫做/的核 
引理1当 /E I 时，核 Ker / 是一极大理想. 

事实上，由 , 


I = Ker / 及 


E X 


y 


推得 


fir • x ) = f ( y ) ' f ( x ) = 0, 


Ker /. 

于是, Ker / 是一理想.我们来证明，它是一极大理想.假定不然，即 Ker / 可以扩张到 包含％ 隹 Ker / 

的理想/#尤上•但 Ker / 具有余维数 1( 参见第三章§ 1第6段).这就是说元素 e 可以表为 


r 


A«o + 


e = 


其中 y E Ker / 由此推得 e £ /, 于是/ =尤这与假定矛盾，引理得证. 

引理2对任一极大理想 M 都可唯一地作出线性连续可乘泛函 /E 使得 M = Ker / 

事实上，根据§3引理3的推论, M 是闭理想.利用§3定理1，我们知道 X/M 是巴拿赫代数. 

_ 

但由于§ 3引理2 , X/M 没有不平凡理想，即代数 X/M 不包含异于零的不可逆元素（参见§ j 引理 
1的推论).于是 X / M 是域，它是巴拿赫代数. 

根据§ 2定理1的推论1，域 X / M 同构于 C 按定义，这意味着对于任意勤 X e fSf 以找到唯 
一的数 /( 幻 e C , 使得 


(4) 


=/(^) 


ima 


我们来证明/为同 态. 例如，证明/(% • y ) = f ( x ) -/( r ). 我们有 


=/w 


M ， 


y =/(r) 


由此 


y = f ( x ) -/(r) 


\lh 


m 
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这就意味着 /(^.y) =/(^) ， /(y). 类似地可证明关系式 /U+y) =f(x) +/(y) 与 /( Ax ) = 
A /( x ) •此外，如果％ E M , 那么从 (4) 推得/(幻=0,而如果 x = e , 那么 / U ) =1. 

引理 证毕. 

于是，我们得 到:极 大理想|州与 J 中的泛函/之间存在 一一 对应关系.鉴于此，我们约定， 
i 中的泛函记为 / M ， 而与它对应的极大理想用字母 M 表示. 对于一切极大理想所成的集 | Ml ，我 
们将用与它对应的集 I/m 1的同一字母^来表示. 

设％为尤中某一元素 • 

我们考察定义在集 i 上，由公式 


(M) = f M (x) 


(5) 


给出的函数玖 M ) (按元素％构造的函数 x ( M ) 在极大理想上的值等于数/ 〆 ％),即与理想 M 对应 
的同态在元素^上的值).这时便得到§ 1末尾说到的 :代数 X 的元素以集 i 上的函数形式来 


实现 


2. 集 i 中的拓扑•基本定理 我们剩下证明， i 在某一拓扑中是紧的，并且函数玖 M ) 在 
同 一 拓扑中是连续的. 

前面我们曾经提到， i 是单位球的子集.另一方面，在第四章§ 3第4段中，我们证明了下述 

c 

命题的可分 情形： 

巴拿赫空间的共轭空间的单位球，在弱 # 拓扑中是紧的. 

在一般情况下的这个定理的证明，例如，可以在 [21] 中459页中找到. 

我们记得，弱 # 拓扑定义的邻域系 


U Xv ..., Xm>8 (fo) = l/e f : |/( 〜） -f 0 (x k )\<8,k 

我们正是在弱 # 拓扑中来讨论集 i 从上面建立的结果和下面的引理可推得 i 的紧性. 

引理 3集 J 是； T 中单位球的闭子集，并且函数玖 M ) 在 J 上是连续的. 

事实上，设泛函 A 属于的闭包.这意味着，映射 a 的任一^基邻域内部，都可以找到由极大 
理想 M 生成的 同态八 • 我们取邻域 U x ， y ， x ”从） • 根据 (6) 及 ％( M ) 的定义，于是得到 


1,…， ml 


( 6 ) 


\/m( x ) -fo( x ) I < 

I AM -fo(y) I < 

\/m(x + r) -fo(x +y) |< s 


(7) 


但 A 为同态，即 


/m(x +y) =f M (x) +/ M (r) 


这时由 （7) 推得 


fo(x + r) =fo(x) +/ 0 (y). 

类似地可证明,/。 （ ow ；) =f 0 (x) •/ C ) ( y ). (这时须取邻域 U xax8 (/ 0 ) ^ 

5 (/o).) 

这表示 / 是线性连续可乘泛函.其次，取邻域 u e ， 8 { f Q ) ，则得 / Q ( e ) =1，即 / Q 是非平凡的.于是， 

/o ei , 即 i 是闭的. 

现在我们来证明，函数％ ( M ) =/ U ) 在 J 上是连续的. 
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设 M 。 日1对于£>0，我们取邻域〜，,（财 () ）.如果似£ £/ ve ，那么，由于 (6), 便得 

f 

S . 

S … 

lAU) -/m 0 M\ = \x 0 (M) -x 0 (M 0 )\<8. 


这意味着函数％ ( M ) 在点的连续性. 

引理 证毕. 

• • ( 

定理 1映射 M) 给出了代数 Z 到代数 Cy 内的同态，其中是代数X的极大理想之 
紧豪斯多夫空间^上的连续函数的 代数; 这时 


x(M) 


\x(M) I 卜 "• ⑻ 

根据本节上面讨论的结果，我们只剩下证明关系式 ( 8 ). 

注意，对于任一 M 来说，根据允(幻的定义，元素 x-/ M (x)e 属于理想 M , 即是不可 
逆的. 所以 A (幻已 a ( x ). 另一方面，任取一数 A。E a { x ) ，我们看到 x - k 0 e 不可逆，这表示它属 
于极大理想 M, 由此 


max 


0 = /m^ x — A 0 e ) ，即 A 0 = A ( 龙 ) 


这时，在 <M) 的映射下象 J 与 crW 重合.因而，根据§2定理1的2°，我们得到不等式 (8). 

* S 

现在我们在对代数 Z 的不同假定下，把定理1精确化.下面引进三个概念的定义. 

定义2我们把所有极大理想的交/?=门财叫做尤的根基.如果/?={01，则说1没有根基 

|| 2 ，则巴拿赫代数 Z 叫做正则的.如果对于任一函数玖 M) ，可以找到元素 y e 


如果 


尤，使得 


y{M) = x(M), 

则巴拿赫代数X叫做对称的 (i(M) 表示 ％(M) 的复共轭函数). 

定理 2 a) 如果代 数义的 根基由一个零元组成，那么映射％ i(M) 是一对一的 • 

b) 如果代数1是正则的，那么 Z 与其在 G 中的象是等距同构的，特别, Z 没有根基. 

c) 如果代数1是对称的，那么X在映射 n(M ) 下的象在中处处 稠密. 

d) 如果代数尤具有性质 b) 和 c), 那么X等距同构于 C^. 

证明首先我们由前三个命题推出最后一个命题.由于 b) , —一 映射;是等距的 


= max \x(M) 


由于 c) ， U(M) 1在 G 中处处稠密.但X是完备空间，因此 U(AO 丨也是完备的（因为I中的范 
数与中的范数相等)•由此推出 b(M) 丨 =C^. 

其次我们来证明 a). 设〜乡 0,而在 i 上％因此，对于一切=0,亦即对于 
一切 M,:。E Ker/ M ，这也就表示％已兄但/?=|01，由此％=0.这与假设矛盾，于是 a) 得证. 

= || 2 立即推出 


为了证明 b) ，我们注意到从等式 || 


应用谱半径定理（§ 2定理 2) ，我们得到 

I 

r(x ) = 

这时从 (9) 首先推得 Z 的根基只由零元组成•事实上，如果假设0办。 e /?,那么对于一切 M， 


(9) 
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表达式/ 〆 ％) =0,即 cK %) 只与零元重合，这与 r (% Q ) = | 卜。 || #0矛盾… 

其次，从 (9) 推得,映射％⑼ ：( M ) 作为 Z 与 C 』 中相应的子代数 U (财 ）1 的同构是等距的，因 


为由⑻ 


x(M) 


(M) I = r(x ) = 


r „ = max 

屬 ME：JS 


证明 c) 时，需要用到代数与分析学中一个很有名的定理，即斯通-魏斯特拉斯 （ Stone - 


Weierstrass ) 定理 


设 c r 是紧统 r 上连续函数组成的巴拿赫代数，如果 c r 的子代数4满足下述 条件： 

1) 单位元（即函数 e ⑴ =1) 属于 

2) 代数4分离 r 的点 （ 即对任意的 q 六 2 ，存在函数 ％⑴ e 使得 ) ^ x ( t 2 )) 

3) 代数 4 关于复共轭不变（即从玖 f) e >4 推出 i(0 e 4). 

那么4在仏中处处稠密. 

斯通 - 魏斯特拉斯定理的证明可参阅 [ 13 ] 中第53至56 页； [21 ] 中第296至297 页； [26] 中 




第20页 


现在我们来证明 c).i^A=\x(M)\ 表示在映射下 Z 的象 

从 (4) 立即推出 e^e(M) 三1 ，即 e ( M)=l E A. 设恥与 M 2 为两个相异的极大理想.这意味 
着存在属于 M 而不属于 M 2 ( 或属于 M 2 而不属于构 ） 的元素巧，由此 


X 0 ( ) = /mi ( ^0 ) = ^ > ^0 ( ^2 ) = /m2 ( ^0 ) — 0 ， 

这表示4分离^ 的点. 其次，按定义本身，对称代数4关于复共轭是不变的.应用斯通-魏斯特 
拉斯定理便证得 C ). 

定理证毕. 

3. 维纳 （ Wiener ) 定理； 习题巴拿赫代数理论的应用是多种多样的. 

我们提示，通过上面讨论得到的代数与分析学中的如下一系列 结果： 

域 C 上的巴拿赫代数是一个等距同构于 c 的域； 

在巴拿赫空间中,任何非零有界算子的谱是非 空的； 

在巴拿赫空间 X 中，对于任何有界算子皋都存在极限 lim 71 kT = K 4), 并且4的谱完全 
位于圆 | A I $/<4)中. 

现在我们利用交换巴拿赫代数理论，来证明下面的维纳 定理： 


如果 可展为绝对收敛的傅里叶级数玖 0) = ，且处处不为零，那么函数 y (幻= 


IMS ) 也可展为绝对收敛的傅里叶级数. 

我们来考察等距同构的代数^与取(参见§ 1第2段例 4). 我们求这两个代数的空间 i 不 
难看出， TT 到 C 内的同态只要给定在函数 xAt ) =，上就够了，其次可以将它单值地扩张到 W 


上•令 


/m i x o) = Im( e ) ~ t' 


这时 


f M W ) = f M ( e - u ) = r l 


根据 （2) 
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\/ m ( x o ) I ^ II X Q 


1 ， 1/( = I /m ( 1 ) 


-1 

X 0 




1， 










由此 Id =1，即.于是我们得到， i 与圆周 1( 

以及和它对应的函数= X 


=1成一一 对应. 对于任一序列 A ； =(…， 

G 『，有 


/m( X ) = fM( X ( t ) ) " /m ( Z 


= - ^, x k elke = x ( e ). 


由此看到，函数在 -7 T <0<7 T 的任何一点都不为零，这一事实说明％不属于任一极大理想. 
根据§ 3引理1的推论，这序列在代数 A 中是可逆的.令 y = x~ l = ( 


)• 


9 -n 9 


9 Yo 9 


9 Yn ， 


_ _ ♦ 


• • • 


这时 


r(^) =/m (: k) = X 


rk e 


f ( x ) 


1 


这就是所要证明的. 

巴拿赫代数理论的另外两个重要的应用，是有界算子谱论和斯通-切赫 （Stone - dech ) 定 
理，我们将以习题的形式叙述于下(参看习题8与 9). 

) 证明： 代数^(参见§1第2段例 3) 的极大理想的空间与单位圆 U <1的点， 


习题 


可以建立连续的一 - 一"对应. 

b ) 证明义 正则,不对称且没有根基. 

习题2什么情况妨碍确立^(参见§1第2段例 4) 等距同构于空间(即圆周|(| =1上 
的一切连续函数所成空间）？ 

习题3证明如下定 理:设 


并且当 


1时玖乃 #0. 则函数 y ( z ) ■可展为当 z <1时绝对收敛的泰勒级数 

x{z) 


习题4记 [ a ,6] 上 n 阶连续可微函数的全体为 C n [ a ,6] 
a) 证明 :对于 普通的运算及由下式 


= I 


⑷ 


⑴ 


max | x 

CL % b 


给出的范数， c n [ a ,6] 构成巴拿赫代数. 

b ) 求 c n [ a ,6] 的极大理想(参看 [13], 第19,20 页). 

c ) 证明: C 叮 a ,6] 是没有根基的对称代数.在这种情况下，应用定理2得到什么结果? 
习题 S 设 CBF [0，1] 表示范数为 



基本定理 
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⑴ +MW 


X 


sup 

O^t^l 




X 


的闭区间 [ 0，1 ] 上的有界变差连续复函数所成的代数. 

a ) 证明 : CfinO ， l ] 是巴拿赫代数. 

b ) 求这个代数的极大理想. 

习题6举出一个与自己的根基重合的巴拿赫代数的例子. 

习题7描述代数 C [ a ,6] 中的一切闭理想. 

习题8设 r 为完全正则拓扑空间（参看第二章§5第6 段). 记珥为定义在 r 上的一切有 
界复函数所成的集，其中具有普通的运算和范数 


x( t) 


su 


a ) 证明: 是没有根基的正则对称代数. 

b ) 证明: r 的点同胚地嵌入 代数珥 的极大理想空间 i 中，同时 r 的象在这个嵌入下是 M 
中的处处稠密子集. 

c ) 证 明:在 这个嵌入下， r 的象上的任何有界复函数有到 j 上的唯一连续延拓. 

命题 b ) 加上是紧统”这一论断后（如果应用§4定理1与定理2,则从 a ) 立即推得该论 

断），便组成关于重紧扩张的著名吉洪诺夫定理的内容.命题 c ) 是属于斯通与切赫.具有性质 c ) 
的重紧扩张叫做极 大的. 命题 c ) 意味着 i 是极大重紧扩张(参看 [ 22 ] 第23页). 

设丑是希尔伯特 空间. 在代数又(丑，丑)中考虑由自共轭算子屯生成的交换子代数 
B ( A 0 )( 即是由戽幂次的线性包的闭包生成的). 

a ) 证明4(屯）正则且没有根基. 

b ) 证明: 对称，并且 


习 


n 


(M) = 


这里，是算子％ e 5(4。）的共辗算子，％(财)是§4中构造的映射.关于 b ) 也可参看习题10中的 


c). 


应用§ 4 定理2于代数(屯），便得到所谓自共轭算子的谱定理(参看 [22] 第 十章； [26] 第 


二章) 


习题10如果存在具有下述性质的映射 


+ J* , (xy) 


， (otx) 


= y 


我们就说(不一定交换的）巴拿赫代数是对合 代数. 此外，如果 
数叫做 代数. 

a ) 证明••代数又 (//,//) 是沪代数(参看 [22] 第26页). 

b ) 证明 :交换 代数是正则的(参看 [22] 第26页). 

c ) 证明代数是对称的，此外， [( M ) 

命题 b ) 和 c ) 与定理2结合起来，便得到属于盖尔芳德-纳依玛尔克 ( rem >< J)aHfl - HaftMapK ) 的 

结果，这个结果有时称为 交换巴拿赫代数理论的基本 定理： 

交换代数等距同构于代数 Cj ， 并且在这个同构下 


|| 2 ,则具有对合的代 


( M ) (参看 [ 22 ] 第27页阿伦斯 （ Arens ) 引理) 


— » / V * 

— Af 
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x ( M ) = ( M ) 


于是，由24条公理 （ 13条交换代数公理,5条与范数有关的公理，完备公理与5条戈数公 
理)所描述的抽象代数的对象，可以由紧豪斯多夫拓扑空间上的一切连续函数的代数形式来 


实现 


这个结果，使我们能够用统一观点来考虑这样一些看起来彼此相隔甚远的事实，诸如三角级 
数绝对收敛的维纳定理、自共轭算子的谱展开定理、吉洪诺夫拓扑定理、斯通和切赫定理以及一 
系列其他定理. 
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2.2.2 ① 
9.2.1 


线性泛函与超平面之间的~ 
一 致范数 


对应 


3.1.6 




积分算子与其核之间的~ 


3.5.3 


1.2.2 二阶微分方程化为积分方程 

4.2.4 几乎处处 


9.1.2 

5.4.3 


二次共轭空间 




上界 


1.4.7 
1.4.7 子覆盖 


上确界或下确界 
三角函数系 

区间 [ -7T ， 7T] 上的〜 

区间 [0,7 T ] 上的~ 

平面上的~ 

三角级数 

傅里叶~ 

复形式的傅 里叶〜 

71元函数的傅里叶~ 


2.5.3 


子空间 

线性泛函的零~ 

关于〜的剩余类 
希尔伯特空间的~ 

线性空 间的〜 

线性赋范空间的~ 

由元素之集生成的线性空间的~ 

度量空 间的〜 

拓扑空间的~ 


3.1.6 


1. 3. 1 
7.3.2 


3.1.4 

3.4.7 


7.3.5 


7.3.1 


2.1.2 


7.3.5 


子集 


2.5.2 


① 2. 2. 2 表示第二章 §2 第 2 段，附录记为 11. 余同。 
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广义测度 


6.5. 1 


~的原函数 


4.4.6 

4.4.7 
4.4.4 
4.4.3 
4.4.3 
4.4. 1 


广义导数 


周期〜 


4.4.4 


广义导数与常义导数的比较 


~的导数 


6.4 


广义函数 


正则〜 


4.4.1 


复〜 


奇异〜 


4.4.7 


圆周上的~ 


〜 论 


4.4.7 


空间 P 上的~ 


4.4.7 


U1 


反对称性 


逆有界算子集的~ 

巴拿赫代数逆元素集的~ 
开线段 


4.5.4 


双射 


1 . 2. 1 


11.2.2 


双线性映射 
内测度 


10.1 


3.2.1 


5.3.2.5.3. 4 开球 

3.4.1,3.4.9 巴拿赫代数 

3.4.9 
7.2.1 

1.3.1.1.3. 4 


2 . 2. 1 
11.1.1 
11 . 1.2 

11.4.2 

11.4.3 


内积 


复空间的〜 
复空间 A 的〜 
无限集 

无限维线性空间 


有界算子的~ 

正则的~ 

交换~基本定理 
对称的~ 

~的根基 
巴拿赫空间 

~中的单位算子非紧性 


3.1.2 


11.4.2 

11.4.2 


切线法 

切流形 

与集相切的流形 
牛顿法 

修正的~ 


10.4 


3.3. 1 


4.6.1 


10. 2. 3 


公理 


10.4 


选择~ 

正规性~ 

分离 性〜: 

分离性 ~ r 2 (豪斯多夫) 
分离性~ R 
分离性~ 7； 

第 一 可 数性〜 


1.4.7 


10.4 


2.5.6 


〜的例 


10.4 


2. 5.6 
2. 5.6 

2. 5.6 

2.5.6 


~收敛速度的估计 


10.4 


分离性 

线性空间中凸集的~ 


3.2.5 


2.5.3 


赋范空间中凸集的〜 

中强拓扑的~ 


第二可数性~ 

三角形〜 

策梅洛~ 

豪斯多夫分离性~ 
2.2.5 I 公理化集论 

2.2.4 方差 

2.5.1 方程 

2.2.5 


2.5.3 


4.2.2 


2 . 1.1 


开集 


1.4.7 


~的平移 
〜 的分支 
度量空间的~ 
拓扑空间的~ 

直线上的~ 
开覆盖 


2.5.6 

1.4.7 


6. 6. 3 


阿贝耳〜 
2.5.3 沃尔泰拉~ 


9.1.1 


2.4.4 


开性 


第一类沃尔泰拉~ 


9.1.1 
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9.1.1,9.2.5 I 公式 

9.1.2 

9.1.2 
8.4.6,8.4.7 
2.4.4,9.1.1 

9.2.2 

9.1.1 
9.2.6 


弦振动 ~ 

负载弦的平衡~ 
热传导~ 


代数元素谱半 径的〜 
映射的有限 增量〜 

牛顿-莱布 尼茨〜 

广义牛顿-莱布尼茨~ 
傅里叶变换 反演〜 
罗德里 格斯〜 

映射的泰勒~ 

傅 里叶〜 

复傅里叶~ 


11.2.3 

10.1.3 


6.4 


10.1.7 


含对称核的第二类弗雷德霍姆~ 

第一类弗雷德 霍姆〜 

抽象的第一类弗雷德霍姆〜 

不可测集 

不可交换巴拿赫代数 
不适定问题 
不可比较的元素 
不可数集 

小寺式 I 

贝塞耳~ 

三角函数系的~ 

赫尔德~ 

赫尔德积分~ 

柯西-布尼雅可夫斯基~ 

柯西-布尼雅可夫斯基积分~ 2. 1 . 1 ,7.2. 1 

闵可夫斯基~ 

闵可夫斯基积分~ 

契贝谢夫~ 


8.4.1,8.4. 7 

7.3.4 

10 . 1.10 


5.1.3 


3.2 


11.1.2 
9.2.6 I 引理 


阿伦斯~ 


11.4.3 

2 . 6.1 

9.2.4 

11.3.2 

11.1.3 


海因-博雷尔~ 


1.3.2 


象的闭性~ 

代数理想的 闭包〜 

连续函数代数的极大理想 
函数紧集的傅里叶系数一致趋于零的 - 


3.4.4,3.4.9 

7.3.1 

2.1.1 

2.1.1 


1.2 


希尔伯特空间分解为 Kerr 与 Imr # 直和的 

~ 9.2.4 

3.4.7 


2.1.1,3.4.1 


子空间可分性~ 

可和函数的傅里叶系数趋于零的〜 
极大理想存在~ 

拼三组~ 

可乘泛函的核~ 

零化子~ 

算子核的零化子~ 

商代数 理想〜 

接近于1的元素可逆性~ 

接近于可逆元素的元素 可逆〜 
不可见点集里斯~ 

广义里斯~ 

佐恩〜 


2.1.1 


2 . 1.1 


5.5.4 


11.3.2 

4.5.4 


分解 


哈恩~ 

〆 J ■ ■■■■■[ 

勒贝格-斯蒂尔切斯测度~为绝对连续、离 

散与奇异三者分量之和 
函数〜 为傅里叶级数(参见傅里叶级数） 
单调纖 〜为纖 函数与 6.1.1 

有界变差 函数〜 为单调函数之差 
有界变差 函数〜 为绝对连续、奇异与阶跃函 


6 . 5. 1 
6.5.1 


11.4.1 


4.5.5 

11.3.2 

11.2.2 

11.2.2 


6 . 6. 1 


6.1.2 

6.1.2 


6.2 


数 


1.5.7 


6.4 


五 


外测度 

~的半加性 
~的可数半加性 
处处稠密子集 


空间 A 中的~ 
空间 a 中的~ 
“朴素”的集论 

2.2.3 右或左不可见点 


5.1.2,5.3.1,5.3. 4 

5.1.2 

5.3.1 


7. L 2 


7.2.4 


1.4.7 


6.1.2 
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对偶原理 

对偶基 

对称差 

对称巴拿赫代数 
必要条件 

泛函极小的〜 

对于约束问题泛函极小的~ 
泛函极小〜的反例 
泛函极值的~ 


1.1.2 

4.2.3 

1.1.2 

11.4.2 


~的逆元素 
〜 的不可逆元素 
〜 的平凡理想 
〜中 的乘法 
f 代数 


11.2. 1 
11.2. 1 

11.2.3 

11.1.1 

11.4.3 
1.5.4 
1.5.4 

5. 1.2,5. 3. 1,5. 3.2 

2. 5.6 
3.4.7 

3. 4.3 
' 3. 4. 3 


S 代数 


10.3.2 

10.3.3 
10.3.2 
10.3.1 

3.2.1 
3.2. 1 
3.2.1 


代数 


可测集的^代数 

正规空间 
正交补 
正交化 
正交化过程 


凸包 


凸集 


凸体 


赋范空间的~ 

凸泛函 

凸核拓扑 

弗雷德霍姆择一定理 
弗雷德霍姆子式 


4.1.3 | 正交性 
3.2.2 


向 量的〜 
关于权~ 
正交多项式 


3. 4. 1 ,3. 4. 9 

7. 3.6 


3.5.2,4.1.1 

9.2.4 
^ 9.3.2 

1.5.2 


拉 盖尔〜 


半环 


勒 让德〜 

带离散权的 〜 
契贝 谢夫〜 


7. 3.4 


半连续性 

下（上）〜 

度量空间中曲线的长的下~ 
平面上的初等集 


2.6.3 


7. 3.7 


埃尔米特 〜 


2 


7. 3.7 


5.1.1 


正交系 

乘积空间上的~ 

L 2 中函数的〜 

拉德马赫-沃尔什~ 
拉德马赫-哈尔〜 
向量的~ 

拉德马赫函数~ 

沃尔什函数~ 

哈尔函数~ 

正交基 


代数 


(巴拿赫，交换，赋范，具有单位元的）〜 


7.3 


11 . 1.1 


7. 3.9 
7. 3.9 
3. 4. 1 
7.3.9 
7. 3.9 
7. 3.9 


集~ 


可测集~ 

具有对 合的〜 

圆中解析函数的~ 

紧统上连续函数的~ 

具有绝对收敛傅里叶级数的函数的~ 


5.3.1 

11.4.3 

11 . 1.2 

11 . 1.2 


11 . 1.2 
11 . 1.2 
3.1.3,3.3.3,4.1. 1 


空间 4( - »，》)与4(0，》)中的 ~ 7. 3.7 

特征向量的〜 

标准〜 


A 的~ 

~维数 
~共辄空间 
可测函数的〜运算 


4. 6. 5 
3. 4. 1 


4.2.1 正则的 

5.4.2 


〜巴拿赫代数 
算子的~点 
代数元素的~点 
〜映射 

~拓扑空间 


11.4.2 
4. 5.7 
11 . 2 . 1 
10. 2. 3 
2. 5.6 


〜数 


1.3.2 

11.1.1 


〜同态 

r 代数的不可约性 
〜元素的谱的非空性 


L 5.4 


11.2.2 
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完全有界度量空间的 〜 


可加泛函 
可微泛函 
可乘泛函 
可度量化空间 

可分离的拓扑空间 
可分离线性拓扑空间的正则性 
可分度量空间 
可分拓扑空间 
可分性 

可分度量空间的子集的~ 

空间 1^,和,1^,/ 2 ,(：[〜6]，(： 2 [〜6]的~ 

2. 2.3 
6 . 6 . 6 

1. 2.3 


2. 7. 1 


10.1.5 可数紧性 

11.4.1 可数希尔伯特空间 
2.5.7 可数集 

3. 5.1 可数紧拓扑空间 

3. 5.1 可数准紧集 

2.2.3 可数性 

2.5.3 


2. 6.4 


5 


1.3.2,1.3.3 

2. 6.4 
2.6. 5 


有理数集的~ 

可分欧几里得空间正交系的~ 


1.3.2 

3. 4.3 

5. 4. 1 ,5.5. 1 

5. 4.2 
5.4. 1 
5. 4. 1 

5. 1.2,5. 3. 1 -5. 3.4,6. 5.2 

5. 1.2 


3.4.7 可和函数 

可测函数 

~的运算 
可测函数 
/ I 可测函数 
可测集 

可测集的性质 
可测性 

按卡拉泰奥多里的〜 

可积函数 

简单〜 

可测博雷尔函数的复合 
可测函数的复合 
可赋范性 

局部凸，局部有界线性拓扑空间的~ 3. 5.2 

赋范空间的共轭空间的~ 

哈恩-巴拿赫定理的几何解释 


空间 A 的~ 
空间 A 的~ 
■可加性 

勒贝格积分的 - 
测度的〜 


5. 5.4 

5. 1. 1,5. 1.2,5. 2.3, 


5. 3.2 


5.5.3 


勒贝格测度的~ 

可比较范数 
可数赋范空间 
可数赋范空间的线性泛函 
可数赋范空间上泛函的序数 
可数可加性 

测 度的〜 

勒贝格测度的~ 

可数基 


5.5.4 


5. 5. 1 
5. 4. 1 
5 i 4. 1 


5 


5 


4. 1.4 


3. 5.2 


4.1.4 


4. 2.2 


5. 1. 1,5. 2. 3,5. 3. 1 


5. 1.2 


2. 5.3 


六 


线性空间子空间族的~ 


全连续算子 
全原象 

集族的〜 


4. 6. 1 

1.2.1 压缩映射原理的拓广 

1.5.5 压缩映射原理的应用 

3. 2. 3 关系 


2. 5.4 


2. 4.2-2. 4.4 


吸收 


1 . 2 . 2 


权(权函数） 
传递性 

负载弦的平衡 
交换代数 


7.3.6 


等价〜 


1 . 2.2 


9. 1.2 同胚 
11 . 1 . 1 


度量空间的~ 
拓扑空间的〜 


2. 1.2 


2. 5.5 


交 


1.1.2 同构 


集的 〜 
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代数的 ~ 

希尔伯特空间与其共轭空间之 间的〜 4. 2.3 
可分希尔伯特空间的〜 

复可分希尔伯特空 间的〜 

欧几里得空 间的〜 

线性空间的~ 

空间的〜 

复空间4(义^)的~ 

偏序集的~ 

多项式 


可数赋范空间的 - 
广义函数的~ 


11 . 1 . 1 


5 


4. 4.4 

4.3. 1 


弱〜 


3. 4.6 


3.4.9 收敛(性) 
3.4.6 


空间尺中的〜 

空间 A 中的~ 

空间 L 2 中的~ 

空间 I 中的~ 

空间 Z 中的~ 

平均~ 

均方〜 

依测度~ 

度量空间中序列的~ 

拓扑空间中序列的~ 

各种形式函数序列~的比较 
几乎处处~ 


4. 4.2 
7. 1. 1 ,7. 2. 5 
7. 2. 1 ,7. 2. 5 

4, 4.7 


3. 1. 1,3. 1.3 

7. 2.3 
7. 2.4 
1.4.2 


拉盖尔~ 


7. 3.7 


7. 2. 1 

5. 4. 6,7. 3. 5 

2 . 2.2 
2. 5.4 
7. 2.5 
5. 4.4,7. 3.5 


勒让德~ 

契贝 谢夫〜 

埃尔米特〜 

自反的线性拓扑空间 
自反性 
自共轭算子 

E 到内的自然映射 
行列式 

格 拉姆〜 

弗雷德 霍姆〜 

向量空间 
向量间的夹角 
向量的完全系 

充分条件 

泛函极小值的~ 

傅里叶积分收 敛的〜 

多元傅里叶积分收敛的~ 
傅里叶级数收敛的~ 

傅里叶级数一致收敛的~ 
共辗的 


7. 3.4 


7.3.6 

7.3.7 
4. 2.4 

1.2. 2,1. 4. 1 

4. 5. 6,4. 6. 5 闭集 

4. 2.4 


度量空间的~ 
拓扑空间的~ 
直线上的~ 


2. 2.4 
2. 5. 1 


7.3.8 

9.3.2 I 闭覆盖 


2. 2.5 
2. 5.3 


闭性 


极大理想的~ 

巴拿赫代数的不可逆元素集的~ 
闭算子 


3. 4. 1 
3.4.5 


11.3.2 
11.2.2 
4. 5.4 
. 3.2.1 
2 . 2 . 1 


10. 3. 2 闭线段 


闭球 


8.4.7 闭包 


线性〜 

度量空间中集的~ 
拓扑空间中集的~ 


3. 3.2 
2 . 2 . 1 
2. 5. 1 


1.2 


〜空间 


4.2.1 有限集 

9. 2.1 有限维算子 

4.2.3 有界可测函数的可积性 

3.1.5 有向集 

3.1.5 有序集 

4.5.5 有序积 

4. 5. 6 有序和 

4. 5. 5,4. 5. 6 有序集的始截段 

2. 2.2,2. 5.4 有序集的剩余 


- 核 


4. 6. 1 ,9. 2. 1 


〜线 性同构 

~泛函 
~齐次泛函 

~算子 

欧几里得空间的~算子 
~算子的性质 
收敛序列 


1.4.3 

1.4.5 

1.4.4 

1.4.6 
1.4.6 
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有界映射 
有界性 

赋范空间的弱有界子集的~ 

巴拿赫空间上弱收敛泛函序 列的〜 4.3.3 

赋范空间弱收敛元素序列的〜 

有心的集族 


线性映射的 〜 
广义函数的~ 
复合函数的~ 
弗雷歇〜 


10. 1.7 


10 . 1 . 1 
4.4.4 
10 . 1. 1 
10 . 1 . 1 


4. 3.2 


高阶〜 


4.3.2 


10. 1 


(上，下，左，右）〜 

按其〜求函数 


2 . 6 . 1 


6.1.2 

4. 4.6,6.4，10. L 7 


导数 


6. 1.2 


伽托〜 

荷对测 度的〜 
积分对上限的~ 


10.1.2 极值问题 

6.5.3 


10.3 


约束〜 


10. 3. 3 
2. 7. 1 


网 


6. 1. 3 ,6. 3 


S 


七 


沃尔泰拉抽象算子 
余维数 

线性泛函 核的〜 

希尔伯特砖 
希尔伯特空间 

复希尔伯特空间 

希尔伯特空间的基本平行六面体 
希尔伯特恒等式 


代数心的〜 


9. 2. 4 ,9. 3. 1 


11.1.3 


3.1.4 极大元 

3.1.6 极小 o ■代数 

2. 7. 1 ,3. 2. 1 极小元 

3. 4. 6,7. 2.3 极限 

3. 4. 9 ,7. 2. 4 度量空间中序列的~ 

左或右~ 


1.5.4 


2 . 2.2 


2. 7. 1 

11.2.2 极限点 


6 . 1 . 1 


邻域 


度量空间中的~ 

拓扑空间中的~ 
T , 空间的〜 


2 . 2. 1 


集的〜 

点的~ 


2. 5.6 
2. 5. 1 

2.2.1 I 连续统假设 


2. 5. 1 


2. 5.6 


邻域 


1.4.7 


条件 


连续性 

线性算子的~ 

测度的~ 

左与右的~ 

复合函数的~ 

连续荷 
3.5.2 连续谱 

4. 2.2 连通的两点 

连通性 


迪尼~ 

利普希茨〜 

可压缩〜 

~极值 

局部凸性 

赋范空间的~ 

在 ir 中强拓扑的〜 

局部有界性 

賦范空间的〜 

局部凸线性拓扑空间 
局部有界线性拓扑空间 
极大链 

极大重紧扩张 

极大理想 


1 . 1 , 8 . 1.2 

2. 2.5 
2. 4.2 


4. 5.2 

5.1.2,5. 3. 1 

2. 5. 5 
2. 5. 5 
6. 5. 2 
4. 5.7 
2. 5. 1 ,2. 5. 6 


10. 3. 3 


中开集的~ 
拓扑空间的〜 


2. 2.5 


IJ 3 


3.5.2 

3.5.1 序数 
1.4.7 
11.4.3 


2. 5.3 


1.4.5 


〜的和 


L 4.4 


〜的积 


1.4.5 


〜的比较 


11. 1.3 


L 4.6 
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〜 的相等 

~ 集的开区间 


拓扑空间映射连续性的~ 
度量空间完备性的〜 

标准正交系完备性的〜 

可数赋范空间完备性的~ 

空间中极限点的~ 

完备度量空间中集的准紧性~ 
赋范空间中弱 收敛〜 

泛函序列弱收敛~ 

简单函数可和性~ 

拓扑空间可数紧性〜 


1.4.6 
2. 6.4 

1.4.3 

1.4.3 

1.4.6 

2. 7. 1 
2. 5.6 
2.7.1 
2. 5.6 
5. 3. 2 
2. 7. 1 
1.4.5 
1.4.3 
2. 3. 1 


2. 5.5 


2. 3.2 


序型 


3.4.5 

3. 5. 3 
2. 5.6 
2.7.3 

4. 3.2 

4. 3. 3 

5. 5. 1 
2. 6.4 

2. 6. 3 ,3.1. 5 


完全有界集 
完全正则拓扑空间 

完全有界度量空间存在可数基 
完全正则遗传性 
完全测度 
完全有界性 

完全有序性 
完全有序集 

完备度量空间 
完备性 

自反赋范空间的~ 

在强拓扑中与赋范空间共轭的空间的~ 


泛函 


可加 - 


凸〜 


3. 2.2 


可微〜 

线性~ 

线性~的几何意义 
不连续的线性~ 

连续的 线性〜 

希尔伯特空间上的线性连续~ 
赋范空间上的线性连续~ 
可数赋范空间上的线性连续〜 
空间上的线性连续~ 
空间 6] 上的线性连续~ 
空间 c Q 上的线性连续~ 

空间 A 丨上的线性连续~ 

空间 R n 上的线性连续~ 

线性连续~的例 
有界线性~ 

线性~的例 
闵可夫斯基~ 

可乘~ 

连续~ 

齐 次凸〜 

复空间上的齐次凸~ 

齐次~ 

正 齐次〜 

分离集的~ 

共轭 线性〜 

共轭 齐次〜 


10.1. 5 


1 


4. 2.4 


3. 1.6 


4. 2. 2 


可数赋范空 间的〜 

空间以《，6]的~ 

空间 A 的~ 

空间 A 的~ 

空间4的~ 

空间 m 的〜 

空间『的〜 

空间 

完备系 

拉盖尔函数~ 

-- / Tl 中 / 扩 

二角函数〜 

沃尔什函数~ 

哈尔函数〜 

埃尔米特函数~ 

判别准则 

拓扑 基的〜 

可测函数的~ 

简单可测函数的~ 

度量空间紧性的~ 

拓扑空间紧性的~ 

赋范空间中线性泛函连续性的〜 
拓扑空间中线性泛函连续性的~ 


5 


4. 2.3 


2. 3. 1 


4. 1.2 


4. 1.4 


7. 2. 1 ,7. 2. 2 

2.3. 1 
2. 3. 1 
2.3. 1 
2. 3. 1 


6 . 6 . 6 


6 . 6 . 6 
4. 2.3 
4. 2.3 

4. 1.2 
4. 1.2 
4. 1. 1,4. L 2 


8. 4.3 

7. 3.1,7. 3.2,8. 2.2 

7. 3.9 
7.3.9 
8.4.3 


3, 1.5 


3.2.3 

11.4. 1 


3. 2.2 


2. 5.3 
5. 4. 1 ,5. 5. 1 


3. 2.4 


3. 1.5 


3. 2.2 
3, 2.5,4. 1.3 


2. 7.2 
2 . 6. 1 
4. 1.2 


3.1.5 


3. 1.5 
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_ 


〜的极大值 
〜的极小值 
~的极值 


~极值的必要条件 
10. 3. 1 良序集 

10. 3. 1 均方差 


10.3. 1 


10.3.1,10.3.3 

1.4.5 
7.2. 1 


八 


枚举序列集 
抽象函数 


5.5.6 用半环生成的集〜 
10. 1.6 


1.5.3 


初等集〜 


5. 1. 1 


博雷尔函数 
博雷尔集 


8 环 


1.5.4 


可测集5环 


5. 3.2 


1. 5. 4,2. 2. 4 
10.3,10.3.3 


变分法 


环 


1.5.4 


变差 


拉格朗日乘子 
6. 5.1 拉格朗日乘子法 

9.1.2 非排斥的“或” 

9.1.2 非线性积分方程 

6.4 欧几里得空间 
6. 5. 2 


10. 3. 3 
10. 3. 3 
1. 1.2 
2.4.4,10.4 
3. 4. 1 ,3. 4. 8 

3. 4.9 
2 . 1 . 1 


荷的上〜，下~与全~ 


弦 


~的振动 
奇异函数 

奇异荷 


复〜 


直和 


n 维算术~ 

~的特性 
. ~的向量坐标 
欧拉折线 


3. 4.7 


可数个子空间的~ 

CT 代数的~ 


3. 4.8 


3.4.7 


3. 4.4 


直积 


2. 7.5 


集的〜 


5. 6. 1 单射 

5.6.1 单调函数 

8. 4.5 单位(元） 

代数的~ 

集族的~ 
3. 2.2 单位算子 

3.2.4 单纯形 

3. 1.5 


1 . 2 . 1 


集 族的〜 


6 . 1 . 1 


卷积 


/ i 中的~ 

有界变差函数的 - 
齐次凸泛函 

复空间上的~ 

齐次泛函 

实线性空间 
实数集的不可数性 


11 . 1.2 


11 . 1 . 1 


8. 7.2 


4. 5. 1 


3. 2. 1 


~的边界 
~的&维边界 


3. 2. 1 


3.2. 1 


维〜 


1.3.4 


3. 2. 1 


势 


范数 


连续 统的〜 

集的〜 

自然数列的一切子集所成的 集的〜 1.3.6 

1.4.6 


双线性映射的~ 
线性算子的~ 

共轭线性算子的~ 

泛 函的〜 

〜的等价性 


10. 1 


1.3.6 


4. 5.2 

4. 5.5 
4. 2 

3. 3. 3 ,3. 5, 3 


1.3.6 




环 


集〜 


1.5.1 性质 


可测集〜 

按约当可测的集~ 


C 性质 

绝对连续函数的〜 


5. 4.6 


5. 3. 4,5. 3. 5 


6.4 
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可测集的〜 

可测函数的〜 

抽象函数积 分的〜 

勒贝格积 分的〜 

黎曼-斯蒂尔切斯积分的~ 
全变差的~ 

傅里叶变换的〜 

弗雷歇导数的〜 

代数的元素的谱与预解式的 〜 
可数集的~ 

平方可积函数~ 

平行四边形的~ 


5. 1.2,5. 3. 1 

5.4. 1 
10. 1.7 


凸核~ 

~的比较 
相对〜 

5.5.3 拓扑空间 

6.6.4 


3. 5.2 
2. 5.2 
2. 5.2 
2. 5. 1 


线性~ 

具可数基的〜 

~的连续映射 
- 中的闭包运算 
〜的完全正则性 

拓广的阿尔采拉定理 
线性空间 

线性拓扑空间 
线性空间的维数 
线性空间中的对称集 
线性拓扑空间中的有界集 
线性拓扑空间上的连续泛函 
线性泛函 

不连续~ 

~的几何解释 

~范数的几何意义 
可数赋范空间中的~ 

利用~分离凸子集 
线性泛函的一般形式 

希尔伯特空间中~ 

有限维空间中~ 

可数赋范空间中~ 

空间 C [ a ,6] 中~ 

空间 ~ 

空间 c 。 中~ 

空间中~ 

线性算子(亦可参见算子） 

~的图 


6.2 


2. 5.3 
2. 5.5 
2. 5.7 
2. 5. 6 
2. 7.7 


8. 4.2 
10 . 1 . 1 
11.2.2 
1.3.2 


7. 2. 1 


5 


3.4 


3. 1.2 


变换 


3. 5. 2 


拉普 拉斯〜 

拉普拉斯~对解微分方程的应用 
傅里叶~ 

快速下降函数的傅里叶~ 

空间[ 2 (- 00 , 00 )中的傅里叶~ 


6 . 1 


8 . 6.2 
8乂 1 


8. 4.4 


3. 1.6 


5, 1,8. 5.2 


4. L 2 
4. 1.4 
3. 2. 5,4. 1.3 


广义函数的傅里叶〜 

广义函数傅里叶~的例 

傅里叶~的函数的唯一确定性 

傅里叶~的基本性质 

傅里叶〜的例 

卷积的傅里叶~ 

傅里叶~的反演公式 
ri 元函数的傅里叶〜 

泛函的傅里叶~ 

傅里叶-斯蒂尔切斯~ 


8. 4. 1 


8. 4.2 


4. 2. 3 ,7. 2. 3 

4.2.3 


8. 4. 1 


8. 4.5 


4. 1.4 


8. 4. 1 


6 . 6 . 6 
6 . 6.6 
4. 2.3 
4. 2.3 
4. 5. 1 
4. 5.4 
4. 5.4 
4. 5. 1 
4. 5.2 
4. 5.6 
4. 5.5 
4. 5.6 
4. 5. 1 


8.4.7 


8. 7. 1 ,8. 7.2 

有界变差函数的卷积的傅里叶-斯蒂尔切 


斯~ 


8. 7.2 


拓扑 


2. 5. 1 


闭〜 


极大理想集中的~ 
可数赋范空间中的~ 
离散〜 


11.4.2 


连续的~ 

有界~ 

自 共辄〜 

与已知算子共轭的〜 

埃尔米特共轭~ 

从 R n 到 R m 内~的一般形式 
线性相关与线性无关 


3. 5.3 


2. 5. 1 


弱 


4.3.3 
2. 5.2 


集族生成的〜 

,给定〜的方法 
平凡~ 


2. 5.7 


2. 5. 1 


3. 1.2 
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线性包 
线性有序集 
线性闭包 
线性流形 

绝对连续函数的~ 

希尔伯特空间中的〜 
与集相切的~ 

线性规划与凸规划 
n 线性映射 


度量空间中的 连续〜 
拓扑空间中的连续〜 
广义〜 

本〜 

简单〜 

分布〜 

平方可积~ 

复平方 可积〜 

有界 变差〜 

奇异〜 


2. 1.2 


2. 5. 5 


1.4.3 
3.3.2 
3. 3. 2,3. 4. 7 


4.4.3 
4.4.2 


6.4 


6. 6. 3 

7. 2. 1 
7. 2.4 


3.4.7 
10. 2. 3 
10. 3. 3 


6.2 


10. 1 


例子 


6.4 


可加的但不是 0" 可加测度的~ 
不可测集的~ 

非完全有界集的~ 

不可分空间的~ 

非0■有限测 度的〜 

可数紧但不是紧空 间的〜 

仅是弱可微函数的~ 

巴拿赫代数的~ 

线性算子的~ 

线性泛函的~ 

賦范空间上线性泛函的~ 

正交 基的〜 

傅里叶变换的~ 

广义函数傅里叶变换的~ 

广义函数的导数的~ 


可积~ 


5. 5. 3 ,5. 5. 6 

4.4. 1 
4.4.4 
5.4. 1 

5.4. 1 
5.4. 1 

3. 1.5,4.1.2,4. 3.2 

4. 3.3,4.4.3,8.1. 1 

4.4.3 
4. 4.3 
7. 3.7 

8.4.3 
7.3.7 


5. 2.3 


有限支集~ 

海 维赛〜 

B 可测〜 

M 可测~ 
((^，^)可测 ~ 

5函数 


5. 1.3 


2. 7. 2 

2. 2. 3,3.4. 3 


5.3 


2. 6.4 


10. 1.4 


11 . 1.2 
4.5. 1 


8 函数的导数 
移位的5函数 


拉盖尔~ 

拉 盖尔〜 的完备性 


4.1.2 

3.4.2 


埃尔米特~ 

埃尔米特~作为傅里叶变换的原函数 8. 5. 2 

埃尔米特~的完备性 

~在点的上极限 
~在点的下极限 
〜在点的振幅 
在间断点的阶跃〜 

〜 的值域 
~的定义域 
~的全变差 

~族一致有界性 
〜族等度连续性 
~按勒让德多项式展开 
〜光滑程度与其傅里叶变换在无穷大处减 
小之间的关系 


8. 4. 1 


8. 4.3 
2.6.3 
2. 6.3 
2. 6.3 
6 . 1 . 1 
1 . 2 . 1 


4.4.4 


向量空间的~ 


赋范空间的~ 

共轭空间的~ 

可数赋范空间的〜 
线性拓扑空间的 
弱收敛序列的~ 
极值问题的~ 


4. 2.3 


1 . 2 . 1 


4. 3.2 
10. 3. 1 
1 . 2. 1 


6.2 


函数 


2. 7.4 
2. 7.4 
7. 3.4 


绝对连续~ 

抽象〜 


6.4 


10. 1.6 
7.3.6 
5.4. 3,5. 5. 7 


权〜 


狄利克雷〜 

可测〜 

按博雷尔可测的~ 

单调非递减(非递增）~ 


8. 4.2 


和 


集的〜 

集的有序〜 


1.4.4 


6 . 1 . 1 
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算子的〃 

序数的~ 

泛函的~ 

向量空间的元素的 〜 
达布~ 

费耶〜 


具有可数基的度量~ 

共轭~ 

与快速下降序列空间共轭的~ 
与希尔伯特空间共辗的~ 

与可数赋范空间共轭的~ 

与空间的 C [ a ， 刈共轭的~ 

与空间％共轭的~ 

与空间^ 共轭的~ 

与空间 R ' C n 共轭的~ 
可数希尔伯特~ 

可数紧~ 

可数赋范~ 

拓扑〜 

有界变差函数~ 

豪斯多夫~ 

空间 C n 


4. 5.3 
1.4.5 
4. 2. 1 


2. 5.3 
4. 2. 1 


4. 2.3 


4.2.3 

4.1.4 

6 . 6 . 6 

4. 2.3 
4.2.3 


8 . 2 . 1 


空间 


同胚~ 

等距~ 

同构欧几里得~ 

线性 同构〜 
算术〜 

巴拿赫~ 

重紧~ 

孤立点~ 

欧几里得~ 

快速下降序列〜 
向量〜 

完全正则~ 


2. 1.2,2. 5. 5 

2 . 1 . 2 , 11 . 1 . 1 

3.4.6 


4. 2.3 


5 


2. 6.4 


2. 1. 1,3. 1. 1 


5 


2. 5. 1 ,3. 5. 1 


2. 6.4 

2. 1. 1,2. 2.3,2. 3. 1 

3.4.1,3. 4.9 


6.2 


2. 5.6 

3. 1. 1,3.1.2,3. 3. 1, 

3.4.9 

2. 1. 1,2. 2. 3 ,2. 3. 1 
3. 1. 1 ,3. 3. 1,3.4. 8,4.2.4, 

4. 3. 2 ,6. 6. 6 

6. 6.6,10. 3. 1 
3.5.3,11.4.3 

2. 1. 1 ,2. 2. 3 
2. 3. 1 ,3. 4. 2 

3. 4.9 

11 . 1.2 

11.4.3 


3. 5.3 


空间 C [ a ，6] 


2. 5.6 
4. 2.4 
3.4.6 

2. 1. 1,2. 2.3,2. 3. 1 

2 . 6. 1 

3. 1. 1,3.5. 1 

2. 5.7 
2 . 1 . 1 
2. 2. 3 ,2. 5. 3 

2. 5.6 


希尔伯特~ 


空间 GUj ] 
空间。》] 
空间 [ a ，6] 


离散〜 


紧〜 


线性 ~ 

可度量化〜 
度量〜 

可分度量 - 

正规~ 

赋范〜 
基本函数~ 


复空间 C 2 [a，A] 
空间 G 

空间 CBF[0,1] 
空间 c 

空间 

空间< 

空间尺 

空间 /r 
空间耵 aj] 
空间I 
空间 /T 
空间 A 


3. 1. 1,4. 2.4 

4. 2. 3 ,4. 2. 4 

4. 4. 2,8. 8 


4. 4.2 


完备~ 


2. 3. 1 
4. 2.4 

2. 5.6 
4. 2.4 
2. 5.3 


半自反~ 

正则〜 


3.5. 1,3. 5.3 

4. 4.2 

4. 4.7 


自反〜 


具第二可数性公理的 〜 
具第一可数性公理的 〜 
连通~ 

可分〜 

黏点~ 

具可数基的~ 


2.5.3 


7. 1. 1,7.1.2,7. 2.5 


2. 5.3 
2. 2.3,2. 5.3 

2. 5. 1 
2. 5.3 


空间 A 的连续函数集的完备性 
空间 A 的简单函数集的完备性 

空间4 


7. 1.2 


7. 1.2 


7. 2. 1,7. 2.4,7. 2.5 
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复空间 L 

空间4 
空间 A 
空间 


贝尔~ 

魏斯特拉斯 - 


7. 2.4 

, 

7. 2.2 
4. 2. 3 ,4. 2. 4 
2.1.1,2. 2.3,2. 3. 1, 
2. 7. 1 ,3.1.1,3.4.2,4 3.2 

3.4.9 
2.1.1,4.2.4 

4.2. 3 ,4. 2. 4 
2. 1. 1 ,2. 2.3,3. 1.1, 
3. 3. 1 ,4.2. 3 ,4. 2. 4 
2. 1. 1,2.3.1,3.1. 1, 


2. 3.3 
3. 3.2,3.4. 2 
7. 3.1,7. 3.4,8. 3.2 

11.4.3 
11.4.3 
4. 6.5 

5.4.5 

1.3.5 


维纳〜 

盖尔芳德-纳依玛尔克~ 
希尔伯特-施密特〜 
叶果洛夫~ 

康托尔-伯恩斯坦~ 


复空间4 

空间冬 

空间 C ，/; 
空间 m 


卡尔列松~ 


关于按绝对连续的导数求其原函数的勒 

贝格〜 

关于单调函数可微性的勒贝格~ 

关于取极限的勒贝格~ 

列维〜 

鲁金〜 

关于切流形的刘斯切尔尼克的~ 


6.4 


空间 R 1 


6.1.2 
5. 5.5 
5. 5.5 
5.4.7 
10. 2. 3 

关于可展情形切流形的刘斯切尔尼克的~ 

10. 2. 3 


空间 R 


2.1.1,2. 3.1,2. 7. 1, 
3.1. 1,3.1.2,3.3. 1, 
4. 1.2,4. 2. 3 ,4. 3. 2 
2. 1. 1 ,2. 2.3,2. 3. 1, 

3. 3. 1 ,4. 2. 3 
2. 1. 1,3. 4.8,4. 2.3 

2. 1. 1,2. 2.3,2. 3. 1, 

3. 3. 1 ,4. 2. 3 
3. 1. 1,3.5. 1 
3. 5. 3,4. 4.7,8.4.4,8. 8 


空间 R ； 


空间 
空间 R 


IN 


关于与域 C 同构的巴拿赫代数~ 11. 2. 2 

关于 球套〜 

关于在具可数基空间中选岀可数子覆盖的 


2. 3.2 


空间 R * 

空间心 

空间 

空间 F G [ a ，6] 

空间 Z 

71维算术空间 

n 维欧几里得空间 
T x 空间 
T 2 空间 

空间 

空间的完备化 

空间 w 的不可分性 


2. 5.3 


关于从依测度收敛的序列中选出几乎处处 

收敛子序列的〜 

关于紧统到豪斯多夫空间内的连续双射的 

同胚映射~ 

关于巴拿赫代数到连续函数的代数内的 

同态~ 

关于积分对上限微分的~ 

关于有界变差函数可微性~ 

关于半连续函数达到下确界~ 


5.4.6 


6 . 2 , 6 . 6 . 6 


2 . 6.2 


2. L 1 


11.4.2 
6. 1. 3 ,6. 3 


2. 5. 6,3. 5. 1 

2. 5.6 


6 . 2 


2 . 6.3 

关于微分方程的解对初始数据的依 赖性〜 

10 . 2 . 2 

关于紧统在任何包含它的豪斯多夫空间内 


2. 3. 4,3. 4. 6 

2. 2.3 


空集 


定理 


闭性的~ 

关于紧算子集的闭性~ 

关于在可分赋范空间的共轭空间中，闭球在 

弱 # 拓扑意义下的紧性~ 

关于希尔伯特-施密特算子紧性~ 9. 2.1 

关于紧算子的共辗算子紧性〜 


2 . 6 . 1 


阿尔采拉~ 


2. 7.4 


4. 6.2 


推广的阿尔采拉〜 
关于闭图象的巴拿赫~ 
关于逆算子的巴拿赫~ 
巴拿赫-斯坦豪斯〜 


2. 7.7 


4. 5.4 


4.3.4 


4.5.4 

11.2.2 


4. 6.2 
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关于其中一个算子是紧的算子之乘积的 

紧性〜 

关于代数的元素谱紧性〜 

关于可测函数复合的~ 

关于可分赋范空间的共轭空间中单位球可 

度量的~ 

关于拉格朗日乘子~ 

关于一切子集所成的集的势~ 

关于可分度量空间存在可数基的~ 

关于不动点~ 

关于紧空间连续象~ 

关于连续映射复合的连续性~ 

关于非空谱〜 

关于隐函数可微性~ 

关于隐函数存在〜 

关于紧统的正规性〜 

关于凸集交的~ 

关于环之交的~ 

关于拓扑之交的~ 

关于完备系与封闭标准正交系~ 


关于度量紧统的连续映射一致连续性〜 


4. 6.2 


2. 7.6 


关于凸集分离性~ 

关于绝对连续函数分解为单调绝对连续函 

数之差的~ 

关于希尔伯特空间分解为子空间及其正交 

补的直和~ 

关于荷的分解~ 

关于单调函数分解为阶跃函数与连续函 

数的〜 

关于映射按泰勒公式展开的~ 

关于有界变差函数分解为单调函数之差的 


11.2.2 


5. 4. 1 


6.4 


4. 3.4 
10. 3. 3 
1.3.6 
2. 5.3 
2 . 4 . 1 
2 . 6.2 


3. 4.7 
6 . 5 , 1 


6 . 1 . 1 


10 . 1 . 10 


2. 5.5 


4. 5.7,11.2.2 

10 . 2 . 1 
10 . 2 . 1 
2 . 6. 1 
3 , 2 . 1 


6.2 


关于有界变差函数分解为绝对连续函数、奇 

异函数与阶跃函数之和的~ 

关于凸泛函与凸集联系的〜 

关于空间 a 可分性~ 

关于赋范空间的元素序列弱收敛性~ 4. 3. 2 
关于巴拿赫空间上泛函序列弱收敛的~ 


6.4 


3. 2.3 
7. 1.2 


2. 5.2 


4.3.3 


关于紧算子的特征向量与特征数〜 


3.4.4,3. 4.5 

关于可数紧度量空间完全有界性~ 2. 7.2 

7.3.5 


4. 6. 3 ,4. 6. 5 

关于具可数基空间的紧性与可数紧性一致 

2. 6.4 


关于完备正交系乘积的完备性〜 
关于空间 A 完备~ 

关于空间4完备~ 

关于赋范空间的共轭空间完备~ 
关于给定在环上测度半加性~ 
关于度量空间完备化~ 

关于单调函数级数逐项可微~ 


的〜 


关于谱半径〜 

关于有界算子谱〜 

关于黎曼积分同勒贝格积分比较的~ 5. 5. 7 
关于黎曼-斯蒂尔切斯积分同勒贝格-斯 

蒂尔切斯积分比较的~ 

关于序数比较的~ 

关于中值~ 

关于在半环上极小环的构造~ 

关于单调函数的导数的可和性〜 

关于希尔伯特空间的子空间中基存在的~ 

3. 4.7 

关于度量紧统的两点之间存在最短曲线的 


7.2. 1 

4. 2.2 

5. 2.2 
2. 3.4 
6.1.2 

关于在弱 # 拓扑意义下中有界集准紧性 


4.5.7,11.2.3 

4.5.7,11.2.3 


6. 6.4 


1.4.6 


~ 4.3.4 

关于从半环到其所生成的环的测度扩张~ 

_ 

5. 2.2,5. 2.3 

1 . 2 . 1 
1 . 2 . 1 
4.2.3 
4.2.3 


6.6.4 


5 


6.4 


关于集的和的原象之~ 

关于集的交的原象之~ 

关于希尔伯特空间的共辄空间的~ 

关于可数赋范空间的共轭空间的~ 

关于半环直积的~ 

关于算子与其共辄算子范数相 等的〜 4.5.5 


2.8 


关于极小环存在~ 

关于极小 cr 代数存在~ 


5. 6. 1 


1.5.4 
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关于紧空间的无限子集存在极限点的~ 


关于正交化~ 

关于可数紧条件的〜 

关于条件极值~ 

( 第一与第二)分离性〜 

佩 亚诺〜 

布兰舍列尔~ 

拉东-尼柯 迪姆〜 

空间 [ a ，6] 上的线性泛函一般形式的里斯 

6 . 6 . 6 

3.4.5 

11.4.2 

11.4.3 
11.4.3 

2.5.7 
2. 5.6 
5. 5.5 
7. 3. 1 ,8. 2. 1 


3.4.3 

2.6.4 
10.3. 3 


2 . 6. 1 
10.1.4 


关于强导数存在~ 

关于牛顿法的收敛性~ 

关于几乎处处收敛的序列按测度收敛的~ 

5.4.6 


10.4 


2.7.5 


8. 5. 1 
6.5.3 


关于傅里叶级数在一点收敛的~ 

关于傅里叶级数一致收敛的~ 

关于单调函数间断点集可数的~ 

关于商代数~ 

关于测度直积 f 可加性~ 

关于勒贝格不定积分绝对连续性〜 

关于代数的元素预解式解析性的〜 11.2.1 

关于可测函数列极限可测性~ 

关于巴拿赫代数与代数同构的~ U . 4. 2 

关于可分希尔伯特空间同构的~ 


1.2 


6.1. 1 


里斯-费希尔~ 

斯通-魏尔斯特拉斯~ 

斯通 _ 切赫~ 

吉洪 诺夫〜 

关于可度量的乌里孙〜 

关于延拓的乌里孙〜 

法图〜 

费耶~ 

对于空间心的费耶~ 

富比尼〜 

富比尼“小” ~ 

哈恩 - 巴拿赫~ 

复空间中的哈恩-巴拿赫 ~ 

赋范空间中的哈恩 - E 拿赫~ 

豪斯多夫 ~ 

赫利第二 ~ 

赫利第 一 ~ 

策梅洛 ~ 

关于巴拿赫空间方程的弗雷德霍姆 ~ 9.2.4 
关于连续函数空间方程的弗雷德霍姆 ~ 


11.3. 1 
5. 6.2 


6.4 


5.4.2 


3. 4. 6,3.4. 9 

关于空间 （ C [ a ，6]) * 与空间同构 

6 . 6.6 

4. 5.4 
8 . 4. 1 


8. 3.3 


的 - 


5. 6.4 


关于接近单位算子的算子之逆~ 

关于傅里叶变换的反演〜 

关于 a 元函数傅里叶变换的反演~ 8. 4.7 

关于希尔伯特空间上线性泛函一般形式的 

〜 4. 2. 3 ,7. 2. 3 

关于空间 C 1 [ a ,6] 上线性泛函一般形式的 

6 . 6 . 6 

2 . 6.2 


6. 1.2 
3. 2.4 
3. 2.4 


1.4.7 


6, 6.5 


6. 6.5 


关于紧空间上连续函数有界性~ 

关于紧空间上下半连续函数下有界~ 


1.4.7 


2. 6.3 


9. 2.5 
9.2.3 
9. 2.4 
9. 2.2 


关于线性算子的谱的有界性~ 

关于实线性空间中不相交凸子集的分离〜 

3. 2.5 

4.5.4 

4. 5.4 


4.5.7 


含退化核的方程的弗雷德霍姆~ 
含任意核的方程的弗雷德霍姆~ 
含对称核的方程的弗雷德霍姆〜 


关于开映射~ 

关于逆算子集的开性 - 


九 


3. 4.4 标准正交系 

9.2.6 殆周期函数 

4.5.4 矩形 


封闭标准正交系 
适定问题 
逆算子 


3.4. 1 
8. 7. 1 
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结构 

柯西问题 

热传导方程的~ 

平面热传导方程的~ 
绝对连续测度 
绝对连续函数 
绝对连续荷 

度量空间 

线性~的有界集 
〜中集的孤立点 
~中的稠密子集 
~中的无处稠密集 
~中的闭包运算 
~的压缩(压缩映射) 
〜中的基本点列 
~中的连续曲线 
〜中的曲线长 

~上的半连续函数 

〜映射的一致连续性 
度量紧统 


可微~ 


1.4.7 
2.4.3 
8.4.6 
8. 4.7 


团~ 


2. 5.5 

线性拓扑空间到第二共扼空间内的~ 4. 2.4 

“上 ”的〜 

连续〜 

有界〜 


6.4 


10. 1.7 

2. 5.5 
10. 2. 3 

1.4.2 


6 . 5 , 2 , 6 . 5 . 3 


开〜 


正则〜 

保序〜 
n 线性~ 

〜的不动点 
~的初级变分 
~的二阶导数 

〜的玎 阶导数 


2 . 1 . 1 


2 . 2 . 1 
2 . 2 . 1 

2.2.3 
2.2.3 
2 . 2. 1 

2 . 4. 1 

2.3.1 I 测度 


10. 1 


2 . 4 . 1 , 2 . 6 . 3 

10 . 1 . 2 


10. 1 


10. 1 


5. 1. 1,5. 2. 1 


绝对连续~ 

离散~ 

约当~ 

勒贝格〜 

平面上勒贝格~ 

勒贝格~的连续性 
勒贝格~的完全性 
71维勒 贝格〜 

勒贝格-斯蒂尔切斯~ 

绝对连续勒贝格-斯蒂尔切斯~ 


2 


1 


2 


1 


2.6.3 
2. 7.6 
2. 6.4 


5. 3.4 


5. 1.2 


点 


5. 1.2 


内~ 


2. 2.4 
2 . 2 . 1 
2. 4. 1 
2 . 2 . 1 

2. 5. 1 

2 . 2 . 1 
2.5. 1 
6. 1.2 
6. 1.2 

3. 2. 1 


5. 1.2 


孤立〜 

不动~ 

度量空间中的极限~ 

拓扑空间中的极限~ 

度量空间中的接触~ 

拓扑空间中的接触~ 

左不可见〜 

右不可见~ 

线性空间中占有最广位置的〜 
单调函数的间断~ 

第一^类间断~ 


5. 6. 2 
5. 1. 3 ,6. 6. 1 


5. 1. 3，6. 6, 1 

离散的勒贝格-斯蒂尔切斯~ 5. 1.3,6. 6.1 

勒贝格-斯蒂尔切斯~的例 
勒贝格-斯蒂尔切斯〜的生成函数 6.6. 1 

奇异的勒贝格-斯蒂尔切斯〜 5. 1.3,6. 6.1 
矩形类上的~ 

半环上的~ 

~的连续性 

I ； 

完全〜 

奇异〜 

具有可数基的 
GT 可加测度 
CT 有限测度 
~扩张 

按约当的~扩张 


6 , 6 , 1 


6 . 1 . 1 


5.2. 1 


6 . 1 . 1 


-if 


4.5.7 
1 . 2. 1 


5. 3.2 


映射 ( 亦可参见算子，泛函，函数) 

双线性~ 

“内”的〜 

度量空间的连续~ 

度量空间的同胚~ 

拓扑空间的同胚~ 


1 


10. 1 


7. 1.2 

5.2.3 


1 . 2 . 1 


2. 1.2 


5 


3 


2 . 1.2 


5.2.2 

5.3.4 


2.5.5 




446 


按勒贝格的 ~ 扩张 
〜扩张的单值性 
〜的半加性 
〜的 可数基 


5. 3.1,5. 3.2 重紧统 

5. 3. 2,5. 3. 5 重紧扩张 

5. 1.1,5. 2. 3,5. 3. 4 重紧拓扑空间 

7. 1.2 


2. 6.4 

11.4.3 
2. 6.4 


逐次逼近法 


2.4.2 紧线性空间 


格 


核 


真子集 

真子空间 


希尔伯特-施密特~ 
狄利克雷~ 

弗雷德霍姆积分方程的~ 


9. 2. 1 ,9. 2. 3 


原家 


2. 4.4,9. 2. 1 

9. 3.2 
4. 5. 1 


1 . 2 . 1 
2.5.5 


拓扑的~ 


原理 


线性算子的~ 

线性泛函的~ 

线性空间中集的〜 
赋范空间中集的~ 
两个积分算子乘积的~ 
费耶~ 


对偶~ 

一致有界~ 

压缩映射〜 

压缩映射~的推广 
压缩映射~的应用 

特征值 
特征函数 


3.1.6 


1 . 1.2 
11 . 2.2 
2. 4.2 
2. 4.4 
2. 4. 1 -2. 4.4 


3.2. 1 


9. 3.2 


8 . 2 . 1 


4.5.7 弱 
1.3.6 

8. 7.2 


映射的~导数 

线性拓扑空间中的~收敛性 
赋范空间中的~收敛性 
泛函空间中的~收敛性 

空间 C [ a ,6] 中的〜收敛性 

空间4中的~收敛性 
线性拓扑空间中的~拓扑 
共轭空间中的~拓扑 
巴拿赫空间的共轭空间中的~拓扑 4. 3.3 

赋范空间的~有界子集 

~微分 


10 . 1 . 2 
4. 3. 1 
4. 3.2 


〜法 


荷 


6. 5. 1 

连续~，离散~，绝对连续~与奇异~ 6.5.2 

~的支集 
〜的全变差 
离散测度 
离散拓扑 
离散荷 


4. 3.3 


6. 5.2 

6.5. 1 
5. 1. 3 ,6. 6. 1 

2. 5. 1 

6.5.2 
2. 6. 1 ,2. 6. 4 
2. 6. 1 ,2. 6. 4 


4. 3.2 
4. 3.2 
4. 3. 1 
4. 3.3 


紧统 


4. 3.2 
10. L2 


紧拓扑空间 


紧性 


积 


紧空间的闭子空间的~ 
积分算子的~ 

代数的元素之谱的~ 
可数紧度量空间的〜 
紧算子 

希尔伯特空间中的~ 

紧希尔伯特空间 

紧欧几里得空间 


广义函数乘以无穷次可微函数的~ 
测度的~ 

算子乘以数的~ 

算子的~ 

序数的~ 

泛函乘以数的〜 

线性空间的元素乘以数的~ 

代数的元素的~ 


2 . 6. 1 
4.6. 1 


4. 4.4 


5. 6.2 


4. 5.3 


11.2.2 


4. 5.3 


2. 7.2 


4. 6. 1 


1.4.5 


4. 2. 1 


4. 6.4 


3. 4.9 


3. 4.9 


11 . 1 . 1 
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积分 


泊松~ 

黎曼~ 

黎曼-斯蒂尔切斯〜 

费耶~ 

傅里叶~ (参见傅里叶变换) 
复形式的傅里叶〜 


8. 4.6 

5. 5.7 

6. 6. 4 

8 . 2 . 1 
8. 3. 1 
8. 4.2 


抽象函数的~ 

狄利克雷~ 

~作为 o ■可加集函数 
勒贝格~ 

勒贝格~的变量代换 
勒贝格不定〜 

勒贝格~的基本性质 
无穷测度集的勒贝格〜 

勒贝格~同黎曼〜的比较 
勒贝格~同广义黎曼〜的比较 
勒 贝格 - 斯蒂尔切斯~ 

关于单调函数的〜 

关于有界变差函数的~ 

简单函数的~ 

简单函数~的性质 
关于集的~ 


10. 1.7 


5.5.4 


6 . 6 . 3 


6.1.1,6.4 积分不等式 

5. 5.3 


赫尔德~ 


2 . 1 . 1 


柯西-布尼雅可夫斯基~ 
闵可夫斯基~ 


5.5.6 


2 . 1 . 1 


2 . 1 . 1 


5. 5.7 积分方程 
6 . 6. 2 

6 . 6 . 2 

6 . 6.2 


阿贝尔〜 

沃尔泰拉~ 


? 2. 4.4,9. 1. 1,9. 2.5 

9. 1.2 

2.4.4,9. 1. 1,10.4 

2. 4.4,9. 1. 1 
9. 2. 1 ,9. 2.2,9. 2.6 


能导出~的问题 


5. 5.2 非线性~ 
5. 5.2 


弗雷德霍姆~ 


5. 5.3 


隐函数定理的应用 
排斥的“或” 

第一类弗雷德霍姆抽象方程 
第一可数性公理 

第二可数性公理 
偏序集中的链 
偏序性 

拓扑的〜 


赋范空间的~ 


10 . 2 . 2 , 10 . 2.3 


3.3.3 


1.1.2 距离 
9. 2.6 


度量空间中的〜 
两集之间的~ 

曲线之间的~ 
点到集的~ 


2 . 1 . 1 


2. 5.3 
2. 5.3 
1.4.7 


2. 2.5 


2 


2. 2. 5 


理想 


环中的~ 

交换代数的~ 

随机变量 

离散与连续的〜 

基本序列 

基本函数范围的充足性 


2.5.2 


4. 6.2 

11. 1.3 
6. 6. 3 
6 . 6 . 3 
2. 3. 1 

4.4.5 


象 


集的〜 
算子的~ 

元的〜 


1 . 2 . 1 


4.5. 1 


1 . 2 . 1 


球 


闭〜 

开〜 


基 


2 . 2 . 1 


拓扑〜 

有限维线性空间的~ 


2 . 2 . 1 

2 . 2 . 1 


2.5.3 


〜中心与~半径 

商代数 

商空间 

巴拿赫空间的〜 
线性空间的〜 


3. 1.2 


哈默尔~ 


11.3. 1 


3. L 3,4. 1. 1 

4. 2.3 
7. 1.2 


对偶〜 

测度~ 

康托尔的对角线程序 


3 


1.3.4 



康托尔集 
康托尔集的第一类点与第二类点 


2. 2.5 按勒贝格可测构造集类 

勒贝格积分的绝对连续性 
2. 2.5 勒贝格积分号下取极限 

6.4 勒贝格积分的几何意义 

5.1.2,5. 1.3,5. 3.1 勒贝格不定积分 

勒贝格积分中的变量代换 

5.3.2 勒贝格-斯蒂尔切斯测度的生成函数 6 . 6. 1 


5. 5. 4 


5. 5.5 


康托尔梯 

勒贝格测度 
勒贝格测度扩张 
勒贝格测度扩张的完全性 


5. 6. 3 

6.1.1,6.4 

6. 6, 3 


5 


遗传性质 
确定邻域系 

富比尼定理反例 

斯蒂尔切斯积分号下取极限 
最优控制 
最小二乘法 

按~插值 
超平面 
超限数 


〜正二次泛函 

- 微分 


2.5.6 


10 . 3 . 2 

10 . 1 . 1 


2. 5.3 


5.6.4 赋范空间 

6.6.5 

10. 3. 3 


~的闭子空间 
〜的元素完全系 

〜到二次共轭空间内映射的等距性 4. 2. 4 

11 . 1 . 1 

3.4 4,3.4.9,8.1. 1 

7. 3.3,8.4. 1 


3. 3.2 


3.2 


赋范代数 

3.1.6 傅里叶级数 


复形式的~ 

关于正交函数系的~ 

关于标准正交系的〜 

区间 [ _77,77]上的三角函数标准正交系的 


1.4.5 


1.4.3 

1.4.6 


3. 4.4 


超限归纳法 

超限序数 
超越数 


1.4 


1.4.5 


任意区间上的三角函数标准正交系的~ 


1.3.4 


幕 


7. 3. 1 


测度的^次~ 
集的 n 次〜 

集族的〃次~ 


发散的~ 

按费耶可积的~ 

~在一点的收敛性 
~全局的收敛性 
~的一致收敛性 


5. 6.2 


5.6. 1 


8 . 2 . 1 


5. 6. 1 


等距 


2. L2 


〜同构代数 


11 . 1 . 1 


1.2 


等式 


两个变量函数的~ 


帕塞瓦尔~ 

关于三角函数系的帕塞瓦尔~ 
等价函数 


3.4.4 傅里叶系数 


3. 4. 4,3. 4. 9,7. 3. 1， 

7. 3.2,8. 1. 1,8. 4. 1,8.5. 1 

3.4.4 

8.2.3 


7.3, 1 
5. 4. 3 ,6. 5. 3 

6.5.3 


关于标准正交系的~ 

可和函数关于其〜确定的唯一性 
可和函数关于其傅里叶变换确定的唯一性 




强（的） 

映射的~导数 
线性赋范空间的~收敛性 
线性拓扑空间的共轭空间的~拓扑 4. 2. 2 

赋范空间的共轭空间的~拓扑 


10 . 1 . 1 


8. 4. 1 


集 


4. 3. 1 


〜论 


1. 1. 1,1.4. 7 

1 . 1.2 


~上的运算 


4. 2.2 
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〜的相等 


有界〜 


1. 1.2 


2 . 2 . 1 


~的余集 


测度的单值性~ 


1 . 1.2 


5. 3.5 


〜的并 


开〜 


1. 1.2 


2. 2.4,2. 2. 5,2.5. 1 

2.6.5 
6 . 5 . 1 
2.2.3 
6 . 5 . 1 
2. 6.5 


〜的交 


相对紧〜 


1 . 1.2 


〜的差 


对荷的负〜 


1 . 1.2 


〜的对称差 


在另一个集中的稠密〜 


1. 1.2 


〜环 


对荷的正〜 


〜代数 


准紧〜 


〜半环 


1.5.2 


~的直径 


对称^ 


2. 3.2 


3.5.2 

1.4.3 

1.3.2 
2. 6.5 

1.4.3 
1.4.3 


~的闭包 


全有序~ 


2. 2. 1 ,2. 5. 1 


〜的势 


可数〜 


1.3.6 


无限〜 


可数准紧~ 


1.3. 1,1. 3. 3 


处处稠密~ 


有序〜 


2. 2.3 


a- 


偏序〜 


3.2. 1 


pO 〜 


测度的 o ■单值性~ 


2. 2.4,2. 5. 1 


可测〜 


~的有限分解式 


5.1.2,5. 3.1,5. 3.3 


1.5.2 
2. 2.4 


关于 o ■环的可测~ 
按约当可测〜 

有限~ 

线性有序~ 

不可测〜 

不可数~ 

无处稠密〜 


~的内点 
~的等价性 


3 


5. 3.4,5. 3.5 


3 


1.3.1 | 集族 
1.4.3 


5 


〜的迹 


2.5.2 


〜生成的极小环 
-生 成的极小拓扑 


1.3.2 
2. 2.3 


2. 5.2 


满射 


伽托〜 

弗 雷歇〜 

映射的高阶~ 


1 . 2 . 1 
9. 3.2 
5. 5. 1 

5. 5.2 微分方程 


10 . 1.2 
10 . 1 . 1 
10. 1.9 


叠核 

简单函数 

可和（可积）〜 

零化子 

零算子 


广义函数类中的~ 


4.4.6 

9.1.2 

10 . 2 . 2 
10 . 2 . 2 
10 . 2 . 2 

2.4.3 


4. 5. 1 


零集 


~解对初始数据的依赖性 
~解对参数的依赖性 
常系数~ 

〜的存在性与唯一定理 
〜算子解法 


数学归纳法 
数学期望 
概率分布密度 


6. 6.3 
6. 6. 3 


微分 


8 . 6.2 
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十四画以上 


算子 


欧几里得空间中的自共轭~ 


4.5. 1 

4. 6. 1 ,9. 2.4,9. 3. 1 

4. 6. 1 
4. 6.4 
9.2. 1 
9. 2. 1 


沃尔 泰拉〜 


4. 5.6 


全连续~ 

希尔伯特空间的全连续〜 

希尔 伯特 - 施密特~ 

希尔伯特-施密特~的紧性 
希尔伯特-施密特算子的共轭~ 


弗雷德霍姆~ 
埃尔米特共轭~ 
~的定义域 
~的图象 

算术欧几里得空间 


9.2. 1 
4. 5.6 
4. 5. 1 
4. 5.4 
2. 1. 1,3. 1. 1 


谱 


9. 2. 1 
4.5. 1 
4. 5. 1 
4.5.4 
4. 6. 1 
4. 6.4,4. 6.5 

4. 6. 1 
4.5. 1 


微分 - 


算子的（点与连续）~ 

希尔伯特空间中紧算子的~ 


4. 5.7 


单位〜 


i*Tf 

团~ 


9. 3. 1 
11 . 2 . 1 
11.4.3 
4.5.7,11.2.3 

11 . 2 . 1 


紧〜 


代数的元素的~ 

有界自共轭算子~的定理 
~半径 

代数的元素的~半径 


希尔伯特空间中的~ 
有限维~ 

线性〜 

从 R n 到 R m 内的线性~ 


4. 5.1 鲁金问题 

4. 5. 1 预解式 

4.5. 1 


连续〜 




算子的~ 

代数的元素的~ 


4. 5.7 
11 . 2 . 1 
9. 3.2 


逆〜 


4. 5.4 


已知算子的逆~ 
正交 射影〜 

共扼〜 

自共辄〜 


4.5.4 预解核 

4.5.1 覆盖 

4.5.5 


开~，闭~，可数~ 


2. 5.3 


4. 5. 6,4. 6. 5 
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安德烈 • 尼可拉也维奇 • 柯尔莫戈洛夫和谢尔盖 


瓦西里也维奇 • 佛明合著 

的《函数论与泛函分析初步》从第一版1954年问世至今已有50多年。它的第四版 

(1976 年）由我们翻译 、高 等教育出版社 1992 年出版。这次我们受高等教育出版社 
之约，根据原著的第七版 （2004 年）进行中文版的修订。修订工作由段虞荣 




一人 


完成 


莫斯科大学校长、俄罗斯科学院院士、教授 B . A . 萨多夫尼奇创议出版《经典大 
学教材》丛书，作为向莫斯科大学建校250周年献礼。丛书共包括250种各学科的 
优秀教材和教学参考书，本书名列其中。为什么本书能获此殊荣呢 

到这与本书的两位卓越的富有创造性的著者的数学研究水平和教学经验是分不 

H . 柯尔莫戈洛夫是苏联科学院院士、国际著名的数学家，在数学和理论物理 
等学科有重大贡献，并在莫斯科大学数学力学系执教多年 ，积累 了丰富的教学经验。 
他锐意创新，制订了新的教学大纲，用称为《分析 皿》 的统一的教程代替实变函数论、 

积分方程及变分法等课程，并亲自讲授此教程。在教学的基础上，与在莫斯科大学 
物理系讲授泛函分析的 C . B . 佛明教授密切合作编写本书 ，取得 了卓著的教学成果。 

本书反映了 A . H •柯尔莫戈洛夫的教育思想。这首先体现在关于抽象数学与应 
用数学统一的问题上。在本书中，一方面注意集合论、度量空间与拓扑空间连续映 
射的一般理论，线性空间以及在其上的泛函与算子 ，一 般测度空间中的纯测度论与 
积分法等的发展的内部逻辑，另一方面，不忽略这些更抽象的数学领域所服务的古 
典分析学甚至应用分析学，即强调理论密切联系实际。其次，体现在他建立的系统 
的观点。在对学生进行起步教育时，引导学生学习古典分析（《分析 I 》） ，代数 、几 


译者深深体会 


开的 


A 
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何和微分方程（《分析 n 》）， 而在（《分析 m 》） 教程中，包含测度论与函数论初步、积 
分方程、泛函分析等内容，以加强它们之间的内在联系。 

c . b . 佛明教授在原著第一版问世后的几个新版中作了 一些重要的扩充和发 
展。他去世以后，又有其他的俄罗斯数学家继续对本书进行修订，使本书日臻完善， 
获得极高评价，目前已被译成多种语言出版，成为该领域中一本名副其实的经典 


教材 


这次中文修订版，除了根据原著第七版进行修订、勘误之外，在行文上力求精益 
求精，并把原先用页码表示参见内容改用章、节、段表示，对数学家的译名也根据标 
准译法作了修改。我们期望这次修订中文版的出版，对于我国的数学教学有较好的 
参考价值。 

还应当说明的是在译出第六和第七版序言时，得到了高等教育出版社田文琪编 
审的耐心指教，他仔细地审阅了译文并提出许多重要的修改意见，我们在此致谢！ 


段虞荣郑洪深郭思旭 

2005年10月 


